ESPACES A DEUX METRIQUES DONNEES *
PAR
GH. GHEORGHIEV et I. POPA

1. En nous occupant avec quelques aspects géometriques des agré-
gats — éléments de l'algébre Clifford associée 4 un espace euclidien n-di-
mensionel — nous avons constaté que l'espace vectoriel représentatif est
doué de denx meétriques. Si I'espace initial est rapporté & un repere ortho-
normé, alors I'une de ces métrigues est euclidienne (sous forme de sommes
de carrés) pendant que l'autre est euclidienne, sous forme cyclique dans
les cas # = md et m4 + 1 ou symplectique, sous forme canonique, dans
les cas # = m4 + 2 et md4 4+ 3.

Nous apprécions qu'’il pourrait étre intéressant d’étudier les espaces
doués de deux métriques de I'espéce trouvée dans le probléme mentionné ;
d’autant plus, que la théorie des espaces riemanniens generalisés est étroi-
tement liée au second cas.

§ 2. On considére un espace vectoriel de dimension »n = 2r doué
de deux métriques:

I) F=38yx'x, =1Ly 8.-r_'{l T i k=12
0 i
ol
INF=38;xa, ¥=1Iunx"/\x* Lo ¢ k—h =7, e=1pour @
0 Ik—‘h =7, s:—]pourl}f'

Soit " = al #* une transformation linéaire & matrice @ = (a}) régu-
liére,
Pour conserver les formes FF, ® respectivement F, ¥, on a les con-
ditions :
0 I,
I). ata=1Iy,,a" Ja=] dans laquelle = (I . ) ou [,,, I, sont les

* Communication présentée a la Séssion Scientifique de V'Institut Pédagogique de Tagi,
février 1965.
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matrices unité d'ordre 2r respectivement s et af indique la matrice tran-

sposée.
II) a'a = 12,,, alJ* a= ]* dans ]aqueue ]* =( 0 Ir) ) NOIIS poserons
-1 0
a = 1 2 T z )
(“a “4) olt a, sont des tableaux carrés d’ordre r. Remarquons que dans

i ;
aej *diux*cas nous avons comme conséquence a4 J = J q, respectivement
== J*a, ce qui conduit dans le premier cas aux relations

l)a,=a;=a,a,=a,=f et dans le second
May=a,=uaa,= ~a, =p.
Nous aurons donc a4 résoudre les systémes matriciels -
DBaadpp=1 2B+ pa=0;
Maat =1 ap—Ra=0
En posant dans le premier systéme
atf=FLa—-p=y,

. .
nous aurons (/¥ = 5" = I, c'est-a-dire

a= (€ +7),p=1E

ot £ et 3y sont des matrices orthogonales arbitraires.

Il suit que le groupe des tr : L
ansfor 4 ' ;
servent F et @ est d'ordri P Sy mations linéaires I', qui con-

FEn posant dans le second systéme
a+if=E a—if=y

nous aurons £n' = &' =/, R s
. i% . Remarquons qu'une de¢ ces é i
conséquence de l'autre. Il s’ensnit cguatiansyiest

a=2E+n), p=LE—m,

avec § matrice d’ordre » arbitraire régulidre et y = (gf) 2
Donc le groupe I',, est d’ordre 72 resultat connu. .

o) et 35 (b

h=1 k=1
0B —
ol Bt = x¥ 4 xr A ph o= xh — xr+h

2
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ce qui montre que E,, est un produit de deux espaces euclidiens & » di-

mensions.
En ce qui concerne [, remarquons qu'il conserve les formes bili-

néaires

r

EEthet Exhnh
h=1 k=1
on
ak — i + ix'+",'q" _.=yh _|_ z'yr.i-h
Xk = xh —{yreh Vh =yh o iyr.;-h’ (52 = —1),

ce qui montre que l'espace a une structure presque complexe.

Parceque nous y sommes, remarquons que 'espace a dimension 27 doué
de deux métriques symplectiques est le produit cartésien d’espaces sym-
plectiques de dimensions 2p dans le cas »=2p et d'un espace & dimension
26 + 2 et d'un autre de dimension 2¢ dans le cas r = 2p + 1.

En effet, le groupe I';, conservera, en méme temps que les formes

(D.:Z'xh /\ x!+.’l.\}l‘=zrxh/\xﬂf‘h-}-l'

h=at k=1

es formes @+ ¥ qu'on peut écrire:

O+ 3D (8 A N\ (4 2T R o 20 204 A\ 2t

=1

2]
O —F= 3 (xh — & 7H) A (wHh — 2T,
A=l
s=0, 1 suivant que r=2p, our=2p+1, ce qui justifie l'affirmation.
9 Nous nous sommes limités au cas des espaces 3 dimension paire
puisque, pour ceux de dimension 2r - 1, nous avons:

Zr r
I) T, conserve, en méme temps que > (22, (#2435 xhxrth ) les
a=0 k=1
formes 2 (x0)? +E (E) 2N Z {n")?;
h=1 b=t
d’onr il suit que Vespace considéré est le produit de deux espaces eu-
clidiens de dimensions # +1 et »:

II) d’'une maniére analogue, on constate que I'espace E, 4+, dans
lequel agit le groupe I', est un espace euclidien contenant un hyper-
plan z® = 0 dans lequel les transformations induites sont du type T,
{relatif & un espace de dimension paire).

3. L'espace vectoriel, doué d'un produit scalaire de deux vecteurs

x(2) et y(¥)
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(%) VA =gyt
ou g ext un tensear guelconque, prend le nom d'espace euclidien géné-
ralisg,

Les mouvements dans cet espace seront des transformations linéaires
Vi=al v, ousous forme matricielle v — g Y, qui conservent (*)

c’est-A-dire
VW =araw,
En décomposant le tenseur fondamental d

ans sa partie svmétrique
g vt antisymétrique g,; la forme (*) devient
4 )

Yy =g w0 4 ()
on

P0L¥) =gy vV Y (0, 3) =gy vy,
vif
En exprimant 'invariance du produit scalaire nous aurous

1_;_\' = (T\_) 4 4 (;,_1—') =g (a;, (c_{-') + ',-’J(a-i‘, a_L{')
F¥=e (03 -4 E W =plar,a¥) — o (a¥, o),
c’est-a-dire

¢ (r ) = 9 (aY, @) = & (ax, a¥) — $(x, ) = 4 (7, 5) — & (a¥, a3)
d’on
P (¥, ) = ¢ (ax, ay)
$(3,5) = (ax . ay).
I suit que l'espace euclidien généralisé est doué de deux métriques :
une métrigue euclidienne et une métrique symplectique.
4. Pour déterminer les éléments différentiels des groupes [, et
I',., partons des équations de la transformation linéaire

= « 8

B a

= a;.' v ool la matrice g = [a;j ]=

In interprétant a' comme coordonnées absolues et x* comme coordon-

nées relatives d'un méme point de I'espace E,, , nous obtenons les conditions
d'immuobilité

duj ELN a;'. dyi =0,
don
ol B

Ayt = - davak i 4= q-1= [af] = a' = .
7 1 1 B‘ o',

St 'on pose of == — dai «*, on obtient les cumposantes d’un déplacement

infinitésimal du repére " mobile ¢ (0=1...2) C'est-a-dire de;, = wie,.

]

ESPACES A DEUX METRIQUES DONNEES 345

Le probléme revient 2 la détermination de la matrice ayant pour
e L d

i 2 = — daa. Pour I',, nous
sléments les formes de Pfaff «! domnée par o

= - 47 !5 = = v i les
N -l- g ) avec et n des matrices orthogona N
avons « 5 (:, ') » 2 (Q ) a E

ce qui donne

E+mE—m ;=}_l£‘+"]‘ 5‘—-"1:, 5‘=E.T“=%-
azl’c‘,—r.i%-nl’ 2 — 7 B4

Donc . . '
p\dE+dn dE—dp]|E+nE—|_ _ |8
— T E 3 E4m o' o
e g ax+dnl lE—7 E+m |
ol _ _ 1 - , -‘).
& = — L(@EE + dqn), @ = — - (dEE — dnw);

N A . . .
& w Sson 1 s q g

r » &
i o =
D'une maniére analogue, on obtient, pour le groupe I, - .

o' @
j i St ri e @' est svmé-
oft @ est une matrice toujours antisymétrique, pendant qu

trique. _ o
! On peut réunir ces résultats en écrivant

[ N0y
w =

() e’ @ '
sachant que pour I, onac=1let @ antisymétrique ; pour 'y, ¢ =

« (DE;‘g};l?sﬁ:::e( ;) on peut déduire aisément les équations de structure

(Maurer-Cartan) des groupes I.., @.:

»

doy = 0 A @

il o

@ ® lw ca']
‘ ed’ @

do dm'l
lsd(D' do

td @
ce qui donne ‘ )
do = A® +ed AN@

) do' = Ad + & Ad.
De la seconde formule, il suit, en particulier, que pour le groupe I';:
(,») dotth = 2oh A 0]t

¢t en sommant par rapport & & on 2
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d (}2 m;'!'h) 20|
ce qui T
q;{émli);tire qufe 203,,""’ est Ene différentielle,
Lo d'or%re ;2311_1; ag;;nne 267" = 0 définit un Sous-groupe invari
T, nest pas Sirﬁple I}:));xl?llzuer griupe dérivé; d’ou il suit que l? ;?gude
i as ] o A O - e
pas g1. semisimple ni intégrable *) on vérifie immédiatement qu’il n'epst
s;tn.xct:u-]eon-)consjdére le systéme @' =0, la second
conséquené ,1 nous montre que celui-ci est complétement intéerabl
S 't e groulse Ly f{ontient un sous-groupe orthogonal i.a de. Izir
vstéme wf = o o 0(] = o ordre &
A s A= t =i)d 2C, & i : i
de mé&me complétement intégrahble **)), done. ciq:;::;gﬁfe pga‘fflenn:es est
, étermine un

sous-groupe d'ordre v de I, : i i
S Eripe P.;; de la relation (,,) il suit que ce sous-groupe

e des équations de

SPATII CU DOUA METRICI DATE

Rezumat

Se cerceteazi problema dot#rii : .
euclidiene sau sj . arl unw spatiu vectorial 3 -
spatiului cu t&osl;:;n Ii)xlliﬁlic? rg'lecl_;:generate §1 a grupurilor re;I;lECSi?:::a Dnégtrlm
carteziene de spatii de (g'smn are conduce la descompunerea lui in Srea
(enclidian si simplect] menstum mai mici, Se observi ci produse
plectic) acfioneazd in spatinl euclidian gen;'a%irzl;%ul' g
si se

~ Nt w, = = w = 2 [ p— = 3 4 o (i) o & b
* IIn notant L @? = @D N w (03, {0 + = 4 S quatio
1 ] 1 2 1 2 1 0)2 ions de

structare devicnnent 4@ - @° : .
= A D% 2D = il 3 3
e DN, dD’ = DN DY, 4! =0 ce qui montre
=, e o somorphe au groupe orthogonzl de F
- ysteme considéré peut s'écrire @ = 0, @1 — {? !
trice unilinéaire, ce qui montre que, en vertu de ' oA [“’f.;,'-' B

grabilite compiste o v ! {i), ce systéme satisfait aw cri i
» B tére d'inté-

TENSEURS PROJECTIFS SUR UNE VARIETE DIFFERENTIABLE

PAR
IZU VAISMAN

Les remarques que nous voulons faire ici et qui sont évidemment
importantes pour I'étude des structures projectives sur une variété diffé-
rentiable, sont des conséquences immédiates de certains résultats donnés
dans [6). Pourtant nous ne les avons pas rencontrées explicitement chez
d’autres auteurs.

1. Rappelons d’abord les notions et les résultats nécessaires de [6].
A cette occasion, nous introduirons aussi une terminologie qui nous
semble convenable.

On appelle (6] systéme de transformations de coordonnées d'un
espace topologique X, & valeurs dans un groupe topologique &, ou G-atlas
de X, un recouvrement {V;} (1€} de X et un systéme d’applications conti-

nues g Vi V;— G{i, jel), tels que
(1) £ (%) i (%) = gui (%),
pour tout xeV;N V;N Vi .

Lvidemment, un G-atlas de X peut étre toujours plongé dans un
G-atlas maximal et cette opération sera sousentendue dans la suite (d’ail-
leurs, elle n'est pas essentielle}.

Une remarque importante est que si f:G— G est un homomorphisme
continu, alors I'ensemble (V, fg;;) constitue un G'-atlas de X.

Puis, nous appellerons espace fibré abstrait 3 base X et 4 groupe
structural G, l'ensemble (X, G, A), ou A est un G-atlas de X.

Dans [6], on démontre le théoréme fondamental suivant: soit (X,
G, A) un espace fibré abstrait et Y I'espace d'une réalisation de (- comme
groupe de transformations; alors, il y a un espace fibré, a base X, a
groupe G et a fibre type Y, tel que ses transformations de coordon-
nées soient justement celles de A et cet espace est déterminé & une
équivalence prés. Il sera noté par (X,G, A, Y).

X sera dorénavant une variété différentiable V, de classe C*, G un
groupe de Lie et les conditions de continuité seront remplacées par des
conditions de différentiabilité. De pareilles conditions peuvent étre assu-



