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TENSEURS PROJECTIFS SUR UNE VARIETE DIFFERENTIABLE

PAR
[ZU VAISMAN

Les remarques que nous voulons faire ici et qui sont évidemment
importantes pour I’étude des structures projectives sur une variété diffé-
rentiable, sont des conséquences immédiates de certains résultats donnés
dans [6]. Pourtant nous ne les avons pas rencontrées explicitement chez
d’autres auteurs.

1. Rappelons d’'abord les notions et les résultats nécessaires de [6].
A cette occasion, nous introduirons aussi une terminologie qui nous
semble convenable.

On appelle [6] systéme de transformations de coordonnées d’'un
espace topologique X, & valeurs dans un groupe topologique &, ou G-atlas
de X, un recouvrement {V,} (1€l) de X et un systéme d’applications conti-

nues g; Vi Vi— Gli, jel), tels que
(1) g (0) g5 (%) = 2ni (%),

pour tout xeV;N V;N Vi .

Lvidemment, un G-atlas de X peut &tre toujours plongé dans un
G-atlas maximal et cette opération sera sousentendue dans la suite (d’ail-
leurs, elle n'est pas essentielle).

Une remarque importante est que si fi:G— G’ est un homomorphisme
continu, alors I'ensemble (V., fgi;) constitue un G'-atlas de X.

Puis, nous appellerons espace fibré abstrait 4 base X et 4 groupe
structural G, 'ensemble (X, G, A), ol A est un G-atlas de X.

Dans [6], on démontre le théoréme fondamental suivant: soit (X,
G, A} un espace {ibré abstrait et Y 'espace d'une réalisation de (G comme
groupe de transformations; alors, il y a un espace fibré, & base X, a
groupe G et a fibre type Y, tel que ses transformations de coordon-
nées soient justement celles de A et cet espace est déterminé 3 une
équivalence prés. 11 sera noté par (X,G, A4, Y).

X sera dorénavant une variété différentiable ¥V, de classe C*, G un
groupe de ILie et les conditions de continuité seront remplacées par des
conditions de différentiabilité. De pareilles conditions peuvent é&tre assu-
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rées dans les considérations qui suivent [6]. Alors, on choisira pour {V,}
un atlas de la structure différentielle de Va.

Si & = L, (le groupe linéaire), alors [B] un espace fibré abstrait
(Va, Ln, A) s’obtient en prenant pour g; dans A les matrices de Jacohi
(@,5) (o, B=1,...,%) des transformations de coordonnées sur V,. Cet
A sera appelé 'atlas de Jacobi de Va.

Enfin, on a encore de [6] la définition suivante. Soit G un groupe
topologique et Y P'espace d’une réalisation de G, soit h:L,~ G un homo-
morphisme continu et A’ = k4, le G’-atlas obtenu de l'atlas de Jacobi.
Alors si B =— (Vu,G, 4, Y}, on appelle champ de tenseurs du type (h,Y,G)
sur V,, une section de I'espace fibré B. La liaison avec la définition
classique s’obtient en édifiant la section de B a l'aide des sections locales.
Quant aux champs de tenseurs usuels, on les obtient de la maniére suivante,
Soit Y I'espace arithmétique 4 n#+7 dimensions, avec les éléments notés
par Tgr=fe (0, 8= 1,... u) ct soit G Ia réalisation de L, comme

-
groupe deqtransformations sur Y, définie par les formules
2 TYe T 73 T S
@) Toigh =B iy - e Ty,
ot (B)el, et (fg) est 'inverse de (£). Soit ensuite / I'automorphisme iden~
tique de L,, interprété comme application %:L,—G. On considére alors
I'espace B correspondant ; une section de celui-ci est un champ
tenseurs du type (p,q) sur V,.

Si dans le second membre des formules (2) on multiplie par un facteur
¢ # 0 arbitraire, on obtient les pseudotenseurs au sens usuel.

Ces tenseurs obtenus pour G — [, seront appelés fenseurs affines
sur .

Pour, plus de simplicité nous parlerons dans la suite de tenseurs aq
lien de champ de tenseurs.

2. Considérons maintenant le groupe projectif réel 4 # dimensions
P,, ¢’est-a-dire le groupe des classes de matrices non dégénérées (ppr)(o, = =

de

= 1,...,n4 1), ot s =0 est un facteur arbitraire.
On sait bien qu'il ¥ a une injection isomorphe i:L,— P, définie par
. 218
(3) iy — (#5 0
0 s

Il en suit, que si A est I'atlas de Jacobi de V,, alors 74 est un P,-
atlas de V.

O obtient done un espace fibré abstrait (Va, Py, i), a base V, ot
4 groupe structural £, qui constitue la structure projective canonique e
V.. Les transformations de coordonnées de T'atlas /4 sont de la forme

4 P“aa )
W (0 p)
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oit @ est la matrice de Jacobi, considérée auparavant.
g?i I'on considére maintenant une réahsaglpu tq1i1’e1conqueﬁbgg §;§:c}:;
. ansformations, on obtient l'espacc SS0C
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natuli'elle pour étudier cette géométrie, au point .de vue fli?nensious -
Ainsi, si l'on prend Y =4,—1'espace projectif a an ension ’oI)
on pett cjonstruire, par la méthode de [6], lte‘?pz;ce flbrtg (de” 2 :”ce q’u ;(;11
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i insi, c’est j 1éfinition globale des ,,esp proj
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[s . -
idéré Sories locales. )
cousidérés dans les théories , ] . e o S e o
Si 'on prend Y = P’ —l'espace des repréres prujef,t - :
i ibré principal (Va, Py, id, P qui est l'espace des
peut construire le fibré principal (Va, Py, i , D) qui e 2
repéres projectifs de £, et alors une connexion projective sur .,,a.u_q‘;i
unlza connexion infinitésimale sur cet espace de repéres, R??;ai?ggilzr déq
qu'en partant des repeéres affines naturels sur ¥V, on pet :
o rojectifs naturels, ete. - = ] e
p e{\?(smlg n]ous contentons a faire quelques con_snderaltml::s sur les zl't:tstc\ulr)':
jectifs. L S11é eux-cl ser léfinition les tenseurs du t
ifs. En général, ceux-ci seront par « : » du ty
{)foiﬁct}j)%) };urgV au sens du § I, Y étant lespace d'une réalisation
LJ ? n = . n.

e projectif P,. o _ e
du g]i?:ll))serlzrat]ion imnﬂlédiate, mais importante que nous \-c‘)tu.lonaenf:;lr'i
est la suivante. Les tenseurs du type (1, Y, Pu) ’_p?:n-en‘t Le ::;t i
interprétés comme des tenseurs affines du type (7, Y, L,) ot .
sur Y par la restriction de P, aux éléments de la forme (). .

’ M ¥ F

il n'est question ici que de la réduction dl‘l grogp: structural de l'espac
fibré respectif, les sections restant bien determni es.

Nous allons donner maintenant deux exemples. N

Considérons d’abord Vespace aritmétique a (n + 1) ,

2 S 5% ons pour Y Vespace
dont les éléments seront notés par /14 et pren P p

i itrai on obtient une réalisation
des classes (Ptr:,,,;h) (p #+0, arbitraire), Alors,

de P, en posant
T a £8y TR ARR gy by :
(3) bl k=P PP PR B
ol (p2)e P, et (p°) est son inverse. Les tenseurs du type (i,Y,P,) corres-
W w

3 jectt type (h, k).
t les pseudotenseurs projectifs du by .
pond;g::; E;)rI:éciser jlba nature affine de ces pseudotenseurs projectifs dans

le sens de linterprétation annoncée, il faut remplacer en (5) (p3) par
une matrice de la forme
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) (pl& 0).
0 »
Alors, on voit que les tenseurs affines respectifs se décomposent en plusi-
0 . Pt . . %y ntiz, ..o n+l..ntl
eurs pseudotenseurs affines, précisément: tﬁ.---ﬂk Y IR i

le dernier étant un pseudoscalaire.
Comme second exemple, soit ¥V = {t:l“'::} I'espace arithmétique con-
hoe

sidéré ci-dessus. Puis, remarquons que les éléments de Pn peuvent
étre normés par la condition det (p7) =1, d'ott il résulte que pour

n pair P, estisomorphe au groupe unimodulaire U, et pour # impair P,
est isomorphe au groupe U,.,/E, ou E est le sousgroupe de U,,,, formé
par les matrices (37) et (—&7). Alors on peut définir TI'action de P, sur
Y par les formules (5) sans le facteur p et avec (p°) normée. Les tenseurs

du type (7, Y, P,} qu'on obtiendra seront appelés des tenseurs projectifs
du lype (h, k). Ici, il est plus convenable d’arriver 4 des tenseurs affines
par la voie suivante. L’action considérée de U,y;sur Y, s'étend 2
une action de L,;; sur Y, donc nous avons, de notre tenseur, un tenseur
du type (¢, Y, L.4y) et en prenant maintenant la restriction a I,, c’est-
d-dire aux matrices (6) avec p =1, on obtient des tenseurs affines du
méme type que les pseudotenseurs obtenus dans le premier exemple.

3. Voici maintenant une application de ces considérations. On dit
qu'une variété V,,_ , est munie d’'une structure symplectique projective
si Pon a défini sur ¥y, , un champ de tenseurs projectifs antisymétri-
ques, non dégénérés, £,.00, 7=1,...,2m) (tenseur selon la définition du
second exemple ci-dessus) [7]. '

Alors, nous avons évidemment sur la variété, d’aprés les interpré-
tations du second exemple, un tenseur affine antisymétrique gug(a, f =
=1,...,2m — 1) et un covecteur g, = gy, am -

' I1 est simple de voir que le rang de g, est égal & 2m — 2 et que
g« n'est pas nul (compte tenu du fait que g,. est non dégénéré). Il en suit
que notre variété posséde une structure presque-cosymplectique [4].

Aussi, sur V,,_, on trouve analoguement d’autres structures ,,affi-
nes. En effet, soit g°* le tenseur réciproque (dans le sens connu) de
or. Il mous conduit a un tenseur affine g* et 4 un vecteur g* = g#"
et les relations g_ g% = 3° donnent

L,08™ + £.8Y = 8], £,,8%=0, g,g* =0, gg*=1.
Considérons alors le tenseur

g =8 — gk
Pour lui on trouve

g =gig, =0, gl =gf, gig, =gy, etc.

5 TENSEURS PROJECTIFS SUR UNE VARIETE DIFFERENTIABLE 351

Il est simple de voir que (g8) a le rang 2m — 2. Il suit que les tenseurs
ig® (¢ = l'unité imaginaire), g, gPconstituent, sur ¥, une structure
g i

resque de contact [5]. o ) )

: qEnfin, on voit que l'espace lin€aire tangent a Vom_, se décompose
en deux espaces complémentaires d’équations:

(Ty) gaﬂaa =0,
(T2) guts = 0.

i ' -produit [3].
1 en suit qu'on a sur V,,_; une structure presque-pro
y D’ailleﬁrs on peut trzc:'uver par un caleul simple son tenseur f,ondg-
mental [3], en remarquant que la décomposition d'un vecteur % d’aprés

T, et T, est donnée par
! ’ vt = (g, v")g* + g5v.

Soit maintenant 'opérateur linéaire F donné par
(Fo) = ggo® — (g;v") g™
Le tenseur qu'il définit est
Fy=1g3— 878y = 8 — 288,

vérifie les relations
Ce tenseur F;Fa _ Sf;
ly

i nseur fondamental cherché. o
« 11:53:1‘;;111:510“5 avec quelques remarques pl_u:? générales. L’a' définition
des tenseurs d’aprés Steenrod a été généralisée dans la définition dles
objets géométriques de Haan ties _e‘E _L aman [2]. A ce but les
auteurs cités ont remplacé le groupe linéaire L, par son prolon‘gefnent
L' [2]. Il nous semble donc naturel de parler d’objets géométriques
ou de tenseurs, par rapport a4 un groupe G quelcongue. Pour les obtenir,
il faut avoir un espace fibré abstrait de base V, et de groupe structural
G. Puis, on considérera I'ensemble des réalisations du groupe G comme
groupe de transformations et on obtiendra les espaces fibrés associés.
Les sections de ces espaces seront les objets geéométriques du groupe G.
Vu l'importance de I'ensemble des réalisations de G. dans une pareil-
le théorie, nous considérons utile a en preciser la structure. On peut
voir immédiatement que cet ensemble peut étre organisé comme une
catégorie. En effet, les objets de cette catégorie seront les réalisations
M,, M,,...de G et les morphismes seront des applications £: M, — M,,
telles que le diagramme

4
M1—>M2

gl ¢ 18
M, = M,
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soit‘ commutatif pour toutes les transformations £€G. Les axiomes des
catégories sont alors immédiatement vérifigs.

Remarquons encore que les 1somorphismes de la catégorie cnvisagée
donnent justement les groupes semblables de E. Cartan [1]
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TENSORI PROIECTIVI PI O VARIETATYE DIFERENTIABILA
Rezumat

~_ Plecind de !a definifia generali a tensorilor, dati de Steenrod
6], se considerd tensorii proiectivi si se fac unele observatii asupra leg:i-q'
turil acestora cu tensorii afini.

ASUPRA TEORIEI CURBELOR IN GEOMETRIA BICENTRALA

TRIDIMENSIONALL
»

. MACOVEICIUC

Numim spatin  bicentral cu trei dimensiuni, un spativ Klein simplu
.~ cdrut grup fundamental este grupul projectiv care pistreazd dond puncte,
numite centrele spatiului.

Un reper in spafiul bicentral tridimcensional cste un reper proicetiv
we Ay, Ay, Ay, U, format din cinct puncte dintre care doud, spre exem-
n A, si A,. coincid cu centrele spatinlni. Dreapta 4, A, o nmmim axa
patiului.

Considerind un asemenea reper. ¢a reper natural al spatiului, ccuatiile

s rupului fundamental sint :

PYo = dy Ny Ty, Yy
1 BE1 ==y g o dyy Ay
)
PX = g Xg A e X Uy Va,

PN = My Ng - gy Ay b odgy A

sl se observd ca acest grup depinde de noua parametri; presupunind cd

acest reper este atagat punctelor unei curbe (', parametrii care determind

pozifia punctelor 4,, A,, U/ in spafiu sint parametrii secundari, iar cel

care determind pozitia punctelor pe curba cste parametrul principal.
Miscarea reperului considerat cste dati de formulele:

{2) dily= @ d; (Fj=0,1.23)
cu conditiile

Wag = Way == Gy == 0,
{:) Clgy = Gy - Gy = 0,

gy Wy - Gge 1 Oy —= O

- Metematicd — dase 2



