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soit commutatif pour toutes les transformations gelr. Les axiomes des
catégories sont alors immédiatement vérifiés.

Remarquons encore que les isomorphismes de la catégorie envisagée
donnent justement les groupes semblables de E. Cartan [1].
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TENSORI PROIECTIVI PI O VARIETATHE DIFLERENTIABILA
Rezumat

Plecind de la definifia generali a tensorilor, datdi de Steenro d,
161, se considera tensorii proiectivi §t se fac unele observatii asupra legi-
turtl acestora cu tensorii afini.
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Numim spatin bicentral cu trei dimenstiuui, un spatiu Klein simplu
J!edrut grup fundamental este grupul proicetiv care piistreazi doud puncte,
numite centrele spatiului. o ' .

Un reper in spatiul bicentral tridimensional cste un reper proiectiv

oo Ay, Ay, Ay, U, format din einci puncte dintre care doud, spre exem-
n Ay i A,. coincid cu centrele spatinlni. Dreapta A, A, o numim axa

patiuiui. o ot
Considerind ant asemenea reper. ca reper natural al spatiului, ccuatiile

s rupului fundamental sint :
Pl = dy y - ”Ill li 3
BT = dy, Ky =ty Xy,

P == e Ny 2 g, N 0

P

PAS ==l Ng gy Ay b oty A

51 se observd ca acest grup depinde de noud parametri ; presupunind cd

acest reper este atagat punctelor unei curbe parametrii care d_etgrmmsi

pozifia punctelor 4,, A,, U in spagiu sint parametrii secundari, Jar C‘i

care determind pozifia punctelor pe curba cste parametrul principal.
Miscarea reperului considerat cste dati de formulele:

(2) del; = wyd; {1.4=0,1,2,3)
cn conditiile
Wag = Way =2 Gy == 0,

gy = oy 5 Cogy == ()

{3
gy + Wy - g - gy —= .
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Formele Pfafi o;; satisfac de ascmenea cenatiile de structwd ale spatiudui -
Doy = fop, onl, {(Lk=0,1723)

D(r)z# = “.
{n {pentru = 0, 1,2,3),
!)(1)3,5 = 0_,

Doy = Loy, 0 — oyl
Considerdm un punct M, de coordonate 1y, v, 4., 1, fajd de reperul
ales, deci:
{d) M= dot+ v d, + 2,4, 4 2, Ay
la o deplasarc a reperului, variatiile acestor coordonate satisfac conditiile
de fixitate:

dx = — wy + (Wgg — w1y )% + @y 47,

(6) dx, = — oy,

Wy ¥y A (@gp — ) Ty g Xy Xy,

. N ; .
dyy, = — Gog — Wy A o (g — o) Yy b X Xy,

Fie (C) o curba definita fata de un reper natural prin ecuatiile
(7) yv=ux() (1=01,23),
unde &) (¢) sint funcii analitice de ¢ pe intervalul {¢,, {,).

Asociem curbei C familia reperelor de ordinul zero, formatd din mul-
timea reperelor pentru care un virf, de exemplu 4,, coincide cu punctul
generic al curbei. Aceastd familie depinde de sase parametri secundari si
de un parametru principal.

. Formele oy, gy, @y depind atunci numai de diferenfiala parametrului
prinicipal si avem :

(8) gy = fly Ggp, Oy by vy,

unde a,, b, depind de to}i parametrii reperului de ordinul zero si sint funcii
de ordinul intii diferential.

Diferenfiind exterior relatiile (8) si tinind seama de ecuatiile de struc-
turd {4), dupid lema lui Cartan, obfinem :

)

unde coecficientii @, si 4, sint funetii de ordinul al doilea diferential.
I.a o deplasare §, datoritd numai parametrilor secundari, notdm e; =
o (8) 51 din (9) deducem :
{ e @y (Can = ¢1q) 4 €y =10,
8by -k by (64 — ey} 4 €y = 0.

l da, + ay (0~ o) + @ = a, oy,

@by + by (g — wy) + 0y = by gy |

(10}
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Acest sistem este complet integrabil <1 putem fixe dot parametri secundari
astfel ca

(1 ay = by 0

reometric, condifia (11) exprimd faptul ca virful Jf; al reperulai este situat
pe tangenta la curba (€} in 1,

Prin aceastd particularizare, din funulia reperelor de ordinul zero
am extras familia reperelor ¢ ordinul intil care este caracterizata de
relatiile

(12) oy == g, = U o ity ey g by gy

Diferentierea exterioard a ultimelor doud relatin {12} ne conduce la

(13)

.
l day, + a, (g — 2y - waa) = 0y gy,

Aly + by (03 — 2wy - oay) = Iy ey,

unde a,, b, sint functii de ordinul al treilea ditcrential.
Trecerea de Ia un reper de ordinul intii al carbei la alt reper din aceeasi
clasd determind, pentrn functiile «, s f,. variatii exprimate prin relatitle

1 | da 2 {Con -~ 203y - Cm),
. | Ab, Baltwe — 2o Gl

Sistemut {14) este complet integrabil si =olufta sa este o, = const., b, =
= const. Observam ci daca considerdm «, = 0 sau 0, - 0, planul oscalator
al curbei (C) in A, trece prin unul div contrele spatiului, A, sau 4. s
atunci curba este situatd pe un cou.

Dacl «a, = by == 1), tangenta {1, ramine Nixa Ju deplasarea lui oy pe
curba (C) si punctele respective sint punctele de inflegiune ale curbei.
Excluzind din consideratii punctele de inflexiune $i curbele situate pe
un con, fixdm doi parametri sccundari astfel ea

(15) S T S

Determinam astfel familin reperelor de ordinul doi care se caracterizeaza
prin relatiile

wee =00 twgy =04 oy == tuyy, Gy = Gy,
(16} ) 2 = /)
©gp =7 L0y 0 G = dy gy Clgg LGy T Ly Ty Doy
Diferentiind exterior ultimele doud relatii din (16} gisim
l day, + ay (g ~ wyy) - 3oy, - Ay iy,

] db_i ) b,: (g

unde oy i b, sint functii de ordinui al patrulea diferengial.

(17)

("II.i T :;{"ln 'bl gy
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La o deplasare datoriti numai parametrilor secundari avem

(IS) ‘ f\\'a"‘ - ty (‘."” ('Il) - 3\‘;|u.
I B, by {tan — ep) — Beyu .

de unde rezulta

(19) Mag — by} = (ag — by) (e} =~ €q0)

s gasim invariantul

{20) ay — by.

ﬁistemt%l (18) cste complet integrabil §i, excluzind punctele planare, putem
fixa doi parametri secundari punind

a, =0, b, = L.

I'afml_la reperelor obfinute prin aceastd particularizare este de ordinul
trei si se caracterizeazi prin relatiile

wor =0, W =0, wy= 0wy, ©= 0y, ©—20; + wy=0,
(21) o — 2y + gy = gy, 301y =4y Wy, W — @ + B ="04 @y,
gy + 0y + g+ wyy =0,
Totfi plaffienii w,; care intrd in formulele de miscare (2) sint determinati

ca funcfii de pfaffianul principal de ordinul intii w, =ds si i iantii
2 AL : =ds si de invarian
diferentiali de ordinul patru a,, b, prin formuleleu:l i

[ 0ge, =0, gy =0, @y = wy,, Wz = Wy, @g= c;, Wy ,
S(h, - -1 —_ _
(22) mm____(_i__,fgl._mm, mn=£b4__%4)_l @or»
3 S — _
P {04 4“4) 1 oy, Gy = 3(b; — ay) +3m01-
4
Dacd potim cu:
(23) K, = (by—a,) — 1 ., K, = %
4 -3

iy, !}.._, fiind §urburllc proiective ale spatiului proiectiv bicentral, atunci
ecuatiile (1@,1111!7(.{{!’(_ (2 in raport cu reperul de ordinul trei intrinsec legat
de curba (C} au forma:
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I dd, = (5K, + 1) uy Ay + ©n 4y,
dA1=K2 Uiy An+ I{'l: Oy A] "I“" Wey A2+ (o1 Aﬂ-‘
dd,— 8K, + 1) oy s,

(24)
. dA, = — 3K, vy A,

Teoremi fundamentald Dale functiile K, (s), Ky(s) ana-
litice pe intervalul (s,, 5,), existd o curbd € determinatd pind la o transformare
proiectiv bicentrald pentru cave cle sint curburi proiectiv bicenirale, iar s esle
arcul proiectiv bicentral.

Pentru a gisi interpretirile geometrice ale elementelor reperului cano-
nic de ordinul trei considerim fascicule de conuri pitratice care au contact
de ordinul doi cu curba si care contin incd alte elementc ale reperului.
Fasciculul de conuri pitratice (C,) cu virful in -,, cu contact de ordinul
doi cu curba C si care trec prin A, are ccuafia

(25) xt — 2o 00+ 22 2, %, = 0.

Fasciculul de conuri pitratice (C,) cu virful in .1,, carc trec prin A, siau
contact de acelasi ordin cu C este dat de

(26) 23 — 2 1y - 20 %, 2, = 0.

Planul osculator al curbei € in punctul 4, este
(27) %, — x5 =0,

Intersectia fasciculului (25) cu planul (27) este fasciculul de conice din acest
plan reprezentat prin ecuatiile

.2_( L) e
(28) { A — 25y %, + 20 %, 8, =0,
Ny, =01

Pentru a fixa pozifia punctului 4; pe tangenta la curba C generatd de Ay,
alegem din fasciculul (28] conica care trece prin punctul de intersectie
al axei spatinlui cu planul osculator

(29) P (0,0,1,1)
si care are ecuafia

| aF—2xy ¥ =1,

(50 v x=0

Tntersecjia fasciculului (26) cu planul (27) este fasciculul de conice
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| xi—2r, v, 2025, =0,

(31)
Xy oy o )
care confiiie o SHRUra concd ce trece prin punctul (29 si anume
ayrar i N 2
(307) i Sy xy =10
| wa= 2e=0,

Ii .1§L.!cu.1c:luudc_ conee (23} =i ('.':‘h') au in comun conica (31) carcare o woritfic
(Cl('l'll\llllmt:l fatd de curba € in {iccare punct al siu o
e angenta la coniea (30) Tu punetul (29) intersecteazd tangenta I
cur )((1:(. ]111 Ay (wuchia A, 1) o punetul L, S
ounsuwderdn planul osculator al curbei ¢ i i
- sculs ;i rhei ( futr-un pune ini i
i Ay el are ecuatia et T e

) - -

{32) Yy (T Ky gy — vy (L oy 4 3R ) =0,
Axa spajivlui tuie acest plan in punctul

(33) PaA0.0, 1 3K, op. 1 23K, )

Invariantul difcrenti i Intii

4 ential de ordinul intii <, == ds i

s d 01 == 48 este partea principala .

biraportului format cu punctele d,, A, si P, P Lt e
i oo mAtrat: Liks

. I ;l.mll!d conurilor patratice cu virful in A, respectiv in .1, si cu contact

de ordinul trei cn curba € in 4, este reprezentati prin ecJuati'l

.
{34 2 g, . 2 e
) Ny &Xg X A x4+ raz=10,
respectiv
45 o
(L 3) X — 2;\.'0 Xy mr ‘J.,‘Lé = 0.

. . . .
Fasciculul (34) contine un singur con care trece prin 4.:

g 2 >
(36) 33— B sty — D, 1y == 0,
si fasciculul (35) confine un singur con care trece prin A,, anume:
87 2 " |
(37 ¥ - 2y 2y =0,

A L]E (\ } 2 i ; b 24 lt

( ) ¢
] ARCIC u] ;4 1 (5) Lontin lt(. I smnegur con ¢ (Ontxll.L l]l Uld!llul yatru
cu L‘Il[h'zl ( m .'i" aniume

(38) 20, 0, 2By, 1y v B (K, = 3K, Syl =0
‘:1 A

3¢ T L X

(39) Ny 2w, 2, 4 K, 6 =0

Planele osculatoare in g i
atoare m punctele 4, 5i o1, la cubica de intersectie a conu-

rilor (36) w1 (37) sint
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[ 6x, - 9%+ 2x, =0 (=)
by —x=0 (7a).-

Planul osculator al curbei € (27) si planul {=,) intersecteazd conul (37)
in puncte care dau interpretarea punctului unitate al reperului.
Punctele de intersectie ale conului (39) cu muchia A, A, si ale conului

(38) cu muchia A4, determind pe dreptele 1, .1, respectiv ., A, bira-
poarte ale caror valori principale sint toemai curburile spatiului K, si K.

Reperul proicctiv invariant sc caracterizeazi geometric astfel:

A, este punctul generic al curbei € .1, este la intersectia tangentet
A, 4, cu tangenta la conica (30) in punctul {29) ; A, si 4, sint centrele spa-
tiului, iar punctul unitate U este unl din punctele de intersectic ale pla-
pelor (27) si (m,) cu conul (37).

Tn raport cu reperul de ordinul trei

(40)

curha ¢ admite dezvoltarile

a —
wimil g St g 0s),

* o 24
(41) ()

i -]\'"-211'4‘(:’)

PR

Ficind proiectia curbei ¢ din 4, pe planul Ay A, A, gisim curba

1 o2, @y 4 -
K= — X1+ X = (3},
(42) S ()
%y =0

fn planul x, =0 exista un fascicul de conice care au contact de ordinul

patru cu curba {C’), anume:
{ ¥~ 2xy 0 x5 =0,
x, =0

(43)

Muchia A, A, este intersectati de conicele fasciculului in doud puncte

diferite armonic conjugate cu punctele A; si 4,
Fasciculul (43) confine o singurd conicd cu contact de ordinul cincl

cu curba (C’), numitd conicd osculatoare s anume
2 2 »

| 3x1 4 a4 x3 — B3y v, =0,
x, = 0.

Conica osculatoare (44) se poate defini $i ca curba de intersectic a planului
A, A, A, cu conul de ordinul doi cu virful in .f,, care contine muchia 4, A,
si are contact de ordinul patru cu curba (. anume conul : .

(44)

(45) 322 4 a, A% Gy, r,=U.
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Pentru o, =, vconica osculatoare (44) are contact de ordin superior  luj
cined cu curba (C7) si trece printr-un centra al spatiulni,

Fasciculul de conuri patratice cu virful in i o 31 contact de ordinul
sase cu curba (C) are ccuatin

(6] g = 6,y 4 30, Fy == (),
Conurile lascicululn (46} taic planul axial prin A, dupil fasciculul de drepte

[ 42 by ay v, 4000,

(47
| Xy =1,
Pentru &, =} fasciculul (47) formeazi un fascicul armonic eu mwuchiile
Agdy, Ay d,,

Fasciculul (46) contine un siugur con cu contact de ordinul sapte cu
curba € numit conul osculator st reprezentat prin ecuatin

(48} 815 — 124, x, + 66, x, x, + 3 (8a, + 3h3) xi— 0.

in panctele in care b, =0, conul osculator (48) are cu curba € contact de
ordin  superior Iui sapte.

Complexul liniar cu contact riglat de ordinul patru cw curba €, numit
complex linfar osculator al curbej ¢ , are ecuatia

(49) 2(m0y = 71) -+ by 7y, 4 (88F + 24,) 7, = 0,

In punctele cu by =0, complexul (48) are cu curba (C) contact de ordin
mai mare ca patru si ecuafia sa devine:

{50) Ty Tk T, = O

Aceste puncte s¢ numese puncte de coinecidentd si curba care arc toate pune-
tele de coincidentd se numeste curbd de complex.

Punctele de coincidenti pentru care si a; — 0 se caracterizeazi prin
proprietatea ci dezvoltirile {(41) se reduc la

— a2 =
’ ¥y =7 a7 4+ (5)

(51)

I

Deci clasa curbelor de complex confine ca elemente singulare cubicele care
sint excluse din consideratiile noastre.

Pentru A, — K, = const. in ecuatiile (23) si (24) se determini o
clasd de curbe cy proprietatea ca existi un punct fix in spatiu care are
coordonatele fixe fatad de repert] Frenet al curbei €. Aceste curbe le numim

¥

curbe W' profectiv-bicentrale,

- B 1
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