SUPRAFETE IN SPATIUL BICENTRAL TRIDIMENSIONAL
DE
ELENA MACOVEICIUC

Definim spaginl bicentral tridimensional ca un spafiu Klein simplu
cu grupul fundamental un grup proiectiv care pistreazd doud puncte
numite centrele spatiului. Dreapta —care unegte centrele o numim axa
spatiului sl atunci toate dreptele $i planele care trec prin axd le numint
respectiv drepte i plane axiale. Dreptele si planele care trec prin cen-
trele spagiului le numim respectiv drepte si plane centrale.

Pentru studiul suprafetelor in acest spajin considerdm ca reper
mobil un reper proiectiv g, A,, 4, As, U, pentru care punctele 4,
si Ay sint armonic conjugate cu centrele spagiului.

Miscarea teperulul ales este dati de ccuatiile

(n dd = w! A (7, 7 =0, 1, 2 3)
formele Ptail o! satisfac conditiile
ol = w‘;sw;:m;rzo,
i = )
(2) \ 2 s,

U | ) 1o T ey ==
! @) Ay 0

si ecuafiile de structurd ale spatiului projectiv bicentral

Dol =of, o,
i i kd
Dwi=0, (r=2 3;1=0 1)
(3)
1 g 0 i | 1
\ Do} =[ef— o, o
2. [ea? 1o Teo? — 2 2 I3 7
Dof= o, W) - [wg e of] + [og, o3l
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Conditiile de fixitate a unui punct M (x,, X1, %, %3) in raport cu reperul
mobil ales au forma

dxo-{—xo(mg-{—m})_dxl + %, (m5+m})~dx2+x2(m§+mf+m§+mg)_
%y o A - X, i
=dx3+x3(mg+mf+mg+co§)

Xy

(3)

Fie S o suprafatd analiticd definita fagd de un reper fix prin ecuatiile
(5) Y, =% (u,v) (t=0,1, 2, 3)

unde x, (¥, v) sint functii analitice intr-un domeniu Q de variatie a pa-
rametrilor # $i v si satisfac inci conditia :

(%), — (), 0 sau (z), — (x,), %0,

care exprimi faptul ci planul tangent la suprafatd in fiecare punct nu
este un plan axial.

Familia reperelor de ordin zero, acele pentru care virful A, coincide
cu un punct arbitrar al suprafefei, depinde de doi parametri principali
si de sase parametri secundari.

Considerind punctele 4, si A, in planul tangent suprafegei in 4, se
fixeazd doi parametri secundari §i obtinem familia reperelor de ordinul
intii, in raport cu care suprafata S satisface ecuafia locali

(7) @ =0.

Diferentiind exterior (7) i aplicind ecuatiile de structurd (3), in
virtutea lemei lui Cartan se obfin relatiile
(8)

355 1 2
{ of =a,w bzm s

) =} ! ¢, @f, cu m1=m5,w2=m§.

Coeficientii a,, b,, ¢, din (8) sint functii de toti parametri de care de-
pinde reperul, de ordinul diferential doi in acesti parametri. Repetind
aceleasi operatii asupra ecuatiilor (8), gadsim:

l da,_, 4 az(mg——2w} + wl) — 2b2m'f= —a; 0! — b w?,
(9) db, + b, (0 — «!) — ¢, w2 = — bl — ¥ o,
! de, + ¢, (&) — w?) = — b0 — 0,

Dacd notdm cu § simbolul diferengierii in raport cu parametrii secundari
$1 cu el = w! (3), relatiile (9) devin
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2% 5 = : — : ———————— -

Sa, = 2b, et — a, (¢} — 2eb + €2,
. 0o 1
(10) 8b, = ¢, — by (€= 4)
8¢, = — ¢, (&) — &)

Relatiile (10} ne conduc la ecuatiile invariante finite

(11) w,c, —b; =0 s =
si impreuna cu

' Sl = (¢ — @) o

(12) {s&=_ﬁw~@—@w,

la invariangii infinitezimali
Y 1y2
{a, ¢, — 1}5)_(&))
= byl + G, P2 Thy et G of
{13) 1 2 )

E F . bf 132 ¢y2,
Py = bz (u‘z £, — bg)z (ml); ™ €y (aﬂ Ly -) (w )

. . = <a speciald de

Relatiile (11) caracterizeazd suprafetele ;1eifﬁ?iuﬁcll?:lleli;1ﬁClz;ilnltg:;;cticc s
tangentele unet Ian
suprafefe pentru care U incid cu muchia .14 dg).
snriiind pe axa spatiului (coincid ¢ B
t'pm1l;&-‘i::éliuzind atl:)estte clase de suprafefe, putem B
cundar punind
zet),

(14 :

i tele
obtinem familia rep i lea pentru care puncte
i 1 i erelor de ordinul al doi _ { :
ii itlzli sirﬁt sﬁ:luatre pe tangentele unet refele conjugate arhitrare, prin
1 5L A !

Ag. Sistemul

un parametru se-

@15832+ﬂ2(€g—*28}+8§)=0,
1) { o, = 8¢, + ¢, (& —e) =0

tiilor D, =0 (moda,, a,) (i=12)

: HA 1a
este complet integrabil in baza re oot Distingem armatoarele

i i i a, = const ¢
si solufia sa generald este a,

i particulare : ) .
cazufa p__ 0, cind o tangentd asimptotica cqmc}(;le :&1 210 ;111, e
-0, i asi 4 coincide o As,

i imptotica co {
=0, cind o tangentd as i e
sim sifprafetele cu o familie de tangente asimptotice care se Spr)
e i i pri 3 planul sin
axa supaillzlu_: §0 cind suprafata se caracterizeaza pr‘m1 a'ceﬁa (:aél Ec e
tan 112t—in EA ramine fix la o deplasare oarecare a lul A,
ange 0

ata se reduce la un plan.
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(.lll‘ll 111 111 i i [ aietele I)en 'ty CAre .,
H Elt 1 (:anlderatle “ullla‘l < I['l‘ l

. /]':-’ =£ 0 3 a - 3 - ; . A : T =

¥ . l)U|elll fl‘(rl inca (101 ])d I a“letl i '>CCul'ldcll'i pun.l“(l : " o

(16) My == 1 [J

en.trl.l un ] ’
: daginellea re})er (1(.. or ka ; d lld C()]llllgata con
Sld(fldl( 2sie g e uatld (1] 1

w= 2e F = ()
< . . .
=1 refeaua asimptoticd de ecuatio diferentinla
(1 + (0% =
Cu aceste {ixdri, invariangii {13) devin
(w1}

13 2
(1) P =W, @a= - o= (@) ol

o
[O%

Relatiile . .
latiile caracteristice ale familiel reperelor e ordinul al doilea sint
o n

3

(.00 13

=), o = ! 3 2 N
R D e T (,,3 s

[} o
3 (U“ e (ﬂ: = 2(’)5 )

17 w = hoo' b e, o — ef ) g
(17) 1 L Fhoo?, of —ol=bo — o, 0ol 20—
—da ' — b oo? ]
Prin diferentierea exterioari : i 1
: erivarf a ultimelor trei relafii din (17} se obtine:

da, - ot
l @, a,(0f — o)) —~3t=4 o + b o,

ih y 2
(i8) | h. = b, (o3 — w3t - hb et = bl L e?
B -1 :
i Lol g :
l dB b (0 o) - ol = b e E e e,
die 4 1t -
g e = o) — b ol = el =0 Wt

Relatgiile (17) determind plaffienii of /=0, 1. 2, 3) prin formulele
[ I =
mr: 8- (u:i - -"!b_,‘) ! - (b.‘i - 563) W

L (3a.

(-J: -
8 3

: b;) ol -4+ (353 - Fﬂ) »* .

a i ,
w} ) (30, — a) o' 4 (3¢, -~ b)) e,

]
Considerind o variati i

: o variatic datoritd numai i
. ria L ai parametrilor se i s1 tini
scama de (19), gisim din (18) cendart 5t fing

(20) 8a,— 3 =0, 3b,=0. 3b, — 0 =0. 3¢, =0.

(21} 35;3— @y bs’

Se observid din (17) §i (

in formulele de miscare (1)
cipali ', ¥ si reperul astfel o
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Relatiile (20) determina invariangii finifi
c, st invariangii derivafi b, & ¢;, ¢4 — 3b, .

19) ci, punind by = 0, toate formele Pfaff ce intréd

sint determinate ca functii de pfaffienii prin-
btinut este tocmal reperul canonic al su-
prafetel.
in adevir, din
: C ) b = & ol At
db, + by (o o) ¥ byw' + ¢, 0%,

rezulti pentru b’3 =0, —ol= b, o' -+ c, ol

Daca notdm prin
‘ 2 _ 4 by —¢y Bc, — by _ . iy = 2h.

(22) 8 ' 8 8
‘ (h:?.y.,q:‘!.v,b;—'-——ﬁ. C;—'— <,
atunci familia reperelor de ordinul trei este caracterizatd de relatiile

g Bran ol (3R = 1 g 195
o) = 0, w?=o0!, of = wj = OF, 0= (3b = ¢) @', @] = o0 -”
o) = — aw' — (b + 2¢) o, o = 3q ol - b, 0 =] = aw!+cw?,

23) | 8da + 8a (0f — w}) — 8o} =D’ + 2.0,
d (3b + ¢} + (30 + ¢) {wl — o) = 2ue' - o0,

| @b+ 30) o+ (b 30) (0§ — o) =
tiilor caracteristice {23) este

mwl — 2 v

Sistemul exterior asociat rela
Dot = 2(b+¢) [@!, &*].
Dt =0,

— {da, w1] + [d¢, 0} — 2a (
3[db,w!] 4 [de, wt]+ {(3b - cff —o — l}e'e!l=10,

(dow!] + [dt w?] + 44 (b + ¢) — a<} [o! w!]=0,

(dr ') + [dp w!] + 18a[da o'l + 8(b +¢)[daw?] + 2at +

+ (b ) (30 + 2} Jo! 0*] =10,

¢) [db w?] -+ (30 + ¢) [de w®] +
L) (d—7)— 2th} [l w?] =0,
- 3¢)[dbw?l —3 (b + 3c) [de w®] +

b+ ¢) [ol, wt]=0.

(24) )
2(duw') — [do o] + 3(35

[drw!] — 2[dvo?t] — (b
l 1207 — (b -+ ) [t e?] = 0.

3
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Formulele de miscare (1) au forma urmitoare :
Ay ={—aw! — (b + 2) 0% 4, + w'd, + e'd,,

[ dAd; = ow! + zw¥ 4,

dA,

dA,

Bao' - ba?t 4, B+ cju' A, + wl A, ,

mdae' o d, | wtd,,

{25) l

WA, gl peD A;.

Teoremd fundamentald Cele doud forme diferenfiale w!, w?
impreund cu invariantii a, b, ¢, o, * legate prin condititle (24) determind
0 suprafagd prin intermedind sistemului complet integrabil (25) pind la o
transformare proiecitvi bicentrald. Sint excluse suprafetele desfisurabile 5
suprafefele pentru carc o tangentd asimplolicd se sprijind pe axa spagrulil.
IFatd de un reper de ordinul doi, din ceuatiile (17) si condigiile dc
fixitate (4) vbfinem pentru suprafata S dezvoltarea

l ] ¥ -» 0 . -2
(26) B (2F 4 ) ;f(aa A Byt y B0 gy ) - (4)

»

lar pentru curbele retelei €, (' =0) 51 C, (0 =0) dervoltarile

@7) (C)) } . (C.) i 1
) L Ve r agxt 4y, l <= TCJ."'" + v PR (4).

Cuadricele osculatoare cu contact de ordis
meazd o familie cu trei parametri dat
(28) L - B R TR (LAY N 1}

O cuadnica arbitrard a familiei (28) intersecteaza supratata dupa o curha
€ un punct triplu in A,. Tangentele in 4, la aceasti curbi au ecuatia ;
(29) (a5 - 32) ¥* = 3(by — u) ¥V 3 (0, — ) v 4 (g — dp) v o o = 1),
Directiile pentru care aceste tangente sint confundate,
Darboux, date de ecuatia

mi doi cu suprafata in A, for
a de conatin

sint  directiile lui
(30)  (3b, —a) Vv 3 3by) a2 v — 3 (30, d) v (e Bbg) v = (),
far directiile Scgre conjugate lor an ccuagia:

{(31) {ca — 3by) 2% —3(3b) — ay) 2 v — 3 (¢, — 3bg) 217 + (3by — ay) =0
Cuadricele osculatoare din familia (28)

o curbd ce are ca tangente in A, tocm
un fascicul numit fasciculul cuadricelo

care intersecteazi suprafafa dupa
a1 tangentele lui Darboux formeaza
r Iui Darboux si anumc
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(b 4 ag) xi - : (by -~ ca)yz 4 vzt =0

. 1
(32) ¥ Vil o 2

( ’ ; < dlLd (S lnl]_) 1Ce
ca g E d(. i g
.l alll‘lla 28 contine cu ldll ener lt 1 tlel t 111 ellt 18 tl)l,
lllfllllt vecine 316! unel falnll”. dt‘ 11111! asi [)tOth(:‘ lllate de-a lullgul cur b(:‘I
p dou ant 1, l){l“ L.l](ll] (1 eC 3 s¢ ove §
asim tOthe dl!l a a f 1119 5 1T t 5 (l v d,e t(' ca e‘:‘;t(‘

reprezentatd prin ecuafia
(33) At vt -2z =0

-i - 5 L) > : I « ; l 1C 1 COT1SIC erat.
i a sup ITQ el 111 tl.l 11
1 se 1me te Clladl‘lca 1‘.11 I;l(_ 13
l)l]l falnllla (28) pl.ltenl detclllll;}d (.ledllLele ()Sculatoare care t]e(.
t: ea aces |()| cuadrice ormenza o idll“lle cn (l(ﬂ. I)a]dnletl]
pl‘lll Aa. 4

(34) N - 2r o Zar 4 2pve =0
; i de o cuadrica a familiel {34} cste
Planul polar al punctului 4, fata de o cuadricd a {(34)
N A oy =1

i ilia (34) se rind  un
Dacd acest plan coincide cu A.,AtAs‘_du{ faliuh‘:}lz({l:.l)alselu(ile‘tﬂle Sl
i ] i jetatea ca planul p : A,y
1 de cuadrice cu proprie planal 2
Ef:'?::::zc::uadricﬁ a fasciculului este acelasi: ecuatia fasciculului este

" 2 w2 s Yxn =0
(35) o )

: ica din fasciculul {33) este punctul
i A, A, fatd de o cuadrica din : \
II)’OIE;\I 1})18.11(1;)1}1 ;/’i[:fuul sAlaal rteperului (P, o=, .este_polul planului 6‘10 A, 4,
f e ’d’ c,uadrica (33) care apartine fascicululul (_3:3) (peuntt?;)\;e ).]lalml
e 1?1 fasciculul (35) existd o singurd cuadricd fata dec I
A, A, A, are polul P, (1, 1, 0, 0}, anume

(36) x‘.! +3]2 _22 L xZ =0

ideri in fasci ce contine tangenta conjugatd A, 4,,
N gy dlrgsiﬁcz%ull;lglflesglju}z.té de guadrica (36) este punctt(lil_ 5:;
?lla%ullyT))z, ]%reapta P, P, taie cuadrica (331) in doud puncte din

Te unul es i i al reperului.

care g estet Cgaguzgﬁgzuzsg)n;zast:abile$tep0 corespondentd intre ({repteli

i ) rE"Jpc‘l:):'-unn unct si dreptele situate in planul 'tangemi in lacl::ii
trecmd- prms onde%ta are loc in raport cu orice cuadricid a fab‘(.:l(zl 12
B i Cor‘:u})me te polaritate fundamentald. Muchiile 4, 44 §1N . ina),
Sl A A $i 4, A, se corespund in aceastd polaritate. Num -
respgctwb: i n uﬁch‘iife ji Ay si A, 4,, normald proiectiva de specia in’
e Ful'lm’ro?:ectivﬁ de ospecia a doua a suprafefei considerate. Obse:vain
74 morm =l1 g roiectivi de specia intii in 4, este dreapta care une;,% e ro?
o nOI{n;a%; 1r)n.ﬂui tangent in A,, adicd taie axa spajiului; nor?n:i arp oy
fec tli}géudf :pecia a doua este dreapta de intersecfie a planului tange
;:CAH cu planul polar al punctului de contact.

24 - HMolematicd - fasc, 2
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Pentru reperul de ordinul  tret intriusec legat de suprafatd avem
urmitoarele interpretiri geometrice :

Virful 4, coincide cu punctul generic al suprafefei; virfurile 4, si
Ay sint armonic conjugate cu centrele spatfiutui Cy=A, 4 Ay 51 Co=A,— 4, .
Virful A, este polul unui plan axial prin 4, fatd de cuadrica (33) si
punctul unitate U este unul din punctele de intersectie ale dreptei PP,
(determinatd mai inainte) cu cuadrica (33).

Pentru invarianfii diferentiali (13') se dau interpretari geometrice
considerind proiecjia punctelor curbelor (C,) si (C,) pe planul tangent in
A, facuti din virful A, Un punct din vecinitatea laui A, in planal tan-

1
gent este A, dd, ={1 + ) d; + @' A, 4+ * A4, sl deci %=y (:)mo
2 ™
= —t'm" = w? | -+ Avem urmatoarele interpretdri: o, — w® este
0

coordonata punctului de intersectie a tangentei la curba (C;) cu a doua
(w1)?

—--este partea principald a bira-
[ih)

o wl }

=L

normali proiectiva a suprafetei ; ¢, =

portului determinat de muchiile A, A,, A, 4, $1 dreptele ce utlesc virful
A, cu punctele infinit vecine lui 4, pe curhele de proiectie din planul
tangent ; ¢ = 20! w? este partea principald a hiraportului determinat de
tangentele conjugate A,4,, d,4, i dreptele ce unesc 4, cu punctele
infinit vecine lui 4, pe curbele de proiectie din planul tangent ; invari-

2 . :
antul o, = (o) @? = 7 este determinat prin interpretirile precedente.
Ps p p

1
Considerind dezvoltirile (27) ale curbelor refelei, se determini coor-
donatele pliickeriene locale ale tangentelor 4, A4; si 4,4, intr-un punct
din vecindtatea lui A, Tangentele curbei (C,) aparfin complexului liniar
de ecuatie locald

(37) Tog — &g (Tog — 712} = 0,

care are un contact riglat de ordinul patru cu (C,) in 4, §i care se nu-
meste complex liniar osculator al curbei (C,).
Ecuatia locald a complexului liniar osculator al curbei (C,) este

(38) gy — €3 (Tog + Ty} = 0 (I<s)-

Fasciculul determinat de aceste doud complexe liniare are ecuafia

(39) Toe - ATty — (a3 + A Cy) Tigg + (@5 — 2 &3) e =0
si complexele sale speciale sint
(40) { CaTgp — 285 Cy Ty 4 Ay oy =0 (£,

€5 Togy + 285 €3 Ty — a3 75y = 0 (K,).

Intersectia suprafefei ¢u un plan axial prin A4, este curba axiald

=
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(41) 1 PRUTLE ({ sV - (4).

Fasciculul de conice din planul axial cu contact de ordinul trei cu curba
axiald in A, are ecuatia

=1,

{42) 2z — v¢ l {bs -

Ca) ¥z + h3¥ =0,
3

Intersectia fasciculului Darboux (32) cu acelasi plan axial este un
fascicul de conice, reprezentat prin ecuafiile

r=0,

{43) yt—2z +L) (by = €g) V2 - v2¥ = 0.

Considerim familiile liniare de conice din planul tangent care au
contact de ordinul doi cu curbele retelei in A, pentru curbele (C,} avem
familia de conice cu doi parametn

z2=0,
(44) { — by x* + 2n 2y - w2 +2y=0
care confin un fascicul de conice ce trec prin A,. anume:
z2=0,
{ — byx* L+ QAIxy—y2+2y—_-O.

Clasificarea proiectivi a conicelor din fasciculul (43) depinde de semnul

lui by, pentru cd I.A = —bs(2+ by). ) ) .
Pentru curbele (C,) avem familia de conice cu doi parametri

(43)

g = O 5
(46) | Ao ¥+ 2uy XY — % (3cs — by} ¥y — 2x =0
care congine un fascicul de comice ce trec prin 4,, de ecuafie

z=0,
(47) | — 2x% 4 2upxy — J (Bey — bg)vi+2x =0
: 8

si a cdror clasificare proiectivii depinde de semnul cantitdfii (3¢, — bs),

!
pentrt ¢d LA = ry (3¢ — D).



372 ELENA MACOVEICIUC 10

Pentru curbele refelei conjugate considerat i
et A g e, planele osculatoare in
V— gz =
(48) " b.i OJ
x=10,

Invariantii finifi (21} ne conduc la urmitoarcle clase de suprafete :

) Supravfe’;ele.l‘fentr‘u care 3ly —a, =0 se caracterizeazi prin  pro-

prietatea cad familia (C,) este formatd din curbe Darboux yi atunci fa-
milia (C,} este formata din curbe Segre '

Suprafetele cu ¢; — 30, =0 au familia curbelor (C,) formati din
curbe Darboux si atunci (C,} sint curbele Segre conjugate lor

R ’ ’ - ;
Dacad 3b; — a, == ¢; — 3b, = 0, tangentele lui Darboux s
‘ ‘ sint nedeter-
minate s1 suprafata S este o cnadrici.

Suprafefele pentru care b;+¢3=0 se caracterizeazd prin proprietitile:

— planul polar al punctului A4, fad de orice cuadricd a fasciculului
Darboux (32) aparfine stelel de plane de centru 4, ;

— fasc!cuu]ul de conice din planul axial, cu contact de ordinul trei
cu curba axiald, (42), coincide cu fasciculul de conice determinat de in-
tersectia fasciculului cuadricelor Darboux (32} cu acelagi plan axial
fasciculul (43). ‘ ’

Suprafetele pentru care 03+ a3 =10 se Dbucurd d i
; ity =14 e proprietatea ci
planul polar al punctului 4, fatd de orice cuadricid a fasci i
boux S(32) este un plan axia]l. ]
Suprafefele pentru care b3 + a3 = 0, + ¢, == ( sint caracteri i
e PR ) ¢ 3G 1 erizate prin
aeeet prinp Kim polar ai punctului 4; fatd de cuadrica (33) este un plan
Suprafetele pentru care b, = 0 se bucuri i ietidti
. ' 3 = curd de una din proprieti :
— fasciculul de conice (43) este format din conice degengrate'tﬂe-
T' planul osculator al curbei (C,) coincide cu planul 4,4, 4
Suprafetele pentru care =0 au urmitoarele proprietéﬁ: ’
' - con?plexul osculator (K,) se confundd cu complexul special (K}
51 are ecuatia locald: my, =0, adicd directoarea sa este 4, A;; l
— directoarele complexelor speciale (Kj) s5i (Kj) se inte,rsecteazé'
— planele polyare ale punctelor A,, 4, si respectiv 4,, 4; fatd de
complexul liniar (K,) coincid cu planele Ay 4, A; si respectiv 4,4, 4
Suprafet?le 1I)e11}tru care ¢; =0 le caracterizdm astfel : —
. — complexul liniar osculator (K,) se confundd cu complexul ial
(K) si are ecuafia: my; =0, adicd dirgctoarea sa este AQA‘{,;p o pese
- directoarele complexelor speciale (K}) §i (K;) se taie;
— planele polare ale punctelor 4, 4, si respectiv 4,, ;513 fatd de
fqomfliml liniar osculator (K,) sint planul A4, A, A, respectiv planul
1 <4g g
o S3;’:=1:1t1t1'u a;= ¢y =0 complexele liniare osculatoare ale curbelor (C,) si

pentru (C,),
pentru (C,).
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(49) Tipe =0 $i m =0,
jar complexele lor speciale sint nedeterminate. In acest caz punctele A,
si 4, au aceleasi plane polare in raport cu complexele liniare (K} si (Ks}).
Pentru b, = ¢; = 0 conicele fasciculului (47) sint degenerate.
Cazul de exceptic. Fatd de un reper de ordinul intii, a doua ecuatie
(11), adicd ¢, =0, caracterizeazi clasa de suprafeje pentru care o tan-
gentd asimptoticd coincide cu muchia A, 4., adicd se sprijind pe axa
spafiului. Cealaltd directie asimptotica se poate considera A, 4, §i atunci
se fixeaza un parametru secundar, luind 4, = 0. Atunci, din (10) gidsim

(50) 3by = b, (e} — )
si excluzind suprafefele desfisurabile sc fixeazi incd un parametru

punind b, = 1.
Reperul de ordinul doi astfel obfinut este caracterizat de relatiile

{ o} =0, o} =} 0 = o} =o!, o= a, w! + by w?,

(51)

N Y 1L 9h 2
o, mo_Zb:,w ,Zbaco.

Diferentiind exterior ultinicle doud relagii (31) si tinind seama de ecua-
tiile de structurd, dupi lema lui Cartan obtinem
day + a; (0 — 20! 4 ) — 0 =4, ol + 0, 0,
db.:,—l—b:',(mg m:)——w‘]'-%"bgmlfb,;ml—{'-bé »?,
l dby +- by () — wl) -+ by by ' = b, o' 4 ¢, 0.
Tinind seama de (2) si (51) la o variatie datoritd numai parametrilor

secundari (52) dau
(33) da, =0, 3b,

(52)

=0, by =0,

deci avem invariantii finifi

(54) ay, by.

Tot din (53} se observd cd putem fixa ultimul parametru secundar
punind b; =0 si atunci reperul de ordinul trei este tocmai reperul caio-
nic al suprafetei. Relatiile caracteristice sint

w3 =0, m?—-o)z, w%:m%:m‘, w2 =a, w!, w?:p.ml-l—ﬂrmz,

n 1 3
w0 L hae! 4 (—p + 50) |
(. 2 1 15 g « ‘x
55 )
(-, ) ‘] (‘){ = — ; {7\(_._)1 - (y_ + l);) w* , (0"3 == (‘);5‘ = -jj{).:ﬂ + (b:i —_ p_) w* ;
dig + a3 () — 20] -+ wf) = ro' 4 (1 - 1} @f,
Ay + b, (@) - 0f) = — se! 4 ao’
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Sistemul exterior asociat relatiilor (55) este
Dol = 20 [w' ¢, De?= - 2 [w! of
diry ] A {20, 0 — u (1 + 2000 e 0?) = 0,
du ol 4+ idr o]+ 2 (2 by — M) (! w?] == 0

PURE I LT U .
dne due’: +=37db w] 4+ 2(z ~ 420, 4 ) (e w?] =0,

(56) dby w? - (2an + « — 1b)) [0l w?] =0,
oy o7 (@ ) + [daet) - [drel) 4 2 {u (B, - ap— 1)
— bé (a3 + 1) - i wl w?] =0,
—A[db '] - Tdr '] ~ [dow?] - {6y (10 hv — 122, by + 37) —
—= 2y (p+1) + 22 (o . 30} [wlw?] = 0.
Teoremid fundamentald. Cele doud Sforme diferentiale inva-

1 ? ,

?:iie(ig)sfetseg;g?:’a; o0 ;uf)mj_‘a,t; e o familic de linii asimptotice cu tan
_ @ pe axd, pind la o transformare a gn ] ectt
. ‘ tpul

bicentral. Fatd de un reper de ordinul doi suprafata adnf,z"te ?:le;::olgzr:;:dw

(57 7= gy — - By - '
) XV . (@ X3 + 30, 2ty = 3b xy® 4- ¢ %) + (4)

1ar Liniile asimptotice (c,) st (c;) aw dezvoltdrile

o y:§ﬁ+%ﬂ+mx
= 2=%x3+i‘—:;-2a-’—bsx‘+ (5).
=Dl e,
(C,) -
s=gya L0 )

. )
. Cuadricele osculatoare cu contact d
sint reprezentate prin ecuatia

(59)

e ordinul doi cu suprafata in A,

L XY o AKT 3 uyz - vzt =),

Directiile Dar a1 di iile i
firle boux si directiile conjugate lor Segre sint
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(60} a, 2 + b3yt =0 51 a,x% — by*=0.
Fasciculul cuadricelor Darboux are ecuatia
(61) z— xy - byxz - byyz+vat =0.

Pentru &, =0 suprafata se caracterizeazi prin proprietatea cd fasciculul
lui Darboux (61) confine o singurd cuadricd care trece prin 4,, anume

(62) sy

Aceastd caudrici se numeste cuadrica lni Lie a suprafetei in punctul
considerat si se bucurd de proprietatea cd contine toate virfurile reperu-
lui: Ag, A,, A;, A; si muchiile : 4,4, Ay A, Ay A, 5i A A,

fn polaritatea fundamentald definitd in raportcu fascicutul Darboux
(61) muchiei 4, 4, ii corespunde muchia A4, ; aceste doud muchii coincid
in acelasi timp si cu directoarele lui Wilczynski ale suprafefei. Dacd
a; = 0, variatia coordonatelor plitckeriene ale tangentelor asimptotice
aratd ci la o deplasare a lui 4, pe suprafatd aceste drepte rimin fixe,
curbele (C,), (C,) sint atunci rectilinii si suprafata este o cuadrici. In
aceeasi ipotezd {4, = 0) tangentele familiei (C)) apartin complexului liniar
mye = 0, iar tangentele familiei (C;) complexului liniar =g, = 0.
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[IOBEPXHOCTH B BULIEHTPAJIbHOM TPEXMEPHOM NMPOCTPAHCTBE

Peaove

PacemMaTpuBaeTeH TeOplisad MOBCpXHOCTCH B TIPOCTOM TPEXMCPHOM TLDO-
crpaserne Huciiga A K0TOPOTO MPOURTHVHAA IPyflla COXPAHAMA B
TOYKH, ABJAACTCA PyHAAMCHTAIBHOA rpynnoi. Wenonsaya meron . Haprana
OMpeNCATCA MWHBAPHAHTH HOBCPXHOCTH 1L 30 KAaHOHYCCKHIL penep.

TIpuBORATCA, B AALHCHIICM, COOTRUTCTBYIOIUIE MeOMCTPHYUCCRIIC HHTCD
MpeTalNit M MAYYAKTCA HCKOTOPHIC 3JaMCHATC/bHBIC MOBCPXHOCTH XapakTe-
pUBYCMBe PASTMUHBIMH LPOCTHMI TCOMCTPHUCCRINMA CBOHCTBAMM.



