LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES VARIETES
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[ntroduction

Iétude de la géométrie des cones a €té initiée par Sophus Lie [12].
Elle a été continuée et développée par de nombreux géométres, parmi
lesquels mentionnons V. Wagner [21], qui a utilisé systématiquement
le calcul de Burali-Forti, le transport parallele et la déviation du parallé-
lisme de l.evi-Civita.

A l'aide de la méthode du repére mobile de Cartan, Gh. Gheor-
ghiev [3, 8] et Gh Gheorghiev et I. Popa [5, 7] ont obtenu
diverses généralisations ainsi que des résultats nouveaux pour le cas des
variétés a trois dimensions de cones quadratiques dans l'espace projectif,
affine et euclidien. En méme temps, Gh. Gheorghiev a étudié divers
aspects du probléme, du point de vuc de la hydrodynamique [4].

Ia géométrie différentielle des variétés de cones quadratiques n’a pas
été étudide systématiquement jusquiici. Ces variétés ont été considérées
en passant par Gh. Gheorghiev, mais setlement comme variétés a
trois dimensions de P,, A, et E;.

Le probléme dual, la géométric différentielle des variétés de sections
coniques a été abordée pour la premiére fois par A. Kawaguchi {11}
on utilisant 1a méthode tensorielle. Récemment L. G. Touganov [19]
et V. S. Malakhovski [13] ont examiné les congruences de coniques,
en emplovant la méthode du reperc mobile, soit sous la forme donnée
par Cartan, soit sous celle du répérage, de Chtcherbakov.

1/aspect algébrique du probléme des variétés de coniques et de
quadriques, et en particulier celui des variétés de cénes quadratiques a
été considéré par Spottiswoode, Reye [18], Montesano, de
Vries, L. Godeaux, R. Johnsoun [10] etc. Reyeet, aprés lui, Johnson
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représentent les quadriques comme des points dans l'espace projectif a
neuf dimensions, les dix coordonnées d’une quadrique en P, détérminant
un point de P,. Mentionnons encore que I'Académie Rovale de Belgique
a institué en 1908 un prix pour I'étude de ces variétés, ce qui constitue
une preuve de l'importance qu'on leur a accordée {10, 11].

Nous nous sommes proposé une étude systématique de la géométrie
différentielle des variétés de coOnes quadratiques de P,, A; et E,. En
développant une idée de Johnson, nous avons attaché a Fespace projectif a
trois dimensions P; un espace projectif 3 neuf dimensions que nous
avons noté par S,; nous avons étudié des variétés de cones qua-
dratiques & un ou deux paramétres de P,, 4 'aide des variétés ponctuelles
correspondantes de S, — courbes ou surfaces. Nous avons utilisé la
méthode du repére mobile de Cartan, appliquée a I'espace S,.

Dans cette Note nous nous occupons des variétés uniparamétriques
de P,. Nous établissons le repére canonique, nous donnons des intérpréta-
tions au repére et aux invariants, nous étudions diverses figures assocides a
la variété, ainsi que diverses variétés particuliéres, nous esquissons, par
notre méthode, dans des conditions plus avantageuses, les résultats obtenus
par A. Kawaguchi pour les variétés uniparamétriques de comiques.

§ 1. Généralités sur D'espace des quadriques de P, et l'espace attaché S

Dans I'étude que nous entreprenons il est nécessaire que nous nous
occupions premiérement de la construction de l'espace engendré par les
quadriques de l'espace projectif & trois dimensions P,, ainsi que de
V'espace attaché S,.

L’espace projectif a trois dimensions Py étant rapporté a un repére
{4, U} (x=0,1, 2,3), un point générique M (x%) de P, sera donné par
M ==x*4, et une quadrique sera représentée par 1'équation

(1.1) Q= B x*x? =0, By = g,

ou les coefficients 2, sont définis 4 un facteur arbitraire non nni prés.
Ces coefficients seront considérés comme les coordonnées de la quadrique.

Evidemment, la quadrique est déterminée d’une maniére unique par le
systéme des coefficients Qg » donnés & un facteur non nul prés et, réci-

proguement, une quadrique détérmine les coordonnées i un facteur prés,
par rapport au repére fixé.
En considérant les dix nombres 4,5 comme coordonnées homogénes

d'un point Q d'un espace projectif 4 neuf dimensions S, [ 10, 18], rapporté
a unrepéie (A%, E) *} («. f=0,1,2,3; AB =46 le point @ sera écrit

*] On voit aisément que cettc notation des sommets du repére fondamental de P,
et des coordonnées d’'un point est plus commode que la notation habitaelle A, #% {a=0,1,..,9).
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(1.2) Q=agd%*.

apparait ainsi la possibilité d'interpréterles variétés de quadﬁtques
de P:,I lcorll?)me des variéttlé)s ponctuelles de S, et de les étudier par l'inter-
médiaire de cette interprétation. Ainsi, par exemple, les points de S, se
groupent en huit classes, correspondant a la classification pro;ectwehdes
quadriques de P;. En particulier, les points qui c?rrespondent f}t}x ccgms
quadratiques de P, forment une hypersurface CS.C S,, dont I'équation
s'obtient en annulant le déterminant de la matrice des coefficients de
I’équation de la quadrique; on voit aussi gu’un faisceau de qu(zlld%ques de
P, a pour image une droite de S,, un réseau de quadriques de P, — un

plan de S,, une famillc de quadriques de P, a 1,2,... parametiesi a
pour correspondant en S, une courbe, une su:‘rfac_e,.. .; le contact e Pes
enveloppes de S, peuvent aveir des interprétations importantes en Ps.

Nous entreprendrons I'étude différentielle des variétés de gquadriques

de P, a l'aide de 1'étude différenticlle des variét’és pornctuelles correspongan‘;
tes de S,; en particulier aux variétés ul}lpz?'l'ametrlgues de P, corresp(}n En
les courbes de 5,. Nous attribuerops.a'l espace S, comme gro?pe otq a-
mental, le groupe projectif de P, réalis¢ comme groupe de trans Orm?:rml?;s-
sur les quadriques. Afin de trottver ses equations, considérons une tran
formation projective en P,

(1.8) ¥ = Py P

et son inverse

(1.3) Vo= pr A

(pg’pg, -—8;1) oft nous avons utilisé la convention relative aux indices
muets et 8;’, est le symbole de Kronecker,

Avec (1.3'), 'équation (1.1) devient

uaﬂgb;f, gb&, AN xe == 0
et, par suite, les nouveaux coefficients de 1’équation de la quadrique sont
(1.4) y, o = P3P0,

La telation entre le repére donné (A%, E)} et celui transformé
(AM# | E') résulte en représentant un point générique ¢ dans les deux
repéres

Q_ = a).’u.'Aww o f’;rﬁﬁ uaﬁA?'W - aaﬁAag
d’ol1 il résulte
{1.3) Asb = p2, 8, AVY,
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On obtient d’ici
(1.5 AN = prpur Ao,

I.es équations (1.4) et (1.5) sont les é i
C . 5 quations du grou
Etablissons encore les équations de mouvemeng pogi g: ?o}:;e

Soit, en P, une tr i PR
3 ansformation voisin PO .
donnée par e a la transformation identique,

dAu = (,JEAB'
En notant
'41’ =A¢ + dA“ »

nous avons
A, =34+ wdd
Il s’ensuit : : i v
pho= B8+ uf
et, done, jusqu'a des infiniment petits d’ordre supérieur:
P =2—ap,
vi que P pE a 38,
Tin appliguant (1.53’), on trouve
Al’ r = r
ANV = YT A AN — o} fan wh A8,
Si Yon pose
dAM = AV g
on obtient les équations de mouvement du repére en S,

(1.6) ddw — _(,,Z;Aau — w;{;Am i

Les équations de structure conservent la forme habituelle

. 3
(L.7) do;f;—lmg;, mg‘] avec Emg—O,
=i}t
arce e wh oy g 5
fepére ?thjemg.f :-,\ontt %esduomposantes du déplacement infinitésimal d’un
ctif & trois dimensions. D'aill i
: . i : ner S, eurs, on obtient le mé : 4
en ap}gh.c!uant a (1.6) la différentiation extérieure, e result
- 12:;503111‘? elcore qu)elques précisions relatives A la correspondance
¢ résulteL e;;r'l?;ltstdel Py et ceux‘de Sy. De ce qu'il a été dit plus haut
i e(:l} Se ar:1 ’f(‘: 101st un repére en Py, on lui attache implicitement’:
v, A€l par les quadriques dégéncrees en couples de plans

(1'8) x“xE':O_

= -
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Ce deux premiers repércs sont choisis arbitrairement et puis, en appliquant
le groupe projectif en Py ct le groupe {1.5') en S,, on obtient tous les
reperes de P, et tous les repeéres qui leurs sont associés en 5,. Il est
clair aussi qu'étant donné le repére en S, on détermine son associé en
Py, ses sommets étant les intersections des quadrigues dégénérées, données
par {1.8). 11 ¥ a donc une corespondance biunivoque entre les reperes de
P, et les repéres mobiles du groupe des quadriques en S, et cette corres-
pondance s'étend aisément aux autres éléments géométriques.

§2. Variétés uniparamétriques de cones quadratiques en Py Le repere
canonique. Le thioréme fondamental

Soit V une variété uniparamétrique de coues quadratiques en /’;
ot la courbe correspondante V dans I'espace attaché S,. Nous devons
fixer le repére canonique de la variété I et, implicitement, le repére
canonique de la courbe V. A cet effet nous appliquerons la méthode de
Cartan.

Nous considérons comme reperes d'odre zéro en Iy, associds a un
cone fixé de I, les repéres par rapport auxquels ce cone est

¢ = (x4 4 (x5 — (¥ =1

Parce que dans I équation du cone C nous avons - dy -ty ==~y l
et les autres a_, sont nuls, ce cone aura comme correspondant en S I
point C = a,, A% = AU 4 A — A% Les repéres d'ordre zéro en Sy sont
les correspondants des repéres d’ordre zéro en P, et ils sont associés au

point C de la courbe 7.

_ Nous nous occupons ensuite de la courbe V de S,. En représentant

par 8 un déplacement dans 1a famille des repéres d’ordre zéro, la condition

de fixité du point C est 8 (41 4+ A% — A¥) =p (A 4- 4% — A®). 5
Compte tenu des équations de mouvement (1.6) et notant wf(3)=r?,

cette relation devient — 2({m! A* -} =% A% — T AB) =p(AM 1 A% — A%y,
En identifiant les coefficients de A des deux membres et en tenant

compte que A*® = AP=, on obtient

1o 2 g3 — 2 13 ool g3 2= el = 18— 7w =
ml = u.o-—Tto—-TCl-’rT‘Cz-—ﬁl ml= My T = T T ™ — T 0.

Les pfaffiens principaux d'ordre zéro sont donc les suivants:
1 Z 3 2 1 [ BUEPRY | 32 2 ent 3 __ ¢yl
Wy, WF, Wy, O + w,, 0] W), 0f — wy, w; — 0, ;.
Parce que le groupe projectif de P, est d’ordre 15, il suit qu’il y a sept
pfaffiens secondaires d’ordre zéro.
Considérons maintenant o) comme pfaffien principal de la courbe

V, ce qui signifie que le plan Ay d, A, n'est pas tangent a4 la courbe Iy
décrite par le sommet du coéne local C. Exprimons les autres sept pfaf.

fiens principaux d'ordre z€ro a l'aide de w}:
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P 1 g == 1 2
W=aal,  W=Pel ol + o)=vol,
3 — o) =0l 3 2
(2.1) o] — o) =z}, w0} — ol = nal,
Z oyl — 1
wg — @ = hu, 0] — ol =gl

) On introduit ainsi sept coefficients, fonctions des paramétrs secondaires
d’ordre zéro dont dépendent les reperes d’ordre zéro.
Pour déterminer maintenant les repéres du premier ordre, nous

ce}a]culf)ns‘, par le procédé bien connu de Cartan — c'est-a-dire par dif- ’
férentiation extérieure (2.1) et en utilisant les équations de structure
(L7) et le lemme de Cartan — les variations des coefficients X,

v

a un déplacement 8 dans le groupe des repéres d'ordre zéro. En utilisant
les notations antérieures, on trouve

Sa + (I + az)n’; —afnd 4+ Brd =0,

36 + Bl + (1 — B 7 + ang = 0,

3y — Ay =l 4 (ay — 20 nf — (By — )= - am? +emd-nl=0,
(2.2) 8s —dem! - (4 — nnt — (Be + 2p)wd — prl -+ yrlnl=0,
By —v)m - 20 — w)wd — 3n) + and = 0.
8% — 4zl + (ah + )t — (B &)= - =0+ 7T — and=1{

Bu—dum) + (an + v) 7] — Be + 2072 + 70— 9l — Bl =0
1 Pour g=p=y=c= 0, les quatre premidres relations de (2.2)
. 2 __ -3 =0 0 y -
onnent: nl = T = Ry nae 0.Pour y=0et A= p, on obtient m=0.
Le cas d’exception % = u sera exclu de nos considérations ultérieares.
Néanmoins, nous ferons quelques considérations sur ce cas. Eerivons les

trois derniéres équations de (2.2) aprés avoir obtenn B= P el =10 = ()
-1 2 3 g
8 - dgnl + 2(n - p)R =0,
(2.2)) S —xl -  b =0, -4

8y dunl + z?——;qr;?:{).

En sommant les deux preiniéres relations et en retranchant ia derniére,
on obtient

S{n+a—u) =2(n+xr—p)2x — ).
Il suit que 1I’équation
it A =0
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est invariante aux automorphismes projectifs de la famille de 1:e}3é;cs du
premier ordre, et par suite, elle exprime une propriété de la variété.

Pour les variétés qui satisfont a cette condition, on ne peut pas
fixer le repére canonique. En cffet, s1 l'on donne a » et w les \:aleur_s 0
et 1 respectivement, on obtient v = 1. Pour ces valeurs, les équations
{2.27) donnent

g o el ol 8 —
—4r} —27rg_—0, = 4- ot o= (0, el 4 nf — m 0,

1
; . : ‘ 4
qui conduisent & wd= —=} et = = — S

Par conséquent, un parametre rsec?udairu_ reste indéterming. Il:suit
que la variété qui constitue le cuas d’exception adiet un groupe a un
paramétre de mouvements en sol-mene. .

Revenons au cas général. Pour A= 0, les equatious (2.2) c}0311e113:
=y =0 et, & causc de @ 3= &, nous prenons p = l.: on obtient :11(}’15 w = 0.
On voit ainsi que les valeurs données aux coetf1c1ent>_ RN} deter.nunent
tous les paramétres secondaires; i, of, o), o), w, o], m; dev1e1.ment
des pfaffiens principaux dun premier ordre, donc .proportlom:els_z‘) wl .

Ln introduisant dans (2.1) les valeurs établies des coefficients,

nous obtenonus

) — @ — ol = @ — @l =
(2.3) ol = ol = o + ol = of — w; = 0 — 0 2 —wl=0

3 __ 1 . 1
et ] W) = @.

Notons w] = do. ¢ sera un paramétre invariant pour la courbe Voula

variété V. En introduisant les invariants 3, xy,..., % pour exprimer les
divers pfaffiens «f en fonction de ds, on peut ecrire

_ = 1 s 3 oyl s s
w?=0, o= 0, wh =x, do, o} =o;=x, do,
3 B g I 3=tk 1) do
(2.4) W =l =xdo, }=o]=zxds o= 1) do,
0 0 —. 0 = 2 = — (3 - 1) do.
ol =%, do, ==, do, ol =wn.ds, ©f ( )

Le repére cononique de la courbe V de P, est ainsi déterminé. I
est un repére du premier ordre, z,%,...,%; €tant sept invariants finis
du deuxiéme ordre. i

Fn méme temps avec le repére canonique de la courbe V, nous
avons obtenu le repére canonique de la variété V de cones quadratiques
de l'espace P, . Nous pouvons écrire donc les formules de Frenet de
la variété V:



384 D. RIMER 8

dA
— = —(3x+ A, + 4,,
do
{A
‘d_l s= oy Ay + xAdy A+ wy Ade oAy,
fe]
(2.5)
d4; =us Ay — Ay + ndo -y dy
do
‘ZAa =gy +wody 4 ug Ao+ (x + 1) Ay,
o
dA
ke 2(3e + 1) A — 2y, AV - D |02 Dy A0S,
)
dAmn
5 - 400 3. (214: J 1) Aot 4 % o __ o A0 % A ___stl:! — g Am,
6
0z
d; oy A0 L ( Qi 1) AR e AT g A2y ARy 49
a
03
d;l = st A0 e AN G D A oy AV oy AW 8
£33
1
% =1 ZAON — Dy AN De, A2 Dy, AR
o
(2.6) , 4.0
; d:, s e 0%y N Qe 1 A1 4 A g AN
g
13 .
d: o A e, AN A (2 1) AV ) AB — gy AB
5
22
d:;i = — gy, AV — 2422 L, 428
do
aA® .
i wy AV — ) AV — ey AR e (2o 4 1) AP s, 4B
o
a3
d: e e Dy AV — Dy AT — 2 (s - 1) A
G

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme fondamental pour
la variété V:

Une famille uniparamétrique de cones quadratiques en P, est déter-
minée d'une maniére unique d une lransformation projective prés, si Low

©
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connait les sept cowrbures x, zj.... 4. convne fonctions continues du
parametre o.

U'n théoreme analogue peut é&tre énoncé pour la courbe V de S,

§ 3. Interprétations géométriques du repére et des invariants

A l'aide des formules de Frenet (2.3) et {2.6) nous examinerons la
véométrie différentielle de la variété 177 A cet effet nous utiliserons son

image en S,, la courbe V. Un premier ¢lément essentiel attaché a la
courbe V est sa tangente 7 en un point. Jille est déterminée par les points

C et dC—-
da .
Compte tenu des formules (2.6), on obtient
3.1) i 9.0 0F
da
oll nous avons noté
(3_2) ﬁ_ 43 g0

Ia tangente 4 1V est determinée, donc, par les points C et B

Aux points C et B de la tangente, correspondent en P, deux qua-
driques: le cone local de 17, C = (v |- (¥~ (x%)2 =0 et le cone
B (x%2—x1x0=0.

Le faisceau de quadrigues qui correspond en [, 4 la tangente de V,
avant € et B comme quadriques de base, sera nommé le faiscean tangemt
a la variété V an céne C et sern noté par 7. I1 constitue pour la variété
7, l'analogue de la tangente pour Ia courbe. On peut le considérer
comme la limite 4 laquelle tend le faisceau de quadriques déterminé
par les cones infiniment voisins C(s) et C (s+do), lorsque do tend vers
zéro. Comme dans la théoric des courbes, nous dirons que la variété V
et le faisceau T ont un ,,contact du premier ordre'* au céne C, c'est-
a-dire que C représente un céne commun, double, pour le faisceau T et
la variété V.

I.'équation locale du faiscean 7 est

(3.3) A2+ (97 — ()] 4 w((x92 — x1a0]) = 0.

Pour les valeurs des parameétres 7 et u qui annulent le discriminant
A =Dy —2)

de (3.3), on obtient les cénes du faisceau :

25 = Matematicd - fasc, 2
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pour p; =y, =0, le cone € = (#")? 4 (2?)2 — (5%)2 = 0, céne double,
(3.4) pour » =0, le cone B = (x%)2 — x110 =0,
pour p =23, le cone D = (x1)2 4 (22)2 — x1x0 = (.

Le come € a son sommet en A,, B en A, et D en A,

Le plan A,d,d4; d’équation x! =0, a comme droite de pdles, par
rapport au cone local C, la droite 4yd,. Le plan 13 =0 (déterminé par
la droite 4,4, et le sommet A,) coupe le cone £ suivant les droites

P=at=0ct ¥=1"=0,

c'est-d-dire suivant A4, ct A4, L’intersection des droites A.4, et
A4, est le sommet A4,. i

_ Nous avons ainsi une interprétation géométrique des sommets du
repere canonique de la variété V. Pour 'interprétation du point unitaire
U, nous utiliserons le birapport de quatre quadriques du faiscean. Ié-
terminons, done, dans le faisceau 7, la quadrique F, harmoniquement
conjuguée a4 C, par rapport au couple de quadriques B et D, c’est-A-dire

[B, D;H_C,F] = — 1. (De cette maniére, nous aurons en S,, sur la tan-
gente 7, le point F tel que [B,D; C,F] -~ —1). En remarquant qu
C=— B+ D, on obtient F= £ -+ D, donc 4 1)
{3.5) Fo=(x)? 4+ (%2 4 (282 —2x1x0=0.

qEn coupant, successivement, la quadrique F par les plans 2°= 0,
et x*=0, nous obtenons les coniques

X3 = (1)2 4 (x2)2 — 2220 = Q,

(3.6)
22 = (x1)? + (x%)2 — 23120 = 0.

Les cOnes ayant les sommets en Ay et 4, respectivement, et pour di-
rectrices les coniques (3.6) se coupent suivant une courbe. Celle-ci est
intersectée par le plan x'— x0=0, (le plan polaire du point A, par rap-
port 4 la quadrique I') en quatre points: U(1,1,1,1) et (I, —1,1 1)
(L1, = 1,0, (1, — 1, — 1, 1). B

Donnons maintenant une interprétation pour l'invariant différentiel
ds. Soit M un point de la courbe I' des sommets du céne C: M =A,+

+dA, + —;-dng + ... Compte tenu des formules (2.5), nous avons:
M= { 1— (3% -+ 1)do +% [ — 3+ (3u 4 1)2 43,]do? + ...}Ao +
1 o 1
-+ [do- + by {(—2u— )do* 4 ...14, + (?xldcz + ...JAZ + [—;'Kgddz ... )Aa .

Notons par ¢ le birapport de la quaterne de plans qui passent par
A,d; et, respectivement par les points A, 4,, U et M. Nous obtenons :

_..é_ﬁ_n’.L__’JM

L _,J_+
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dc[l *—;—(Zx—f—l)dfs—g-...]

@ =

1 —@Bx+1ldo +—  —3x + B+ 12 4 wy]de? + .-

1 |

d’otr il suit que do est la partie principale de g.

Pour d’autres interprétations, nous ferons d’abord la remarque qu’a
un réseau de quadriques de P, correspond, en Sy, un plan et récipro-
quement. En particulier, au plan osculateur 4 la courbe V' au point €
correspondra le 7ésean que nous appellerons osculateur 4 la variété V aun
cone C. I1 peut é&tre congu de la maniére suivante, Désignons par réseau
tangent a la variéte V' au cone C, chague réseau qui contient le faisceau
tangent. Il a, comme le faisccau tangent 7, deux cdnes d'intersection
confondus avec V. Considérons un réseau gui contient trois quadriques
de V,C,,C, et Cy, correspondant a trois valeurs ¢y, o, et a3 du para-
métre 6. Si C, tend vers €, alors le réseau tendra vers le résean tangent
en Cy, qui contient la quadrique C,. i C; tend aussi vers C, alors le réseau
nhtenu est le réseau osculateur a la variété ¥ au cone C,. 1l sera noté par K.

Cherclions maintenant 1'éguation du réseau osculateur R ou, ce qui
est la méme chose, déterminous le plan osculateur a la cox_lrbc V en C,

ac

Comme l'ou sait, ce plan est déterminé par les points C, o et Ao En
() G

faisant les calculs et considérant des combinaisons linéaires convenables
de ces points, on constate que le plan en question est déterminé par les

points C, B et G, ol

38) G =8 i A1 A1 L (g — D) A1 — (2 + 1) 40 —

g
= g A — 3 A% — D+ 1}AP 4 0, A% + A
On déduit que le réseau R de P’; a I'équation locale
A2+ (42) — (9)7] -+ [ (3% — 8201 4 v{s(01)2 + wspta
I (g — 20) 212° — (20 1 D)xta® - Dygga?x® —a?x® — 200 4+ 1){2%)? +-
7,0%%0 4 (x%)7] =0,
ou, symboliquement
(3.8 WCHuBvG =0,
Pour d’autres interprétations des invariants nous extrairons du réseaun
osculateur (3.8") trois faisceaux, en considérant comme quadriques de
base, deux 4 deux des trois quadriques C, B, G qui déterminent le réseau.

Ces faisceanx seront nommés faisceaux principaux et, plus précisement:
»C -+ uB == 0, J-er faisceau principal, ¢'est le faisceautangent 7', dont

nous nous sommes (1¢ja occupé,
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A+ vG =0, II-éme faisceau principal,

uB 4vG =0, III-éme faisceau principal.

Ces faisceaux ont des significations géométriques déterminées parce
que C, B et G ont de telles significations.

Considérons encore la tangente & la courbe décrite par F en S,.
Llle est déterminée par les points.

F = 4n + A2 433 2410
et

3—5 =2[A4% — 20 + 1)A% — 5, A% 4 3, 4% + (g — 3) AV F x5 A2 -
G

(3.9
+ (6 — 212) A3 — %A — 234 — (% + 1) 4%,
A la courbe décrite par F correspond, en P;, un faisceau de qua-

driques. A la tangente A cette courbe, correspond un faisceau tangent a
cette variété. En notant

(3.9) H

&5

son équation sera

()% 4 (2%)% + (222 — 2x1%0] + p[ (2Y)° — 20 + 1)20%) — 3,207 4
+ 2203 4 (g — %) (#1)2 s 212 - (g — 2ot5) 2123 — 3¢ (x7)2 —
— 23%%%% — (% + 1)(x%)2] =0.

Symboliquement il sera noté

(3.10) oF + pH =0

et nommé [V-éme faiscean principal.
Chacun de ces quatre faisceaux détermine sur chacune des arétes
A,4, du repére canonique une involution. L’équation de I'involution

s'obtient en considérant le systéme formé par I’équation du faisceau et
les équations de l'aréte A4, 4;. Les valeurs des paramétres qui annulent

le discriminant fournissent les deux quadriques tangentes a l'aréte A < 4da

et, implicitement, permettent de trouver les points unis de I'involution
qui sont les points de contact de l'aréte 4,4, a ces deux quadriques

tangentes. La valeur du birapport de quatre points, dont deux sont 4
et A, et les autres deux sont, soit lecouple des points unis de Pinvolution
soit I'un des points unis et le point unitaire Uaa sur 'aréte 4, AB, con-

duisent & une interprétation géométrique pour certains des invariants.
Les interprétatios ainsi trouvées sont comprises dans le tableau
suivant :

(3.10)

e g—
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Le fais- | 1, o . Interprétations pour les
eceau fé:: Points unis de l'involution pinvariants
principal
s
I Ay Ayt Ag. M2 +1,2,0,0) [y, Ay U Myl =+ 5
¥y
Ay A, | Ay Myixg, 0,2, 0 [y, Agi Ugg, 2] = 7
X2
Ay Ay | Az, Mylxy, 0.0, —2) [Ag, Ay Ugy- Myl = — 5
x, ‘ xa1? g (4. 4y My, Mg] = .
4 e
A, M 0,1,—_-{-‘/1-{- == - ) e
(3.11) Ay ‘( vy | ‘7.5] -
R *5 g
*®,
M,(o.l.—x—"—— VH-[-‘-] .0 )
5 s
UI JAgA,| Nyio(& V. 1,0,0) (4. A;; Uy, Nyl = Vg
Xy
A Ay Ay, Ny(x,, 0,0, —2) [Ay, A3; Ugy, Nyl = e
1
v Ay Ay| AgLy(%,,0,2,0) [4g, 4si Unar Lad =
. 1= 2
Ay Ay | Ay L3 06, 0,0, = 2) [dg, Ayi Upgs Lel = 5

(3,12)

En méme temps nous obtenons des interprétations géométriques
pour quelques-uns des points simples existant dans ces involutions.

Le fais-

ceau L'aré Points en involution Interprétations géométriques
principal s
II1 Ay Ay Ag, 5 04.0,1,0) [Aa. Ay Uper 511 =

Ag. S-_; (O, g T Ay ﬂ)

A'.z . Aa (0, 0%, — #s)

gy
4y, A Uy, Sl = — —
%y
»®
(A, Ay Ugy, S5k = - =
*y
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e o étnti i i
1 ILHL autre interprétation pour linvariant » résulte en cousidérant
L plan 1)013111: dﬁe Aa, par rapport a la quadrique H (3.9'): son inter-
section avec Taréte A,.1, donne un point Z{x+1, 1, 0, 0} et nous avons
ainsi )

(3.13) Ao, Ay, Uy, Z] =% + 1.

1 f)}1r fes Ariants %y ,..., 4g O obtient encore des interprétations

L“Ill utilisant la notion de déviation du parallélisme au sens de Myller
élargte pour l'espace projectif par Gh. Gheorghi : ba [31.
. 1 % |

Sargle bo ghiev et I. Popa [3].

k) '_‘l £ 2 —
o EAS: 1‘3;-101 dc!-—-—-)’.],
dA
G?2=|AD,A1 flz,-:ij =,
. o dd,

3.14) = o Ay = T
| dAy |
pf3=l‘42’/1|"43'—[—1f::~y4'

dA,
PglniAs'Az'Aw"_a =,
de |
y dA
pBI—lAE’As' ll:—d‘f = — ¥,

On établit aussi
(3.15) Poy = P03 = 05 = oy = 0,

c’est-d-dire, les arétes 4, 4, sont paralléles au sens de Myll

- ’ S er par ra t
aux arétes A; A,. D'une maniére analogue les arétes Algo sonli paralflpé(])és
par rapport & A, 4y, A, 4, par rapport & 4,4, , 434, par rapport 4 A, 4, .

§ 4. Frgures assocides. Classes particuliéres de variétés

. C‘I'l esd("i L;tile de considérer maintenant quelques figures géométriques
associces a la variét¢ ¥, On pourra établir ainsi d’ iété
4850 o (€ insi d'a T
intéressantes. ¢ i utres propriétés
i C?‘,’m?enfs‘ons par I'enveloppe de la famille de cones V. La courbe
caractéristique du come local C est donunée par son équation
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(+) (#1)* + (%) — (7> =0

et par U'équation obtenue en dérivant (+) par rapport 2 o:
x1.751+x2£:2—x35c3=0,

dx

ol nous avons noté = =
g

Pour x* nous utiliserons les relations
(++) 3."[3_ "xami"'PxB (7-’13ﬁ011:21 3)

obtenues de la condition d'immobilité dun point M :dM ==pM et en
tenant compte de M ==x*4_ et de dAd = mgAa. En faisant les calculs,

on obtient pour la courbe caractéristique du cone local, les équations
L) ()2 + (%) — (a2 =0, (%) — 120 =0.

On peut trouver une représentation paramétrique de la courbe
caractéristique en posant a0 =1 et vl =cos?p*). Nous obtiendrons #* =
— 4 cos @ et x2= - cos o sin ¢. On observe aisément (ue, vu le double
signe, la courbe caractéristique a quatre branches, donc l'enveloppe a
quatre nappes. Nous nous occuperons seulement de I'une d’elles, l'étude
des autres étant similaire. I'équation de cette branche de la courbe carac-
téristique ou, ce qui est la méme chose, ’équation d'une nappe de l'en-
veloppe est

(4.2) P:A0+C032@Al+i sin2pA4, 4 cosead,.

Examinons quelques aspects géométriques liés a I'enveloppe.
3=

STk
Elle se détermine en écrivant P ==pd,, ce qui conduit & cos ¢ = 0. Parce
que pour aucune valeur de o, le terne en Ag de (4.2) ne s’annule pas,
il suit que l'enveloppe ne passe pas par aucun autre sommet du tétraédre
de référence.

On trouve aussi que pour =0 et 9 ==, la courbe caractéristique
coupe le plan a;=A,4,4;. En effet, pour ces valeurs, le coefficient de
A, de (4.2) s’annule. Les points d’intersection avec le plan &, sont:

Py=A,+ A,+ 4,, le point unitaire du plan a, (pour ¢ = 0),

Py=Ay+ A, — A, (pour g =r).

La condition pour que I'enveloppe passe par 4, esto= % ou =

*} Nous prenons x"=1, parce que sur la cowrbe (4.1} il 'y a pas de points réels
avec a0 = 0,
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Lo plan tangent 4 'enveloppe en un de ses points Pest: | M, P, £, P =

N . £t o P apP
0. ot M est un point générigque du plan, . = et P =~ Fn
T Jo °  fa
notant [? =a®4_, nous obtenons
da~ o
[y i A et DPomat—=d. {r, v, 7 =01,2 3).
o il et a do 7} :

a* a les valeurs données par (4.2): 1, cos?q, — sin2s, coso; les valeurs

LN e

dav
de d@ sont ;
(4.3 0, — sin 20, cos 2, — sing,
En notant,
P
LYY
rra

s . 4+ 5 | s d‘lY |
I'équation du plan tangent devient |x*.d_,af Ag, —— A anprd,| =0,
ou

dav
{4.4) I ab gn Tz’;— 15}1 x% =0,
oi1 Sy = L, selon que la permutation (, B, 2, ¥) des indices (0,1,2,3)

est de classe paire ou impaire.
Nous avons établi plus haut que le point 4, appartient a I'enveloppe

et °

a3

-
3

et correspond aux valeurs - du paramétre 5. En introduisant dans

2

|3

. da . ™ In
(4.4} pour a? et o les valeurs qud correspondent i » = 7 et @ = — | nous
' ' 2

obtenons les équations de deux plans tangents i l'enveloppe, en Ay
¥ — %3 = (),
(4.5)

vl gt o= ()

Les deux plans tangents déterminent un faisccau daxe A,4,°
Pour ¢ =0 et =, on obtient avec (4.4) les équations des plans tan-
gents & lenveloppe en PP) ¢t P, respectivement:

.\'l-mxa-_—n,
vk a? =0

¢l déterminent donc un faisceaun d’aréte 4,4, .

|'~1.H)
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Rapportons-nous de notuveau & la courbe caractéristique (s=const.).

™ . s
La tangente 4 lla courbe en P = Ao( = E) est déterminée par les points

ommz  €lle a donc les équations

“10 et (P$)
4.7) Ale=y?— 2% =0.

. 3=
L’autre tangente en A,, en considérant ¢ = 1 est

(4.7") =324 2 =0.

D’une maniére analogue on trouve que les tangentes a cette courbe en
P, et P, ont les coordonnées pliickeriennes

(4.8) [P, (P, = (A, 4, +14,, 4,1 — (45, 45),

Gy e
et respectivement
(4.8) [Py (P )onn = [y Ag) + [ 4] + [Ag, 4]

2

Elles appartiennent, donc a I'étoile de droites de centre "Aie- 1
Pour aucuue valeur de g, cette courbe ne peut pas étre une droite.
Cela résulte en imposant la condition d’'immobilité pour la tangente

d{P!P@]=P[P’P¢]:

est-a-dire [P, P_,] =p[P, P_]. Mais P_ a pour coordonnées : 0, —sin 2¢,
cos 2p, —sing, tandis que les coordonnées de P, sont: 0, —2cos 20,

—2 sin 2¢, —cos¢, et l'on constate que les deux groupes de six coordon-
nées pliickeriennes ne sont pas proportionnels’. o )
Le plan osculateur 4 la courbe caractéristique est déterminé par

PP, P_,. Son équation est

ﬁl:ia’f d* a* 8
(49) saaﬂa E-d—cpz'xa = ),
On établit aisément yue les plans vsculateurs en P, et P, respectivement
ont les équations
(4.10) 2 at — 2% =0,
{4.10") x 257 =0,
C'est-a-dire qu'ils passent par A,, ce qu'on pouvait prévoir i cause du
fait que les tangentes A la courbe o =const, en P, et en P, passent
par le point 4,.
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Remarquons encore que l'aréte de rebroussement de l'enveloppe de
la famille de cones est donnée par les équations (4.1) et par

(4.11) % (a1 — (4 + 3) (2%)2 4 (29)2 + x5 %2 2° + (xg — 205) 2143 —
— 2, 2B — oy 2220 Lo %40 =0

obtenue de la deuxiéme équation (4.1) par dérivation et en tenant compte
de (++). On peut constater ainsi que l'aréte de rebroussement ne passe
pas par 4, et les conditions qu’elle contienne le point P, et P, respecti-
vement sont :

(4'12) x4‘+’xs=x2+4x+2,
(4.12') x""i'xs =x°+4x+2:
pour

Ky = g

elle contient les deux points P, et P,.

Les quadriques osculatrices aux surfaces réglées décrites par A, 4,
et A, 4, respectivement, lorsque A, décrit la courbe T, présentent aussi
un intérét géométrique. Soit M = A, + A4, un point courant de la géné-
ratrice de la premiére surface réglée (I, 4, 4,). Pour obtenir la quadrique
osculatrice 4 la surface (I, 4,A4,) au point M, partons de I'équation

oM, M)=a,x*x=0 (¢,=0123)

d'une quadrique quelconque et imposons les conditions de contact du
deuxiéme ordre. La condition de contact d’ordre zéro, ¢ (M, M) =0 con-
duit a: ¢ (4, Ag) =0, ¢(4y,4,) =0 et ¢ (4, 4,) =0 qui donnent: a,, =
=gy = dgp = U

La condition de contact du premier ordre: ¢ (M, dM) =0 conduit
a0 (dy, dAy)=0, ¢ (A, dd;)+ ¢ (dAy, A)=0et o (4,,dA,)=0 qui donnent:

Ay =0, @3 =—1, ay, =xy, Ay =1x,.
Enfin, la condition de contact du deuxiéme ordre: ¢ (M, d2 M) + ¢ {dM,
dM) = 0 conduit aux relations : o (4,, 4% A4,) + ¢ (d4,, d4d;) =0;2 ¢ (dA,,
dAy) + 0 Ay, B A,) + ¢ (dy, &2 Ag) = 0, et ¢(ddy, dAy) + ¢ Ay, @ dg) =0,

qui donnent :

;(3 2 2)‘:)(1 d )‘Cl J'f.l wy
@4y = 42 “13—E—' %, Agy = — Hy = % Gzl o e s

On obtient ainsi I"équation de la quadrique osculatrice a la surface
réglée (I, A,4,):
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#p (¥1)2 4 Zug 21 2% - (—il — 4x) x1 % 4 2y, 4% 2% —

3
(4.13) ®, d (xl) % v.1) . .
— =] - — — | (x%) — 243 %0 =0.
2(xz+ 2“?.3 do \ %y 2y +x3 (+°)
i i = de
i ction de cette quadrique avec le plan x°=0 est formée
deux Ld;r;}:f;z? == a8=0, cest-d-dire 4,4, et une autre droite (D),

d’équations
b g &+ 2ty 2t = 2% = 0.

itué ‘ = ‘aréte 4,4, au
ite (D), située dans le plan 2% =0, coupe l'aréte 4,4,
pointL?. (grOZx,, -E- ;22,0). Nous obtenons ainsi immédiatement une inter-

Y.
prétation du rapportf;:
. *a
(4.14) (A4, A Up, Ll = — ZK—’.
D'une maniére analogue nous trouvons I'équation de la quadrique
osculatrice & la surface réglée (I'y, 4o 4s)

Wy Zumy Ry e
wy (#1) + (”-1 42—+
“3

— 2
Y Ky | Mg
{4.15)
. 2 I 2% — 1) A x4 Qg P — Dy AP A Ix2ax0 =10,
Koy .
La section de cette quadrique avec le plan z% = 0 donne la droite
Ay A4 et une autre droite (1) d’équations

2 XV L g at =2 =0,
La droite (D') coupe V'aréte A4, 4, au point L'(0, 215, 0, — %), ce qui fournit

Ky

une interprétation du rapport i

- ’ g

(4.16) [A,, 43Uy, L) =— .

1
i i églé 1a droite
Considérons aussi la surface réglée (I, 4, 4,) engendrée par :

A4, Io:sque A, décrit la courbe Ty, S1 M=A,+4 24, est un point

courant de la génératrice 4,4, le plan tangent 4 (I'),A; 4,) en M est

déterminé par A,, A4, et dA, et la condition que cette surface réglée

soit développable est équivalente a la condition d’existence d'un point
M pour lequel

! dM =p A, + p2 42,

oit py,py sont des formes de Pfaff. En faisant les calculs, on obtient :

= — % _ Mot implicitement, la condition
Ky Ay
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Ay Ky
(4.17) ol
g ¥

Un autre type intéressant de variétés V sont celles dont la courbe
I'y décrite par A, est une droite, Cela signifie que 1a tangente A la courbe
Iy dans chacun de ses points est stationnaire, c'est-a-dire
En ayant égard aux formules (2.5), 1a condition est
(4.18) ¥y =%y =0,

Il nous semble intéressant aussi de chercher les variétés V pour
lesquelles, dans le réseau R (3.8),il y a des quadriques par rapport aux-
quels le tetraédre canonique de référence soit autopolaire. Cela revient a

annuler — dans I'équation (3.8) — les coefficients des termes en %, avec
t = 7. On obtient les conditions

{(4.19) Xy =Ky =g =it5 =g =0, v (x4 1) = — p.
11 suit que les variétés cherchées sont caractérisées par (4.19) et les
quadriques respectives de R forment le faisceau
(4.20) A[(#)° + (%) — ()] + v [ (37)° — (4% + 3) (492 4 (49)2] = 0.
Nous déterminons maintenant les cones de ce faisceay :

(21)% 4 {5%)2 — (%2 = 0, pour v=20,
(421 ~ %y (2%)% -+ (g — 4 — 3} (1%)% 4 (x%)2 = 0, pouri = — vy,

% (¥1)° — (dx + 3) (%)% + (9)2 =0, pour A =0,

(g — 4% — 3) (x1)2 — (4x 4 3) (x%)24-(2°)2 = 0, pouri== —v(4x—3)

Ils ont leurs sommets, respectivement en Ay, Ay, 4,4, A5 Nous avons obtenu

ainsi une interprétation des sommets du Tepére canonique pour ce type
particulier de variétés.

§ 5. Variétés uniparamétriques de conigques

La théorie construite aux paragraphes antérieurs s'applique, évidem-
ment, aussi & I'étude des variétés engendrées par des coniques — il s’agit
d'une simple traduction par dualité. Voila pourquoi nous considérons
utile de considérer ces variétés et d’esquisser, par notre méthode, les
résultats, obtenus par une autre voie, de A. Ka waguchi [11].

Nous pouvons considérer comme coordonnées de la conique les
coefficients de son équation tangentielle dans I'espace. A cet effet, rappor-
tons l'espace projectif planaire 2 trois dimensions P,, au repére {a®, u}
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i dualité ¢ U}; un plan générique
= 2 3) associé par dualité au repere {,, ) ! 1
(::: (_"'- )O’dlé Isa)sera domIl)é par m = £,a% et une conique sera représenteée
el .
par I'équation
5.1) g=B®E, i, =0 avec |B®[=0.

ié 3 ire ie repéere b=1b _,€}
Dans l'espace S associé 4 P, planaire, nous avons P B
. o .
(b, = b,,) et un point génerique de 57 est
-3

(5.2) g = B by .

: iective infinitésimale ponctuelle de Py,

ion projective infinitésima ¢ uelle ae i

A glil tran:f:srrré?lg pa}::'r ]dua]ité, la transformation infinitésimale
a4, = ol g1 COTTESP )

l E m— < z 101
p e tl‘d]‘.lbf rma b

P nt sa transposée et
— {w%) étant obtenue de la matrice {wf} en prena ansp

. . . 3
chanéeant les signes [15]. I1 suit que les équations de mouvement d

repére correspondant de Sg sont
B
(5.3) db,, = wfb, + o by -

i iété Vv niques a un para-
Si 'on considére maintenant une varicte gl ile C\?arflété aun (1:)61|ef-
métre, son repére Frenet sera le dual de ce]ult ¢ la
quadratiques, et les formules de Frenet seron

E;ao-=(3x-| ]]do Zgﬂ-l - Ay az—xsaay
i
E‘f_l._- —a® — xal + % a%— %, 4%,
do
Gy flﬂi,.—_ cxy @l — wa? —wuya’,
da
L — wgal —wuga® — (v + 1} at.
do

En S; jes formules de Frenet sont

oo _ _ (3 4 1) boy + 2b0r,

da

dbyy = g Bop — (2% + 1) byy + %y boz + %2 bos + 11,
do

tiboz

= 35 bgo — %y oy — (2% + 1) bog + %3 bos -+ bz,
do ?
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ab
d_ﬂ-:f = g bog + %z bgy -+ %5 o2 — Zxboy - by,
e

E::Ib_u = 2%y boy + 2byy + 2y byy + 2y by,
G
(5.5] 7
{ o 5 }
d_l' = 3500y + g gy — %y byy + 22 by 4 wq by, #1 bog + g by,
i3
)]
iiﬂ = ¥ bol o “y K'ua‘f‘ Ho bll + Ay 012 } (2/' + 1) bm T b23 + %2 1)33 g
[
.d.bp_g = 2%5 buQ - 27-1 bl2 = 2“'[)22 _:- 27‘" bz“ 5
da
db
d 2 = ¥4 bn2+7.:, bna + bi12 -7 !’1:1 Ty bJ" i (2)& + l) b23 —f-Ka bsa'
g
gbza = 2uy bog + 2uy bia + 2%, bog + 2 (e + 1) ba .
ag

A. Kawaguchi démontre que, pour la transformation projective
unimodulaire

a\':{?a’u’
ol

tous les déterminants du tyvpe

2 r |
la,, da,, d*a, da | (r=3)
sont invariants. Il calcule ensuite quelques expressions différentielles inva-
riantes, & l'aide desquelles il trouve deux invariants associés a la surface
développable engendrée par le plan de la conique,

Calculons, nous aussi, ces expressions invariantes. A cet effet remar-
quons qu’au cone local C=(x1)? 4 (x2)2—(x3)? == 0 de sommet 4, correspond,
par dualité, une conique locale située dans le plan a® Nous calculerons
les expressions invariantes pour le plan a® de la conique locale. Consi-
dérons, premiérement, l'expression ¢, donnée par la relation

0 240 3 A0
() = (g dojs = ¢ | a0, 252, D2 La
t'1"J — g ) » 3
| T de " de® ' do?
ot g==g¢{o) est une fonction d’un argument o. Parce que da® = — wla*
{x=20,1,2,3), nous avons

dGG, 32=1'

2

23 VARIETES UNIPARAMETRIQUES DE CONLS QUADRATIQUES 350

da® w?
ds de
wl

2 0 a
oft nous avons noté pf == — Pk

En général, nous poserons:
o)
F L p——
:06) Pv ds

ici 5 insi que
ceux-ci étant justement les coefficients des formules {5.4), ainsi g

Sy E:a =1bfa”.

(5.7) do »

i avol ché a ——
Nous pouvons supposer aussi avolr atta a

0

» gy e HU
le ,,vecteur” pU.

Ensuite nous avons

d? a? —p0 aa_{_p%iiff - (pg_ppgpg)ab.
do? “ do
En notant

(5.8) Vbe = b + PL0%

nous obtenons 3
a0 = Vpﬁaﬁ = g a®,

olt nous avoms noté

(3.8") ds = VPa .
D'une maniére analogue
% g9 .
;6% = (g, * 9595 a¥ = Vvq,2",
ol
(5.9) Ve, = ¢, + 3 P8
“a = =p_ a¥; vons ainsi:
Donc 707 = V4, ay = y'® p*{ a¥ =p, a’; nous a

g = (cla’ pla*, vp,ab, v p arie =
= (30 b, VI B, <10, 4%, ab, av| )6 = (p Vh, VPP, =7

et, & cause du fait que e*v est totalement antisymétrique, nous avous

)lfa
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g = (97 2, Uby V¥ b, ).
D'ici 1l résulte

(5.10) (s)? = (g do)® =¥ P2 wp,GP P do®.

3 70

— . d%a R ;
D’une maniére analogue, avec la notation——— = gWpzaé on obtient

(5.11) gy =¢cja, da®, d*a®,d%a®| = ¥ pt gp, v¥ P, do® = Ado®

oit nous avons noté par A une fonction yui contient les dérivées de a®
jusqu’au V-iéme ordre,

Kawaguchi considére une autre forme différentielle, dont I'expression,
avec nos notations, est

N 1
5.12 s —
(5.12) b W

On observe gu'elle peut étre mise sous la forme symbolique 5 = Bdo",
ot nous avons noté par B une fonction qui contient les dérivées jusqu’ar
V-igme ordre. Evidemment. nous avons tous les éléments pour le calct
effectif de ys.

En notant par »*(x =0, 1, 2, 3) les coordonnées d'un point couran
de 'aréte de rebroussement de la surface développable et par/(v=0,1,2,3
les coordonnées tangentielles du plan a® de la conique, Kawaguchi donne
= (! dl, 4,

s N 10 .
[\[’s"l"g(“r??s)z]' 3d Sa-

ds  do®
la forme différentielle by = d*v». "/ . Aprés divers caleuls, nous pouvons
obtenir pour g une expression

(5.13)

oit 'on a noté par C une fonction qui contient les dérivées de a" jusqu'a:
VI-iéme ordre.

Notons, avec Kawaguchi,

I'expression de v sous la forme v* ) Il considére ensuite

ald
=

g = C da®

L L4
- D .. 5 3 ' i .- o
(5.14) Yy =gtde’, X = —0det, B = gdot,
i v

Parce que tous les ¢, sont invariants aux transformations projec-
tives et parce que, par la fagon dont ils ont été obtenus, ils sont atta-
chés au plan a° donc a la surface développable déterminée par la
famille uniparamétrique de plans a%s), il suit que 0 et g sont des inva
riants qui dépendent de cette surface développable et qui peuvent étre
calculés effectivement, par l'intermédiare des formules (5.14). Introdu
sons, d’aprés Kawaguchi, un nouveau paramétre o*, tel que

Cotma—
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(5.13) oot

de la surface dévelop-

et désignons par 6%, la  louguew projective :
Pour la commodité de la

pable, calculée a partir d'une ornigine o

notation, on peut noter cc parumétre sculement par &, en renoncant a

I'astérisque. . . .
Maintenant, on peut déterminer, dans le plan a%g) le triangle de

référence considéré par Kawaguchi, dont les cotés sont les droites:
(T} Uintersection des plans a®(o) ot da®{s) — la tangente a l'aréte

de rebroussement de la surface développable o

i [{ ' 2 10

L at(o) L — (s) la nor-

9

(N} Vintersection des plans a*(s) ¢t (o) -
: 4 {aa-
male projective a l'aréte de rebroussement:

(C) V'intersection des plans @%s) ¢t
0 g da®(s)  d'a™(a)

} 4 2 e eyt

Par la maniére dont elies ont €té abtenues, on voit cluirem‘ent_ que
les cotés de ce repére sont invariantes aux transformations projectives,
c'est done un repére attaché intrinséquement a la surface développable.

Les autres cing invariants cousidérés par Kawaguchi somt, par
définition, les coefficients I qui interviennent dans V'équation tangen-
tielle de ln conique (située dans le plan ", rapportée au repere (1. N, C),
normeés par la condition

{35.16) det. fa8 =

Si le repere du plan @® est quelconque, alors ils  peuveunt étre
trouvés de la fagon suivante: _ ) ‘
Soit a, x7x* =0, I’équation de la conique dans le plan et M (1, m =
¢ - TR + - s n
- 1,2, 3) les coordonnées des droites (717}, {NV), (C), rapportées au repere
quelconque considéré ct normés convenablement. Si nous notons A = g,
ct si A% sont les complémcuts algébriques divisés par A des élémients
a,. de A, alors Véquation de la conique tapportéce au repeére (T, N, C) est
]
5.17) £y la) p0) ! 20 =
(5.17} A0z’ g =0,
d’oft il résulte
[5.18}

fab = 4NN (5, &, 4, b= 1, 2, 3)

et 1a relation
det Jebj = |

résulte de la normalisation convenablement choisie plus haut.

26 — Matematiea = fase, 2
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H est clair naintenant quw'en  peut procéder aussi en  ordre
inverse, en traduisaut. par dualité, les résultats de Kawaguchi pour la
variété 17 de cones quadratiques.

On remarque qu'en  outilisant pas une  construction directe  du
repere canonique of en emplovant un deuble systéme de coordonnées

hiomogenes: les coellicients «, (1, 1,2, 38) — coordonnées de la conique
dans le plan — et les coefficients ay (v = 1,2, 3. 4) — coordonndes tan-
gentielles du plan de la couique le repere trouvé par Kawaguchi est
d’ordre plus élevé le VI-iéme tundis que le repére trouvé par

nous, c¢n utilisant la méthode du repere mobile de Cartan, est du pre-
mier ordre. Les sept invariants trouvés par Kawaguchi sont d’ordre plus
clevé que les notres.
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VARIETATI UNIPARAMETRICE DE CONURD PATRATICE N SPATIUL
PROTECTIV TRIDIMENSIONAL

1 neat

Considerind cei zeee eocticienti din ecuatia unui con din spapiul
proicetiv tridimensional Py, drept coordenate ade unui  punct in spatiul
proiectiv cu noud dimensiuni So, varietdfi uniparainetrice 17 de conuri
pitratice din Py fi corespunde fn Sy o curba V. Studiut varietdtii ¥ din
P, este facut prin intermediul studinlui curbei ¥ din Po. Folosind metoda
reperului mobil a Iui Cartan, s¢ determind  reperul canonic al varietiitii
si se stabileste invariantul diferentisl $i cel sapte invarianti  finifi. Se
dau interpretiri geometrice reperului si invariangilor. Se studiaza apoi unele
figuri asociate varietdtii ¥, precum si diverse varietdfi particulare. In
ultimul paragraf se schiteazd, prin mctoda autorului, in condifii mai
avantajoase, rezultatcle obtinnte pe altd cale de A, Kawaguchi pentru
carietatile uniparametrice de conice.



