CONGRUENCES DE DROITES A GROUPES CONTINUS
DE DEFORMATIONS OU COLLINEATIONS PROJECTIVES
EN ELLES-MEMES
PAR
F. MARCUS

On a étudié jusque maintenant les déformations infinitésimales des
surfaces 1ais d’aprés ce que nous connaissons on n'a pas encore posé le
méme probléme pour les congruences de droites. C'est ce que nous nous pro-
posons de faire dans le présent travail

Nous dirons qu'unc congrucuce de drotles, @ nappes focales distinctes
et non-dégénérécs, admet une déformation projective en elle-méme (d.p.),
si la transformation infinitésimale qui porte en lui-méme I élément linéaire
de Fubini d'une des nappes focales porle en lui-méme Uélément linéairve de
Terracini de la congriuence.

D’aprés Fubini [1] une surface peut posséder tout au plus un
groupe continu G, de déformations projectives en elle-méme.

Une congruence de drottes peut donc admettre tout an plus un grouwpe
conliny 4 deux paramélres de déformations projectives en clle-méme.

Soit x{u, v) la premiére nappe focale d'une congruence I, que nous
supposons rapportée aux lignes asvmptotiques et suffisamment réguliére.
D'aprés A. Terracini [2], Uélément linéaire de la congruence est

dans ce cas
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étant e systéme de courbes enveloppées par les rayons de 1" sur x (. o),
3, v, O, 0,0 pyy, Pus los coefficients de la théorie des surfaces [3 .

9. Une transformation tnfinitésimale asvmptotique d'une surface en
clle-méme est représentée par le symbole

. ) '
(2.1) N o= 2% 20 L
i i
ou par les dquations
{(2.2) w—u | 2:hk{n), ©oov o+ 22l {v)

oft ¢ est un parameétre indépendant de #, v, dont on ncglige le carré.

$i 1a surface admet un eroupe G, de d.p. en clle-méme alors on peut.
par un changement convenable des parametres o, o, réduire dans notre
cas le svimbole X & la forme

(2.3) va. b o1

fhit T
Les trajectoires et les transformations du groupe deviennent alors
: i io== const,
(2.4 i
l 1 - v =u

les surfaces qui admettent o déformations projectives en elles-memes
sont nommées par Fubini-Cecl [3] surfaces d’espéce .l et B
(f — 1,2,...,06) et elles sont énumérées dans [3] pages 447 — 356.

Sila enrface admet nn eroupe 7, de oy e elie-meme, alors on peut
réduire le svmbole vV oa la forme

: J
[2:5) \ Ry Yo
' ﬁh’ (s

Fas surfaces (ui admettent un groupe G, de déformations projectives en
cHes-mémes sout données dans 3, p. 393 394

Supposons tout d'abord que ln nappe focale de la congruence admet
nu groupe G, de déformations projectives en elle-ménme. Les nappes focales
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de la congruence ¢tant distinctes, il résulte que v (x, v} peut appartenir
seulement aux surfaces d'espéce 5, (i =1,2,...,6). De (2.3) et (2.4
il tésulte k=1= 1, dir = du, dv = Jdv. La transformation iniinitésimale
(2.3) devant porter en lui-mdéme I ¢élément linéaire (1.1) de Ia congruence,
il résulte, en observant que AB #=0,

(2.6) W=1WWaaN=N
Donc

W, 4+ W.=0 N, N 0,
27) |

'-1,, Ldo=0 I b Ba=y

Par conséquent, 17, N, o1, & =ont connne B et v fouctions de largu-
ment # — v.

Si 'on chierche les conditions afin quo la congruence formée par les
courbes conjuguées aux trajectoirves do wfn, v) admette une déformation
prejective en elle-méme, on trouve
M= N, & Ny=0,

A, =0; B+ By =0,

1
ot W' et N’ s’obticnnent de H et N en changeant 73 en — B,
Dans ce travail nous nous vecupons seulement des congruences déterni-
nées par les tangentes aux trajectoires du gronpe of aux courbes conjuguées
aux trajectoires.

2.8) |
ko

Congrucices W

3. Une des plus intéressantes «¢formations projectives d’une surface
en elle-méme, est celle dans laquelle les points de la surface parcourent des
distances infinitésimales de longueurs projectives égales dans la métrique
définie par 1’élément linéaire projectif de Fubiui. lle a été nommée par
Bortolotti [4] translation projocdive (scorrimento proiettivo). IV apreés
cet auteur, la condition nécessaive ot sultisunte afin qu'uue déformation
projective soit une fransfafion projeciing oot que les frajectoires du groupe
correspondant soient des lignes pavecoddsiques.

Dans [3] et [6] nous avons ddmontre le théoréme suivant:

Pour qu'une diformation projective d'wme surfuce en elle-méne soil une
translation projective il e¢st nécessarre of suffisant que ses lrajecloives appar-
fiennent & une congricice 117,

Ce théoréme nous a perimis de déterminer toutes les surfaces qui admet-
tent des translations projectives Ces surfaces satisfont aux conditions

(3.1) Bo= vy, B+ =4 [8--vonst)

et elles se trouvent parmi les classes 3. P, et B, (6 auxquelles il faut
ajouter les surfaces B, #-22° avec o = i vt les sarfaces de coincidence
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31 4
T,"_'_ et B, -8 avee F =k,

&

Lyl avee F=k: b=0; u

b 6(1 —a)k*—2(1 — a) k que nous avons omis dans 5 et [6.

Supposons, pour simplicité, gque les coordonuédes v solent normalisées
d'aprés Wilezynski, Elles satisfont donce au svstéme complétement inté-
grable

{3.2) Vo == 3 TR e e e o ST

Par conséquent les expressions hien connues L et 1 deviennent '3
(3.3) L= — o 2pyyi M= — 1, — 2P

et de (1.2) on obtient

(3.9 N=4(p — pos) + v*= P24 (v"+ 2.

ont Yaccent indique la dérivation en rapport avee Vargument u -- 9, Mais
N est une fonction de # — ». Donc

(3.5) Proct Pre = Pose v Pan

Réciproquement, si la condition (3.5) est satisfaite, alors on dédumt que
N dépend sculement de Pargument # — v,

La condition (3.5) est identiquement satisfaite si p,, = p,, (0 — @),
Pas = pas (10 — v). Mais alors les expressions 1. et M sont aussi fonctions
de Pargument u v, et ¢a veut dire que lc groupe G, est un groupe de
collinéations |1,

Nous dirons dans ce cas que la congruence admet un groupe G, de colli-
néalions en elle-méne. Quoique le groupe G, de collinéations en elle-méme est
considéré dans [3] comme trivial, remarquons que les seules congriences qui
admettent «ot collinéations en clies-m émes sont celles dont une de leurs nappes
Jfocales est une des surfuces d'espece B, n. 127, 13°, 23° gwec b = 0, 22°
avec o = - 1,0 =0 of les surfaces dv coincidence (F =k #0) d'espece

’ 1
B, n6 avece b=0, a = — :jjij-hl‘
2

Excluons le groupe de collinéations. De (2.3), par intégration nous

aurons

3.6 My Pas = 2o (i —1),
et de (3.3)
(3.7 L — M=o(n—nu),

sans que Lol M soient des fonctions duw méme argumeni.

En tenant compte des expressions 8, v qui déterminent les surfaces
qui admettent des translations projectives 51 ¢t (6 ¢t les expressions
I et M correspondantes [37.il résulte que ces conditions sont remplics
setlentent par les surfaces despéce B, n. 8 (surfaces de coincidence) avee

]

4
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B=2k+0; vy=—Fk (k=const)

b2
L =u—— — 3k — 20k,
(2) :

M =v — 3K — bk,
12k — 4k — =0

et toutes les surfaces d’espéce B, #.9° déterminées par

B — - b r=—" b,
%" —v H—v
2 b I
(o) I,--n'——:i ¢ ==+ - SEE=IGE
2{(u—v? u—v 2
Al — v — & SO &L + —l— b2,
20 —opF nw—wv 2

Nous avons donc le résultat: .
Les senles congruences W qui admellent un groupe G, de déformations
projectives proprement dites en clles-némes sont déterminées par les trajec-
toires du groupe G, de translations projectives des surfaces (x) et (o).
Congruences non 11
4, Dans ce cas W ="+ v 2£0. De (1.2) nous avons
(4.1) No= oyt — B AR YY) A(Pu — Pl
En tenant compte de {2.7) il résulte, comme plus haut
(4.2) Do F bie = Poan — o = 0.

Fn excluant les collinéations, nous avous dans ce cas aussi

(4.3) L

sans que L oof M sowent des fonctions du méme argument. 11 nous reste &
vérifier »'il existe des surfaces ¢ (n, #) qui satisfont a ces conditions.

On trouve 3] que ces conditions sont satisfaites par les surfaces d’es-
pece B, n.8°, a -1, <’est-i-dire par les surfaces

B=2F 4 b == —F,

v — BI% 2B — % M—u_8F _bF

M=9lu—=2

(4.4) A

ot F est une fonction de x = n — » qui satisfait a I’équation
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.
(4.5) PF e s f1om —aF —b=0.

d x8 dx dx

Nous avons donc le résultat suivant:

Les seules congruences non W qui admettent un groupe G, de d.p. en elles-
mémes, sont délerminées par les tangentes aux trajeclotres du groupe G, de
d.p. des surfaces (4.4), (4.5) en elles-mémes, qui dépendent de 4 constantes ar-
bitraires.

5. Considérons maintenant la congruence déterminée par les tangentes
aux courbes conjuguées aux trajectoires du groupe de d.p. de la nappe
focale #(u, v) en clle-méme. Son élément linéaire s'obtient de (1.1} en posant

]-’l:l, B:——-l, IV':——T’—?J"
l A;fz.{z__ﬁ2+4(?11—1522)'

et 1'on voit tout de suite que si la congruence est W, alors les trajectoi-
res appartiennent aussi 4 une congruence W.

Nous avons donc le résultat:

Les congruences déterminées par les tangentes aux courbes u + v = const,
des surfaces (o) ¢t (o) admetlent, elles aussi, des d.p. propres en elles-
m émes.

Ce résultat était 4 prévoir, parce qu'on a montré dans [3] ou (6] que
les surfaces qui admettent des translations projectives sont de type Terra-
cini-Cartan et, par conséquent, [7] les tangentes aux courbes du* — dv* =0
déterminent deux congruences qui ont le méme élément linéaire de Terra-
cini.

Supposons maintenant W, 5= 0. Les conditions (2.7) sont vérifides
dans ce cas aussi. Par conséquent

(5.1)

(5-2) Ibuu + Pnn - f’ﬁ'.u -} Pazu ,
d'ol1
(5.3) L — M o(u — ).

Nous avons done le résultat suivant:

Les surfaces (4.4) avee (4.5) sont des nappes focales de denx congrucnces noil
W qui admettent wn groupe G, de d.p. propres en elles-mémes. Ces denx
congruences ne sont pas projectivement applicables entre elles.

Groupe 4 deux paranilves

6. Supposons que la nappe focale x(x, v) admet un groupe G, de d.p.
cn elle-méme. De (2.5} il résulte 4 = u, B = v. La transformation infinit(-
simale (2.5) porte #, », IV, N respectivement en

=1 {14 2a), v=u9(l 2}
W =W L+ 2 (uW, L 2/, N = N L 2: (uN, + v\

6.1}
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Comme 1’élément linéaire de la congruence doit étre porté en lui méme
par la transformation (2.5), il résulte

oW 4+ uW, ~ v, =0,
uN, + N, =0.

(i)

et Pon doit vérifier si 8 et y qui déterminent I'élément lincaire projectif des
surfaces qui admettent un G, de d.p. en clles mémes satisfait 4 la condition
(6.2,).

On vérifie tout de snite qui cctte condition ne peut pas étre vérifiée
par B = v = L. Donc les surfaces dr roincidence doivent étre exclucs de ces
considéralions.

11 reste donc i considerer les autres deux classes de surfaces qui admet-
tent un groupe G, de d.p. en elles-memes, c’est-a-dire, les surfaces avec

(6.2)

De (1.2) on a

(6.3) RS lu——‘ P OC—(oe=(:0n‘at)
v (0 — v) " — v
et -
(6.4) PRI V. (e;:-\/z,]s K <0.
it—v u—u | K|

De (1.2,) il résulte a = 1, En intégrant les conditions d’intégrabilité bien
connues on trouve dans le premier cas
3 .,
L= — ———— —+ an? 4 a;u - a,,
2(u—v)?

T

(6.5)
M= —

4 gu?
5 5 av: 4 a, v + da.
2 —v)

De (3.3) nous obtenons les valeurs correspondantes de P, et pg,. De (1.2)
il résulte

(6.6)

X 1n® 2
o= -

o (6 — v) D u(u— )

Par conséquent
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N=-——
(6.7) H—

8 (u2+v_‘3)+ 1 [v“—u°+v4u2—u“v?+2v5u—214:51; -
(1t — v)?

2aust — 2a, u* — 2a, 0% + 2a, 1% - 2a, 0.

v % 12 y?

En imposant maintenant a cette valeur de N de vérifier la condition (6.2;)
on trouve

(6.8} a=a, =a, =0

De (6.5) et (3.3) 1l résulle alors que pyy et py, sont des fonctions de Uargument
%t — .
De méme pour autre classe de surfaces (6.4) on trouve par inté-
gration
3 3
L= — _— 4+ au® + a, v + a,,
2 (1 - v)? : -
3 3
-+ oav* 4 av + a,.
2 (1 — v)? @t
De (3.3) et (6.9) on trouve les valeurs de py, et py, et de (1.2) on cal-
cale la valeur de N, qui doit vérifier (6.2).

Pour qu’il soit ainsi il faut avoir
(6.10) a=a =a,="~0.
Donc p,, et p,, serout des fonctions de Vargument #—wv. D'oit le résultat
suivant :

Les congruences délerminées par les trajectoires d'un groupe conbini
G, de d.p. d'une surface en elle-méme admettent seulement des collinéations
en elles-ménes.

Remarquons encore que ces congruences ne peuvent étre des congruen-
ces W [6].

7. Nous pouvons obtenir les résultats précédents en utilisant le résul-
tat suivant de Fubini [3]

Deux surfaces S et S’ sont les nappes focales de deux congruences appli-
cables si les asymptotiques de ces surfaces se correspondent et s'1l existe
une fonction p — p (u, v) telle que sur les deux surfaces les deux guantités

mm—(ﬂ;

1
(= Lo b B 2000 [ M — ¥

(6.9}
M= —

(7.1}

1=

_|_

1
1P

bo | =
.

aient des valeurs égales.
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Dans ce cas les deux congruences sont forindes par les tangentes

aux lignes du — gdi = 0 des deux surfaces.
On obtient un cas particulier important (3] si I'on suppose que les deux
surfaces S et S’ sout projectivement applicables. Clest e cas B = y. et

les deux congruences sont de tyvpe M.

De 1os résultats, il résulte que les choses changent un peu si 'on consi-
dere les congruences qui admettent des déformations projectives en elles-
meémes, Quoique leurs nappes focales sont projectivement applicables, clles
ne sout pas toutes, conume nous l'avons montré, des congruences 123

Soit donc S une surface qui admet un groupe continu de défor-
mation projective en elle-méme et ¢ui est nappe focale ’une congruence
déterminée par les tangentes aux lignes du sy =0 de S0 81 la con
gruence admet aussi une d. p. en clle-méine, alors 1a transformation iu-

. ; = . lu d
finitésimale (2.1) doit porter ¢ en . Par suite clle portera td:ent ! De (2.2)
v

dv

il résulte alors

(7.2) k=1

Si le groupe dépend d’un seul paramétre, alors on peut rendre
(7.3) h=1=1

Soit dut — odv = 0 1'équation des trajectoires du groupe. Alors 5 =1
et nous avonus

(7.4) L=L4e(l,+L};, M=M-+e (M, 4+ M.}
De la seconde condition de Fubini il résulte alors
(7.5) (L — M), = (M — L),

c'est-a-dire {L — M) = ¢ (1 — v) et U'on obtient ainsi les résultats des 3-e-
me et 4-éme paragraphes.

Supposons maintenant que le groupe de déformation projective est une
G,. On peut alors rendre

(76) h=1u; [ =9
De {7.1) en remarquant que » = = , il résulte
dv v
(7.7) WL, +uwl, —utM, —v3M,=0,

et en tenant compte des expressions de L et ) données dans le 6-éme
paragraphe, on obtient le résultat donné dans le méme paragraphe.
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CONGRUENTE DI DREPTE CU :RUP COATINUU DE DEFORMARI
SAL COLINTATII PROIECTIVE IN ELL INSELL

Iezumal

Se stabileste notiunea de congruentd de drepte care admite un grup
continuu de deformiri sau colinialii proiective si s¢ studiaza in particular
cazul congruentelor determinate de traiectoriile grupului san de conjuga-
tele lor. Se aratd cd o congruen{d peate admite cel mult un grup &, de
deformdri proiective ju ea insisi, determinindu-se toate aceste congruente.

PROBLEMA LUI SAINT-VENANT PLENTRU BARE NEOMOGENE
DE

A, RaD

Vo Introduccre. In teoria elasticitatii, problems lui Saint-Venant este
problema mixtd a ifntinderii, incovoleri, torsiunii si ncovolerll de citre
cupluri a barelor cilindrice, in ipoteza lui Clebsch. Fireste, se pot consi-
dera grupe care cuprind una, douil sau trei dintre problemele simple
enumerate mai sus.

In teoria liniard a elasticitatii, tensiunile carc apar in problema
generald a lui Saint-Venant pot fi objinute prin insumarea tensiunilor
gasite pentru fiecare dintre cele patru probleme simple. D¢ multe ori
este mai convenabil si se rezolve fiecare dintre problemele de mai sus
separat.

L. M. Milne-Thomson [1],[2] 5si L. Solomon [6], [7] rezolva
problema mixtd a Iui Saint-Venant in cazul unui mediu izotrop omogen,
atit pentru domenii simplu conexe, cit §i pentru donienii multiplu conexe,
utilizind metoda functiilor analitice de o variabild complexa.

Intr-o Notd anterioard [5], ne-am ocupat de problema torsiunii si
incovoierii unei bare cilindrice cu profil simplu conex, in ipoteza c&
materialul elastic izotrop din care este formati bara, are modulul lui
Young F variabil continuu intr-o sectiune transversali, jar coeficientul
lmi Poisscn v constant in toatd bara.

Oblectul acestei lucriri este studiul problemei generale a lui Saint-
Venant pentru o bard cilindrici cu baza un domenit multiplu conex €,
in cazul cind materialul elastic izotrop al barei posedi neomogenitate
coutinud transversald. Presupunem ci modulul lui Young E nu variazi in
lungul barei si ¢d pe bazd este de clasi C! (), iar coeficientul lui Pois-
son v este constant in toatd bara. Pentru rezolvarea problemei propuse
ne vom folosi de metoda functiilor analitice generalizate {in sens Vekua)
de o variabild complexi.

. 2. Punerca problemei. Considerim o bara cilindrica de lungime fi-
uitd /, fixatd la unul din capete — baza, care este in echilibru sub



