428 A. RADU %

3. Mycxeanwsnaw H, M.
— Mocksa 1962,
- Nowinski J. si Turski 8. — Studium nad stanams
i am : &,
T Anyriz.AAr;h. Mech. Stos, t. V, 3 (1953), p!. ;Qafieﬁ,;m o St seanoral
. R .- supra incovoierii si forsiumii barelor izotrope 'neon‘w ene. S i
i voie 5t e. Stud.
B 5ol Acad, R. S, Roman'm Filiala Iagi, Mat. An. XIII, f. lg(1962) “ $21‘.'1(;21“:2-?2t
5 omon I,. = T legdturd cu problema lut Saint-Venan:, 1. Com. f’i d R s
-y R(Enama}, tom. XTI (1961), ur. 7, p. 807—814 - R S
e omont L. — I'n legdturd cu probiema lui Saini-Venant : ini
- o 1‘\;1 (A561). mr 7 e o nant. II. Com. Acad, R. &. Romania,
- Leodoresen N. — La dérivéie aréolaire el les fonctions analy? g
v . ! u
migue des f{mdes compressibles. Atti della 2a RiulJ':iogneesdgfnéGﬂrtg:éfma;tdyga
Mathématiciens q expression latine, Firenze, 26— 30 settembre IQGII) ; 1 "
.. “l—g ottobre 1961, p. 226—257. =
8 kRya WM. H. — Cucmesor Ouiprepenyuaabusix ¥
Ypasnenuid nepsozo no
HECK020 muna u epanuumbie 300aul ¢ npuMenemuem xpmwpuu ﬂgﬁzgq:#dﬁmu
. . manmecken cGopuns, T. 31 (73), Ne 2 (1959), eTp. 217314 A=
ekya W H. — O6ofwennne annaumugeckue hyreyuy. Mockpa 195;9.

— Cunzyaspume unmezpasbunie ypasrenun. Hanauwe propoe

3ANAYA CEH-BEHAHA 15 HEOLHOPOIHEIX EPYCOB

Peaome

B”HaGTOHI.Llei'! samuTRe Maywacten sagada CeH-Bonana IVIS UMANH
?C;)):;]It‘{;,u;\o;o 6pyca,u o ‘c.rlyqae YUpyroit cpenmr c HCTIDCPBIBHLIM  MOZYJTeM
OTICPCHYHOI CCYCHHM H ¢ MOCTOSUHLIN KoapHuuHeHTOM [Tyaccona

Jror Bo’npoc MPUBOANT K OGODLICMHEIX 3agaye Pumana-T'unstepra '
Ynorpebansa  meron 0000HICIIBIX  AHAMHTHYe CKMX $yHrmmit po,u;loi'[

ROMIVICKCHON MU pLACHO, JOKasbiBACTE
e , CTCA CYHIECTROBAHNG M eNMHCTBE
PCIUCHUA COOTBCTCTBYIOWICH Bagaun. ST

SUR UNE THEORIE DI LA THERMOVISCOLLASTICITE

FAR
GH. CIOBANU et D. IE$AN

En [4], L. R. Herrmanu, partant des considérations e:n.er’géti~
ques faites en [3], développe une théorie générale de la viscoélasticité des
matériaux capables de déformations instantandes et qui ne sont pas capablgs
d’énergie de dissipation instantande. Les matériaux considérés ne pre-
sentent pas des effets de vieillissement. .

Nous nous proposons d’étendre cette théorie dans les conditions de
'existence d’un champ de température qui n’est pas uniforme, partant des
considérations thermodynamiques faites en [17, [2].

1. Equations de base ;s

Notons avec ¥, les coordonnées matérielles d’'un point dans un repere

cartésien orthogonal et avec v, ses coordonnées spatiales par rapport au
méme repére. Si nous notons avec & un systéme de coordonnées maté
rielles curvilignes, le mouvement est douné par

(1) Vo oy (04, 02, 00,%), (- <7 <),

Les fonctions (1) satisfont aux conditions de régularité demandées
habituellement et de plus

d\’,‘ (T)

2 —— >0
(2) T

Notons par r=r (6!, 62, 03) le vecteur de position du point de coordon-
nées x, et avec R = R (6!, 02, %) le vecteur de position du point de coordon-

nées ¥, au moment =, )
On introduit les vecteurs de base et les tenseurs métriques dans le

corps non-déformé et dans celui déformé par

or
:‘=ﬁ, gii = &g £=1&l,
{3 oR
G;:a—af-, G,‘j=Gng, G= [Gt'.‘fl'
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Le tenscur de déformation est donné par
(4) 25 = Gy — g
Les invariants du tenseur de déformation sont
I, =3+4+2vi=g¢"6G,,,
(5) ]’2 =3 + 4‘1’: + 2 (Y: T: oy T: “:':—.I '

I, = |3 + 27| =

EERN!

N S Y
ou ;= £ Ypi -
Plus convenables pour les calculs sont les invariants

Ji=1,—3 =23,
(6) J2=IQ"211+3=28?mT£YJm.

3 .
Ja=1,— L+ 1L =3_8?n’:u Yf Y5 s

I état de tension dans le corps déformé est déterminé a l'aide du tenseur
de tension symétrique <", rapporté i 'unité de surface du corps déformé.
Considérons la loi de la conservation de I'énergie sous la forme

DQ 1(Dvy U o Dv g Dv '
(7) b_d,lz(Dt] -1—;;}pd(o—SPD! dc-v.FDt dm—-—NQndo
2} 3 {1 5]

- -

oit v est le vecteur du déplacement, U — l'énergie interne sur l'unité du
volume du corps non-déformé, ; et p, — la densité du corps
déformé, respectivement non-déformé, P — la force de surface rapportée
4 'unité d'aire du corps déformé, F — la force massique, Q — le flux de
chaleur sur l'unité d'aire du corps déformé. Par Q on a noté un volume

el , e el - D ,
arbitraire du corps déformé, limité par la surface T et 0 représente la

dérivée par rapport au temps, en maintenant 6 constant.
Soit q le vecteur-flux sur 'unité d’aire du corps non-déformé. Ainsi

®) Q=0'G,

montre que [1]

(9) ¢ =VLQ, =0V,

Q=4¢'g:.
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oil par une ligne on a noté la dérivée covariante par rapport a la métrique
gi; et par deux lignes la dérivée covariante par rapport a l'a métrique Gyj.

De (7) on obtient, tenu compte des équations d'équilibre, des
formules de Cauchy ¢t de (9),

DU — DY:‘J
(10) i \/I:s i

Notant avec T la température absolue du milieu ct avec S l'entropie
sur l'unité de volume du corps non-déformé I'équation d'équilibre de
'entropie s'écrit

-'qll:-

\ n
(11) QNSdm==—§39d%+Xemw,
Dt ) T .
Qo pxi} Q0
ot O représente la vitesse de la croissance de l'entropie sur 'unité de volume
du corps non-déformé grace au processus irreversible de la p’ropagz’inqn de
la chaleur, (y étant un volume arbitraire du corps non-déformé limité
pat la surface Z, de normale me. On postule le fait que G =0
En transformant en (11) 'intégrale de surface en intégrale de volume
et compte tenu du fait que l'intégrande est supposé continu et Q, arbitraire,
on obtient

DS ¢l ¢ T
(12) =0Tt T
1’élimination de ¢*|; de (10) et (12) conduit a
Dy; DU, ..DS . ¢I”q=
(13) Vgﬂub;—1%4-fﬁz—f 0+ =" 0.
Introduisant la fonction de 1'énergie libre de Helmholtz
(14) A=U-TS,
la relation (13) devient
e -.D‘{," DA DT ( . q'Tl,]_
(15) VI, ¥ DtJ—W_SW_T G)—T—————Tz ’—0.

Dans ce qui suit, nous supposerons que I'énergie libre A au temps £ est
fonction de I'histoire de I’ état de déformation, fait qui se reflete par I'histoire
des déformations v;; () et de la température T (<), (—~ > <TK ),

(16 a=alya 1)

Compte tenu de (16), I'équation (i5) devient
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1 1(84 _ 94 \iDyy D«,—ﬁ)_
EVI.} i -E(aYg;_I_ aY‘J)l Di

dA\DT qr|
—|s+ZE12s —T1(0 0.
5+e7) 5 ~ 7o+ =)=

En supposant que 19, § et ¢ ne dépenilont pas explicitement de llr” DDT
I

¥

de (17) on obtient [1], [2]

_”__.1_( 2| " A
- 2‘-/[; 0.5 ”Tfi)‘

aA

S = — -,

(18) a7
LY qiTli_‘_ Ql|. -
(E)___T.;__.. = '/]:{.

2, La thiéurie lindaire

Nous expliciterons fa fonction 4 pour les matérinux dont les propriétés
ont été rappeldes au début. Pour linstant nous supposons que Vénergie
libre est fonction sculement des états de déformation AN moments discrits
Tt < wagy, L < N, 7y = 1) ainsi que

(19) A = Aly; (=) T(=) 5 v (=), S L I O s

Dans le cadre de la thdéorie linéaire nous supposerons que A est un
polynoéme du denxiéme <degré de =es arguments. Notons ensuite avec
T la varnation de la tempdrature par rapport a U'état non-déformé et en
la considérant du méme ordre de grandeur que -, nous avons

2(10 ] '-'ru ‘

N
(20) Aty = Aoy =2 BE (L. =

=l

(-u) '10'

N -
= 2 DEJ (f. T T,,,} e (_:u_:' T (:ln) s v 1-1 A ( B0 o) if ("—'r) Tkt (TM} +

a,m=1 ", .=l
\. . - \ "
2 Go (=i ) O B0 (=0
nm=1

Parce qu'un changement instantané de 1'état de déformation au temps
{ méne 4 un changement instantané de I'énergie libre, il fant avoir [4], {6],

BY (¢, =y = BY (¢, =) + ¥ BY (),
Colt,m) =C, {t, =) + 8N Cy (1),
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— DY, = ) - SN DY (6 s R BY DY (@, =) 4+ 3N 3N DY,
FEH Atz wm) == P 5 7m) + SEFPM (8 70)
(21) AN () 8 Bﬁ M),

Go (6 7w 7a) = G (L 2ae 7+ N Gu (=) + 85 Gy (L =)
NG W),

Dg (tv Ty Tm)

on BY, C,, DY, D¥, DY, F{* F¥* G, G, G, sont des fonctions continues
pour — w0 < ":,;, T 1 qu'md la dépendance des temps discrets est rempla-

cée par une dépendance continue. Avec cela, (20} devieut
At) = Ao+ BI@W v () + C O T O+ FE@ 4 0) v () +
N I
010+ 2B

+ G, () T - DY () v

kY

N N
r E(’l (t, ‘?,,) 1 (T") -':' 2 J\’-)‘lI ({. T Tm) iy (Tﬂ) r (t“:'

ne=1 n,me=1
22) N . N
) T i (t) 2] D? (ﬁr '-'m) I ( o) ( ) ?:‘ D (d i (T..,_I =

N .
+ 2 Fil:“ (f, S o i (7") Ykt (Tn) T

sty |

N .
Loy Y (P 7
pyme]

e FEY (b ] e ()

+ L Gy (8 % m) T T (= (l-)i Go {t, 2w) 4 G (¢, ~w) T {zm) .

nm=1 mel
Compte tenu de toute l'histoire de 1'état de déformation, nous avens :

A@) = Ao() + BIO) vy O+ Co) TO + DI 4 0 T +

\5 BY (¢, =) vis (2) dz +

+ F;‘jk! (&) vi; (&) v (&) + G4 (8 TH(E) =

{23) 5
S C, (¢, =) T(1)d= + S\ DY (t, 5, 0) v, (z) T(6) d= d9 -

ag - Molematicd - fose 2
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r t

v ) R 14 (¢ T(zyde+ T () \ DY (£, <} v, (=) do +

I

\ Fi¥ (6, %, 6) vij (x) v (6) d= d6 +

= vii () g H;'j“ (t, =) Yie (=) d= + S Gy (4, =,0) T (=) T (0)dr d6 +

H

+ T () S H, (t, %) T (=) d=,

—_—w

ol 1ous avons noté

HOM (1 ) = FiM (t, ) + FE9 (¢, o) |
H2 (t, T) =] 62 (l‘, T) "*' G:] (ta T) .

Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer A,{f) = 0.
Vu que I'énergic interne est positive ou nulle, il faut que

Bl = Bf_0.

Nous nous limiterons aux matériaux qui ne ,,vieillissent’’ pas: ils
continuent pendant leur déformation toujours la méme voie, $’ils passent
successivement par les mémes conditions, quelle que soit la position de
ces conditions au cours du temps. Pour tels matériaux on montre que

[4], C,, DI, F¥Y G, sont des constantes et

Cilh=)=0C (t — =), Hy {t, 7) = H, (t — 1),

DY (t, =) = D¥(t — =), DY (.=, 8) =DVt —=, ¢ — 0),
DY (6, =) = DY*(t — =), F¥ (1, =, 0) = Fi™(t — =1 — 9),
H™ (6, 0) = HM(t~1), Gt = 8) =Gyt — vt — §).

2

Avec cela (23) devient
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A =CTO A Dy 0 T O+ FMv () v ) +
-G, () \ Co{t—=) I (v) d=+ \\ DU (t—=,6—0) ¢ (2) T (0) d=d 0+
+ i (t) \ DYt~ 2) T (=) d= + T () \ T — ) v (5) dr +
(24) f B H
-+ \ FERC— 8 — 0)vi (7) var (8) ddO -

—_>
r
-

+ i {0) 5 HM (1 — 3} vy (2) d

1 !

. \\ Gyt — =, ( — 0) (=) T(0) d=d0 + T () \ Hylt — <) T(x) d =

N
— —»

Parce que 'énergie libre . est invariable 4 toute transformation de
coordounées et les coefficients du développement (20) ne dépendent pas
de vi; , on constate que ces cocfficients doivent étre des tenseurs. '

De (18} nous obtenons la liaison entre les tensions et les déformations
sous la forine

]
(25} TE () = CilM oy (t) + 20 T() + \ CH (8 — =) v ()ds +

.
— X

[ \ 20t — =) T {z) ds.

Pour établir la relation {23} nous avons tenu compte de tout ce qu'on
a établi en ce qui concerne la dérivation par rapport 4 v, (£) en 4
ct nous avons noté

(i ['-:‘_;kf K [;:;h_,' ) zr' ARE ])i} .
CH(E— ) = ™M@ o), al -2 = DI — ).

Les relations (23] représentent la liaison entre les tensions et les défor-
mations dans la théorie linéaire de la thermoviscoélasticité des corps aniso-
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tropes. De la maniére dont elles ont été introduites, on peut supposer gue

ol = g, Clikl == CHI] on Ciikl
(26) af (= 7) = o (=), Ot — =) = O oy =
= C{i“ (ﬁ - ‘:).

Les fonctions CY¥(t — 1) et of {¢ — =) sont des fonctions de relaxation
caractéristiques au matériel.

Dans I'absence des effets héréditaires, Ia loi (25) décrit la liaison entre
les tensions et les déformations pour un corps anisotrope dans la théorie
linéaire de la thermoélasticité. Done Ciik! représente les constantes élas-
tiques du matériel et a7 les constantes qui caractérisent les propriétés
thermiques. Dans le cas 7 = 0, nous obtenons les relations entre les tensions
et les déformations de la théorie lindaire de la viscoélasticité.

Dans la suite nous allons déduire les relations entre les tensions et les
déformations dans le cas isotrope. Supposons que I'énergie libre A4 est
fonction des déformations par l'intermédiaire des invariants de la défor-
mation. Nous précisons la forme de cette fonction en considérant d’abord
une répartition discréte de 1, (1, < Tt 1 << N, oy =1), ainsi que

A=4 (], (), Jo (5, %)y T (1)
Ji(w) =28 vl (z),

J2 (T ) = 2 8%, ¥E (5) Y2 (=2) -

ou

En procédant comme dans la déduction de I'expression (24), nous
obtenons, aprés les calculs, la forme suivante de la fonction A4 :

AG=aliOF +a/sl®) + & J, (OO T ) + a, T () + a, T2 ) +

+ 70 § byt~ 1) ], (5) de+S by (6 =) ]y () dv +
@ e \ b= T @+ 7 \ oot —) 1, ) ae +

+ g bt = T(x) de+ T () { b = ) 7() a5 +

- -
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3 i

. Sg Colt == 0= 8) ], () ], (8) d=d0 + \'Scz (¢ —1,6— 0)], (x.6) dedd 4

[
A 5
— -

i 3
~

+ “cs (t—=,t—0) J, (1)T(6) d= dO-}-g\ Cy(t—=, t — 8) T (z) T(6) dx do.

o
-t ]

En tenant compte du fait que

Oy,
8 v ()
28y 97 f% Al — 0,

o i (¢
9/, (t» 7}
9 vi; (8)

et du mode de dérivation des intégrales par rapport a v,; (/) on obtient

. i 9 ys (7)
ik \ L S R rf ! 5
=2 [g} Ye (T.I il 4 (')J 2 Slm (t) Y ] Yii (t) »

O =2" )+ 2077 () + &7 T ) +
T\ =9 a2 | =y (o) ds
(29) bl -
+ g S ay{t — =) T(z) d=,
oft
A= 8ay 4 day, M (- 7) =2 [2b (t — 1) + byt — 7)],
p=—2a, (=)= —2h(t—1),
x = 2a,, al(ﬁ-—'r)=2b3(t—'r).

Les constantes 2 et p sont les constantes de Lam_é, o caractérise les
propriétés thermiques du matériel et les noyaux des intégrales représen-
tent les fonctions de relaxation.

En absence de la température, on obtient la loi établie en [(41.

Les équations de la thermoviscoélasticité couplée sont établies en [5].
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ASUPRA UNEI TEORIT A TERMOVISCOLLASTICTTATIL
Rezumat

Se stabilesc relatiile intre tensiuni si deformiri pentru medii visco-
clastice in prezenta unui cfmp neuniform de temperaturd.

PRINCIPES VARIATIONNEILS DANS LA THEORIE
DE LA THERMOELASTICITE COUPLYET

PAR

D. IESAN

Les équations de la thermoélasticité couplée ont étéconsidérées pour
la premiére fois par Duhamel [4] en 1837. Un progrés dans 1'étude de
ce probléme a été fait en 1956 par M. A. Biot [2] et M. Lessen [13].
Dans la méme année, J. H, Weiner démontre un théoréme d’'unicité pour
le probléme de la thermoélasticité couplée, géneralisé ultérieurement par
V. Ionescu-Cazimir [107, [11

En [2], Biot a formulé un principe variationnel pour le probléme
dynamique de la thermoélasticite couplée qui implique les équations du
mouvement et I’équation de la propagation. . Herrman [7], en 1960,
étend les principes variationnels de l'élasticité isotherme au cas de la
thermoélasticité quasistatique,

En [1] sont établis les principes variationnels dans le cas des milieux
isotropes. Dans ce travail nous allons établir des principes variationnels
qui caractérisent complétement la solution du probléme dynamique de
la thermoélasticité couplée dans le cas des milieux non-homogénes et ani-
sotropes, en étendant ainsi a la thermoélasticité, les principes variationnels
établis par Gurtin [6], pour l'élastodvnamique. Nous utiliserons des
notations et des résultats de [6] et [9].

1. Notions préliminaires. Nous noterons avec E I'espace ecuclidien
tridimensionnel et par V une région fermée ct bornée contenue dans E,
dont la frontiére ¥ est formée d’'un nombre fini de surfaces réguliéres au
sens de Kellog [12], fermées et disjointes. Soit ¥V Tintérieur de V,
n la normale unitaire extéricure & X et ¥ (2=1,2,3,4) des partiesde X
telles que £ = X, %, =5, U, (Z,NZ=Z; NZ,=@). Par X on note
la fermeture de ¥ . On note avec x le point dont les coordonnées par rap-
port & un repére cariésien rectangulaire sont x;, et avec { le temps. On
notera avec vy ... les composantes dans un systéme cartésien d’'un tenseur
d'ordre N> 1;si N =2 on note par vy la partie symétrique de y;;.



