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. Se stabilesc relatiile intre tensiuni 5i deformiri pentru medii visco-
clastice in prezenfa unui cimp neuniform de temperaturi.

PRINCIPES VARIATIONNELS DANS LA THEORIE
DE LA THERMOELASTICITE COUPLYER

PAR

D, IESAN

Les équations de la thermoélasticité couplée ont étéconsidérées pour
la premiére fois par Duhamel [4] en 1837, Un progrés dans I'étude de
ce probléme a été fait en 1956 par M. A. Biot [2] et M. Lessen [13].
Dans la méme année, J. H. Weiner démontre un théoréme d’'unicité pour
le probleme de la thermoélasticité couplée, géneralisé ultérieurement par
V. Ionescu-Cazimir [10], 11

En [2], Biot a formulé un principe variationnel pour le probléme
dynamique de la thermoélasticite couplée qui implique les équations du
mouvement et 1"équation de la propagation. G. Herrman [7], en 1960,
étend les principes variationnels de I'élasticité isotherme au cas de la
thermoélasticité quasistatique.

En [1] sont établis les principes variationnels dans le cas des milieux
isotropes. Dans ce travail nous allons établir des principes variationnels
qui caractérisent complétement la solution du probléme dynamique de
la thermoélasticité couplée dans le cas des milieux non-homogénes et ani-
sotropes, en étendant ainsi & la thermoélasticité, les principes variationnels
établis par Gurtin [6], pour Pélastodynamique. Nous utiliserons des
notations et des résultats de {6] et [9].

. Notions préliminaires. Nous noterons avec E D'espace euclidien
tridimensionnel et par V une région fermée ct bornée contenue dans E,
dont la frontiére ¥ est formée d'un nombre fini de surfaces réguliéres au
sens de Kellog [12], fermées et disjointes. Soit V Vintérieur de V,
n la normale unitaire extéricure & X et X (2=1,2,3, 4) des partiesde X
telles que £ = X, %5, =5, %, E,NZ,=Z; NZ,=@). Par Ea on note
la fermeture de ¥,. On note avec x le point dont les coordonnées par rap-

port 4 un repére cardésien rectangulaire sont x;, et avec ¢ le temps. On
notera avec y;j..., les composantes dans un systéme cartésien d'un tenseur
d’ordre N> 1; si N =2 on note par vy, la partie symétrique de v,;.
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Dans I'étude dés équations de la thermoélasticité coupiée nous avons
a faire 4 des fonctions de la position et du temps dont le domaine de
definition 2 quatre dimensions est le produit cartésien d'un domaine
spatial et d'un intervalle de temps.

Par 17 X [0,20) nous allons comprendre la totalité des couples ordon-
ués (x,t} tels que xel/, £g[0, ).

Si fest une fonction de Ia position et du temps définie sur V' (0, o)
alors on note

gmtnfx,1)
GAR 8.1:} 31’k ofn

(1.1} S (%8 = (% eV X (0, w),
si ces dérivées partielles existent.

La fonction fest de classe CM-N si et seulement si f est une fonc-
tion définie sur ¥V X [(), o0) et les fonctions

('l,) = e , .__0’ . i
{1.2) ik (m=0,1,..M;nxn 1 N)

m indices
existent et sont continues sur VX [0, 00). lLes lonction f,i;‘,,_k s'appellent
les derivées spatiales de /f.

Un point (x,¢}€ X X [0, o0) sappelle régulier quand n est une fone-
tion continue de x. _

Une fonction f s’appelle partiellement réguliere sur X, X [0, 00) si
et seulement si f est continue par morceaux sur X, X [0, 00) et chaque
point régulier est un point de continuité pour f. $i fet f sont partiel-
lement réguliéres sur 2, X [0, oc) alors f = f sur X, X [0, 00) st et seule-
ment si f(x, t)=}'(x, t) en chaque point régulier (x, )€, X [0, oo).

Nous considérons un espace linéaire € et un sousgyspanel, linéaire &
de £. Soit Q une fonctionnelle définie sur & S$i y, T € £ et

(1.3) Ve

pour chaque 7 réel, on définit 'une maniére formelle
{ =
(1.4) 350y} = Qi+ W, L, -

La variation de Q est nulle et nous notons cela par
(1.3) Qv =0, veH,

si et seulement si 8~Q{y) existe et devient nulle pour chaque ; qui
vérifie (1.3).
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Soit &M une région de E et o, ¢ des fonctions de la position et d}:
temps définies sur M X [0, oc) et continues sur [0, oc) pour chaque :r‘ef{fm:
Par ¢ * ¢ on désigne le produit de convolution des fonctions ¢ et ¢ défini
sur dMx [0, oo)

(16}  [o=y](x1) =§€9(x, t—2) G (x, &) dr, (x, 1) €N % [0,90).

Nous énoncerons les lemmes établis par Gurtin [6], que nous
utiliserons dans la suite. . B
Lemme 1. Si ¢ est une fonction continue sur ¥ [0, oo) et

\'[9 « )(x, Hdx=0, t € [0, o),

v
pour chaque ¢¢ C ™= qui, avec les dérivées spatiales, s'annullent sur
% x [0, oo}, alors o =0 sur ¥ x [0, o0). ) -
Lemme 2. Si ¢ est une fonction partiellement réguliere sur 2, X [0,00)
et )
\fo = 41 (x, 95 =0, 1€ (0. o0)
Z.

pour tout g€ C=. = quis’annule sur £, X [0, 00), alors ¢ = Oiur X5 % [0,00}.
Lemme 3, Si p; sont des fonctions continues sur X, x {0, oo} et

\' fos = ()] (%, §)dx =0, ¢ €{0,00),

z.l
pour tout ¢;; €C** qui, avec les dérivées spatiales, s'annulent sur 2 %[0, oo)
et §;; = ¥y, alors .

;=0 sur E,x [0, oo}
Lemme 4. Si g sont des fonctions partiellement régulieres sur

22 X [0, 00) et ]

\loi * bi.] (%, 9z =0, te [0, o)

pour chaque ¢y € C*®* et si ¢y = §;, alors g =0 sur T x [U, 00);"

2. Enoncé du probléme de la thermoélasticité cowplée. Soit V une
région de l'espace occupée par un milieu élastique rlmn-homogene Ett
anisotrope, Nous noterons par u;: (%, 1), ¢; (x,8), =;(x,t) et F; (x,d)
respectivement, les composantes cartésiennes du vecteur déplacement, du
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tenseur déformation, du tenseur tension et de la force massique, et avec
si{x, ), S{x, t), T(x, 1), T,W (x, {) respectivement, les composantes du
vecteur déplacement du flux de l'entropie [2], [5], I'entropie mesurée par
unité de volume, la températurc mesurée 3 partir de la température T
de I'état initial, le débit des sources intérieures de chaleur par unité
de volume et unité de temps.

Tes relations entre déformations et déplacements sont
(2.1) c= gy, sur [0, oo}
et la relation entre § et s; est
2.2) SO = s, ;- W, sur Vx[0, oo).

Les €quations de mouvement sont
(2.3) %o+ Fo=pus®,
et la loi de propagation est
(2.4) $; - -ﬁi& =0, sur Vx[0, o0),

L]

i = T, sur V'x{0, oo)

olt p(x) est la densité du milien et k. (x) sont les composantes du ten-
seur de la conductibilité thermique. (k= k). 1

Les relations entre tensions et déformations sont

2.5 b — ;

{2.5) Yy = Cn 6y — By T, osur VX [0, oo},
respectivement

(2.6} Cii = Kijpt Ty — %y T. sur I’X[O, W)

Entre § et T nous avens la relation
2,7) S = BU 7] - %‘j; sSur VX{U, 00)
0

Les coefficients 8,;, 4 caractérisent les propriétés thermiques du -
miliew et ¢y, et x;, sont les coefficients élastiques. Nous avons

l Cijkt Yoplmn = Sx'm sjnv

Ciser = Cijht = Chiij»

i T

(2.8)

Kiskt == Ygrl = Yemtij »
Uij = — Ygny B » Bij = By, sur V. {

En notant avec a; les composantes du tenseur de la résistivité
thermique, nous avons:
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(29) k,f }‘jk s 8:-;:. :’\,-}- == }-.,';, sur |

Les couditions initiales sont )

(2.10} i, 0) = d, (). w0 (v, 0) =7 (x), xel,

= h(j o
@11)  7(x0)=6(x) ou S(x,0) = Se(¥) =Bydss + . vl

Nous considérons les conditions sur la surface

(2.12) n, =1, sur £, > [0, 99},
{2.13) S ﬂa sur ¥, % {0, oo},
(2.14) P,=x;n; = P sur Xy » [0, oo},
(2.15) =T sur £, < [0, o).

Nous supposerons (ue . . ) s
a) p(x)> 0 et ses dérivies du premicer ordre sont countinues sur 17,

B) Com (X), v (%), Rij{x), 2l L’),.ﬁl,-;- (x), & (x) 01{11: des dérivées du
premier ordre continues sur 17 et vérlfl.ent. (2.8) et (-’--?). nues <t 25:f8)

¢) d; (x) admet des dérivées du premier ordre, continues et w; (%),
fi {x) sont continues, sur 1" -

d) ';:, {x, £) et T sont continues sur ‘:'.l 210, o0} et X, < {0, o0),
respectivement, |

€) F’,- (v, £ et; sont partielloment réguliéres sur ¥, % [0,00) et X, x[0.),
respe%:ev;?(fl:?lgme est de trouver un ensemble de fonctions {u;, si. &;.

1 Sfini Vi i vérifient les équations (2.1)—(2.7),
S, T, f}_defu:ue.s_sur ¥V » [0, oo) qui vérifien I l o 1& )={2.7)
les conditions initiales {2.10}, (2.11) et les conaditions st 8
(2.12) — (2.15). . o
Un ensemble de fonctions & = {u;, s;, ¢, 5, 7 3 1..5.1ppelle un
état admissible, si les fonctions de @ sont définies sur 17 x [0, oo) et ont
les propriétés
HoEL1?, s €C10, ¢ €C00, el
(2.16) ;€ C1O, TeC1e,
£ij = 8},‘, i = T »ir Tf ™~ [0 OO)

I'addition des états admissibles et la multiplication d'un état par
un scalaire sont définies par

\r =] o o ? -
. N g = = 1
lf[+ 61=J,u, + Wy, 8 -I-'S,', B_:i+6,., b+5, T ST ! + i,

(2 ! I) 2d = {)\H, s )\5',‘ . }.3,‘, g }\S, )"'7,‘__.', }\'1‘} .
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et I'ensemble des états admissibles est un espace linéaire. Nous ap-
pellerons une solution du probleme mixte de la thermoélasticité couplée,
un état admissible qui vérifie les équations (2.1)~-(2.7), les conditions
initiales (2.10), {2.11) et les conditions sur la frontiére (2.12) — (2.15).
Nous appelons premier probléme fondamental de la thermoélasticité,
le probléme dans lequel . = X, =0 et second probléme fondamental
celui ot Z, =%, = 0.

. Dans ce qui suit nous nous occuperons particuliérement du probléme
mixte de la thermoélasticité couplée.

I’ensemble des fonctions {r,, s}, ayant la propriété qu’'il existe des
fonctions ¢;, S, +,;, T, telles que {u;, s,, i, S, 7. T} représentent une
solution du probléme posé, s’appelle un champ de déplacements qui cor-
respond 4 la solution d'un probléme de thermodlasticité couplée. Un
tenseur symétrique du second ordre 7, et une fonction T avec la pro-
priété qu’il existe les fonctions u, s, ¢, S, telles que {n, s, ¢.,5,,T}
représente une solution du probléme, s’appelle un champ de te'x’xsionsﬂqui
correspond 4 une solution d'un probléme de la thermoélasticité couplée.

3. Un autre énoncé du probléme. Nous caractériserons la solution du
probléme de la thermoélasticité couplée par des équations dont certaines
contiennent les conditions initiales. On note

(3.1) t=1, gty =¢, te[0, o0),
filz, ) =g« F)(x &) + o) [tv, (x) +d,(2) ],
rix, 8 =1~ Wiz t) + 5, (%), sur V{0, o0),

(3.2)

Théoréme 1. Les fonctions u,€C%2 5.€C10, S, Tl.,.ecw (1'.1.=‘r..
vérifient les équations (2.2) et (2.3) et les conditions initiales (2.10) si
et seulement si

(3.3) S=—lss,;+r sur V [0, o0),
(3.4) 9 gxt, . +f =pu, sur Vx[0, o).

Démonsiration. De (2.2}, (2.3),
compte tenu de (3.1) nous obtenons
i

(Lx (=500 + W)] (2, 8) = gs:l: (%, ) dt' = S (%, ) — S, (%),

)

grice aux conditions initiales et

[¢ = (5, +F)I (%, 8) =5 (x)s (=) w2z, £) dt' =

=p(®) u, (% ¢) —e(x) (v, (x) +4d,(x) ]
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En tenant compte de (3.2), nous obtenons (3.3) et (3.4). En procédant
inversement, nous obtenons de (3.3) et de (3.4) les équations (2.2), (2.3)
et les conditions initiales (2.10), (2.11), en utilisant les propriétés du

produit de convolution. ‘
Théoréme 2. Un état admissible 4 est une solution du probléme

niixte si et seulement s'il vérifie (2.1), (2.4), (2.5), (2.7), (3.3), (3.4) et
les conditions sur la frontitre (2.12) — (2.15). .

Ce théoréme est une conséquence immédiate du théoréme 1. A l'aide
de ce théoréme, la solution du probleéme mixte de la thermoélasticité
couplée est caractérisée par les équations qui contiennent les conditions
initiales. ‘

Théoréme 3. Les fonctions u € C*%, s,€C%0 constituent un champ
de déplacements qui correspond 4 la solution d'un probléme mixte de
thermoélasticité si, et seulement si

T,
1

(3.5) 8 = (et~ B,-,-I (== spp =B, 0 +)i+f=

mn m,n

= ptt,, sur V x [0, o0},

(3.6) s, + kl.j 71( —lxs,,— Bnton T r)]’,;o, sur VX[0, o°),

(3.7} ", = ;;'. sur &, x [0, o=).

(3.8) [c,0y 144, — B,.,-Z;f (—lvs,,—8,.u,, +7in =P, sur I, x [0, o),
(3.9} S, :E sur X, X [0, o),

E10)  Tefeias - u, r]:: T sar T, x [0, o).

Démonstration. Nous supposons que w# , 5. vérifient (3.5)—(3.10).
Nous définissons e, par (2.1) et S par (3.3). Vu (2.8). en définissant T
a l'aide de (2.7), on obtient

(3.11) Te==2[—lws, —p_ u +r) sur Vx[0, oo

Nous définissons = par les relations (2.3), ot T est donnée par
(3.11) et ¢ est défini par (2.1). Vu (2.8), les conditions sur la frontiere
(2.12) — (2.15) sont vérifies grice aux relations (3.7) — (3.10). De (3.6),
et de (3.11) il résulte (2.4).
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Vu (2.5), (2.8), (3.11), nous avons par suite de la relation (3.3)
&0 Ty fo=pu, sar Vo [0, 00).

I'n vertu du théoreume 2, 1'ensemble s, e S, o 1} représente
la solution du probléme mixte. Le théoréme réciproque se démontre faci-
lement. De (2.2), (2.3) et comipte tenu des conditions initiales (2.10),
(2.11) nous avons, grace au théorémc 1, les relations (3.3) et (3.4) on
nous avons utilisé les notations (3.1) et (3.2).

De (2.1}. (2.4), (2.7), (2.8) et (3.3) nous obtenons (3.6). Les relati-
ons (2.5}, (2.7), (2.8), (3.3), (3.4) donnent (3.3), {3.8) et (3.10).

Théoreme 4. Les fonctions 7;€C%%, =; = 1j;, TeC%' constituent
un champ de tensions qui correspond a la solution d'un probléme mixte
de la thermoélasticité =1, ct seulement si
" X [0, o0)

r. r + - U At = F 4
{3.13) A Thmml, 3 Tff-‘,:') = Ry Ty — % 4. osur

(3.14) L» (kT )i~ ol i Th — o L) = 0T = — T, sur ¥ x [0, 00),

(3.13) g n T, == [ sur ¥y [0, o0),
(3.16) - f"';?_f_’i' =g, sur I, % 0,00},
f
(3.17) i njmi-;.-, sur X, X [0, 90},
(3.18) =17, sur ;[0 00},
ol
(3.19) g =et(xlgt), Sz ty=p""(2)f (x0).

Démonstration. Nous supposons que 7; et 17 vérifient (3.13) — (3.18)
avec (3.19). Nous définissons ¢; par (2.6) et u, par (3.4). Alors (3.13),
(3.15) et (3.19) impliquent (2.1) et (2.12). Compte tenu de (2.8) et
a 'aide de la relation {2.6) nous obtenons (2.5). Nous définissons s; par
(2.4) et 5 par (2.7}, ¢, étant définis par (2.6), ont voit que par suite des
relations (3.14) et (3.16) on vérifie les relations (3.3) et (2.13). Les conditi-
ons du théoréme 2 étant verifiées, Uensemble juy, sy, ¢4, S, <4, T} repré-
sente la solution du probléwe mixte de la thermoélasticité couplée. Pour
démontrer le théoréme réciproque, on prouve facilement que (2.1), (2.4),
(2.3), (2.7), (2.8), (3.3), (3.4) et les conditious sur Ja surface (2.12) — (2.15)
impliquent les relations {3.13) — {3.18), avee la notation (3.19).
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4. Principes variationnels.

Théoreme 3. Soit & 1'ensemble des états admissiblgs_ ct & ==
— {1, S, €5, S, i, T)ed Si, pour chaque é¢ [0, 00), nous définissons la
fonctionnelle @, sur N par

o, {a} 2;?\%'&1 (%) [g * e5 = o] (%, 2} dx +

T
=L * — - S___ 1€ ’,t d =
- 28&(@ [g = (S — Bunn) * (S = Buew)] ()
To( ’
“"‘;"S“") Lot = ] (3. ), dx+;§a,-f(x)[gt beosie sz t)dx—

e« = » cal (x,9e {1+ S = I3 3+

(4.1)

1%
o R A O R O L
v -
- S[g « T « v} (x, t)dar+S§[g » Py owl(xf)dx
v £,
— S[g * | o* T*;f](x,t)dx—,l-g [g * (P;— P} » u;) (v, )dx —
L, %,
— S[g * [« (T — ;) * (a8 d
z,
alors
{4.2) 8§D, (4 =0, sur MM, &[0, o0)

si, et seulement si & est une solution du probléme mixte.

o Q9 L] » a -3 -3 .
Démonstration. Nous considérons & = {n;, s, €5, 5, 7y, T € 8L, Il résulte

que A--2.8 € MM pour tout scalaire ). Par suite de (1.4), (£.5), des relations
{2.8), des propriétés du produit de convolution et des états admissibles
et du théoréme de la divergence, on obtient de {4.1)
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’ T,
Sé (Da Q) = \ {8 « [cc'm e — T 3 (5 - Smn mn) ‘ij] .

“oy) (x.:‘-)dx-{—g{g tl

v

T, .
o(b ™ anemn) _Tl * 5

I | {x, &) dx —

- \[(g i+ fo e v i) (%, 8) dx+
d
. \{g*z-[roz,-,. s +T * s (x ) dx -+
(43) i

+ \Lg* ey — cu* 241 (x, )dx —

- \[g * (S i xsi;—rpeT)(x, tdx-—\ u-—u » ﬁg](x,t)d:c—l—

R
v .

-y

+ \]{g sl (sin—g)  T](x, a)dx+\ (g * (P, — B)v u)(x tyds —

Z, "5,

. S[g.z. (T —T) * nis) (%, 1) dz. t€[0,90).

I

Si @ est la solution du probléeme mixte. en vertu du théoréme 2, la
relation (4.3) nous conduit a

(4.4) 34 Pi@ =0, t€[0,00) pour chaque d ¢ &F.

ce qui prouve (4.2).
Démontrons que si &€ et si la relations (4.4) est vérifice, alors &
est la solution du probléme mixte. Nous supposons que & = (%,,0,..., 0},

ainsi que n; et ses dérviées spatiales s'annulent sur ¥ 3 [0,090). De
(4.3), (4.4) nous obtenons h

(4.5) ﬂ[g e Tyt fi— i)+ ) (2. 0)dx = 0, L€ [0, 00),

v
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et par suite (4.3) est vrale pour chague e CH2 De (4.3) et du lemme

. a L . L El B
1 nous obtenons (3.4). Soit & =y, O ot iy sTannule sur Xy -
0,90). De (43) compte tenn de (3.4) et du lemme 2, nous obtenons

(46} & o ([’ 2 }’GJ — {) =sur }-:2 U. [= =)
Compte tenu de (3.1) et des propriétés du produit de convelution,

.. o 3 N
la relation (4.6) est ¢quivalente a (2.14). 51 d=1{0, 5, 0, 0}, olt ¥
et ses dérivées spatiales s'annulent sur X 0 [0,00), nous obtenons, 4

Paide de (4.3}, la relation

(4.7) \ g le (Tony s+ T« 81 )dx =0,  Le[0,00)
W
pour chaque $,€Ch . Vule lemme 1, les propriétés du produit de convo-
lution et la relation (3.1}, nous obtenons de (4.7). la relation
(4.8) Lgrgs, -+ T ,=0, sur Vo 10,00).

Compte tenu de (2.9), la relation [4.8) est équivalente a (2.4). Si

o & o _— s B

nous supposons - -:U,sl_,(),...,t}'., oit 5, et ses dérivées spatiales s’an-
nulent sur X, 5« 0,0¢) cn tenant compte de (4.8) et du lemme 3, nous
obtenons, de la méme maniére, la condition sur la frountiére (2.15). Nous

o L} ] A e .
supposons que & =—0,...,0,5,00; oft > avee ses dérivées spatiales
¢annulent sur X 3 [0,00). De (4.3) nous obtenons

(4'9) \‘{g = [:j:‘o (S o :B.lulie'u’l: ""[l‘] E ‘;‘Il (.\,l:- d\' — U, [E [_0,00),
. ]

pour chaque g’e(""-'. De  (3.1), (49) ¢t compte tenu du lemme L,

) = . e P - R
nous obtenons (2.7). Si d=(0,¢ ,0,...,0} ol ¢, ct ses dérivées spatiales
s'annulent sur X [0,0¢}, en tenant compte de (2.8), (4.3) et des propriétés
des dtats admissibles, nous obtenons

. £
(410) g+ lc""’" .

—IT 5!] (5 . !ﬂmﬁ ‘.mﬂ: - Tl'"J - U ' e l‘/ :-\ [U,co)

En tenant compte de (3.1}, des proprmtes du produit de convolution et
de la relation (2.7) déja trouvée, de (4.10) nous obtenons (2.5). Soit

a L] a
d=30,...,0,7,,0;, ot 7 ctses dérivées spatiales s"annulent sur X3 [0,00).

4y = Matemotica — fasc, 2
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De (4.3),(3.1),des iétés r1étrie de -
(4.3),(3.1),des propriétés de symétrie de T, et €, du lem mel, nous obtenous

(2.1). 8i d=10....,0,% 0}, ot 1 es dérivé i
- )E,,X o o;) - ;.j,l,U,_, on T et ses dérivées spatiales s’annulent
2 , , alors 4 Taide de (4.3), (2.1), (3.1) ¢t du lemme 3. nous

[¢] CI110115 (2. I—-‘ ] i\ ous (.,01151(1(_1“11-! CI— P 0 1 u ¢ S¢ (1(‘.'1 VEES
bt . U

i LA P } U Qt S 1 CS
bpatlale*’ 5 allllu]ellt sur >< UJ ) E C (1'3) et (lu ]ell‘.lll]e 1 neous Obtel’lonh

(4.11) g (SHirs, —n=

relation qui implique (3.3). Soit a 7 f
relat . 8). 3 =1{0,...,0, 7}, ot T et ses dérivé
zga%gaﬁs s'‘annulent sur ‘L;, b [0,0¢). Par suite de {3.3), du lenm?en;e:i
o .(2,_1101125_ obtcflons (2.13). Nous avons montré que & vérifie (2.1)
.15,) Eo), (2.7), (3.3), (34) et les conditions sur la frontiére (2 12)--——'
{219) n vertu (}u théoréme 2, & est la solution du probleme mi tte d
a thermoélasticité couplée. ke
- r’gli‘lt?oc:lz C(I; F) 6(.38;))& t@lala Eota]ité dess états admissibles qui satisfont
o s {e.l), (33) et A=, s,,¢.,S, <, TYed. Si nous défini
sons la fonctionnelle ¥, sur 8. pour chajque /éJ'O o) par |

0, sur V x [0,00),

(412 ¥ (@ _\ [g*=, e (x dx + \ (g S« T](x t)dx —
v 1

-

|
—_— A x - ..._1
D \Lg Paw Tu ¥ Ty (% Hdx L e g{g * a7, +

s
v

4 -
- (aijﬁlj—?o)T] * T} (x, ¢ d,x—b-—é—Sp[u‘. ) (x, f)dx +

M

il ’

: 21 |g*1*)\l.]s_,*sl.](x,t)d.r—\[fr_*u‘.](_t,t)dx—
V .
v

- \ g~ P » (”i"“‘:‘s)] (%, 1) a’.x—;—\. [g i+ (sn — q-rs * T)(x, t)dx —

¥
~1
i |

— \;’g * P o ] (%, t)dx—;—\ P f* sul(x, f)dx,

alors
(4.13) W, {a} =0 sur &, (¢ {0, o0},

si et seulement si & est la solution du probléme mixte.
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Démonstration. Soit ¢ — :.;;-r, Sp G S, T IFYoun ¢tat admissible et

supposons que

A+ 7n.ded pour chayue scalaire 7

(4. 14)
La coudition {4.14) impligue que A vérifie (2.1) et

§ o —1xs sur V<090

3.3) des propriétés du produit de convo-

Pe (4.12), (1.4}, (2.1),
( ) ( ) ( ( nee, o Obtient

lution ¢t du théoréme de fa diverge

\: £ ( ST T iy I) ) :":':'-'(A” f) i

— Yo U gl -
(4.13) P Tt

h \[{,’ - IIN",' _Tr,) * 1%,~'('\;. fdx \‘-g S (51 H's 3 -(;) " ’ihl ¥, f) d it

Ty« s omi{v fldy,

pour e [0, 20},
Si A est la solution du probleme mixte alors, grace au théoreme 2,

la relation (4.15) implique

(4.16) - ) Sgl‘}"t (=0, le 0,00,

Ainsi nous obtenons la relation (4.13).

et par conséquent Ia relation

a celui
(2.4).

pour chaque & qui verific (4.14).
Nous supposons gue A€l et vérifie (4.13)
(4.15). Vu les lemmes 1, 2,3 — en utilisant un procédé analoguc
du théoreme antérieur — nous obtenons les relations {2.6), {(3.4),

(2.12) — (2.15) et
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4.17 = —u,7, — &
(4.17) S %%y —aub T+ ?0, sur ¥V {0,00) .
Vu (2.8}, de (4.17) on obtient (2.7). En

, . ) 7). tenant compte des iétés 3
et en vertu du théoré 2,1l ré St
oy coreme 2, il résulte que A est la solution du probléme

Si nous demandons aux états admissi iri

; ; lons aux ctats admissibles de vérifi ’
ul!;;at'lons ou .des: condmon‘s s:ur_la frontiére, on peut‘ Elgdls{rgt:lctfsrstei Ell'aa.ztms
En (;;p:s v(z;ngfupnncls. _Alni.Sl: sl nous appelons état admissible cinémati e
g ;tg admissible qu:nvenﬁe les relations (2.1), (3.3), (2.5), (2.7) etqlue
conditions sur la frontiére (2.12) et (2.13), alors la fonctionnell 0
se réduit 4 A,{Q}, ol nnete i
(4.18) A {a) =

e
[ b Car

» eﬂ.} (x, t)dx -+

t\D|r—t
T,

+ L hg o7y !
'27_\0\ tlg« F « Tlix, Ydx + : ploe, * ] (v, )dx -

v

-

b | 2

g (g1 ;'ijsj . st: (x, 8) dv ~

v

—\lg « Bovow)(s, x4 \'_g e le Tons)(x.)dz, te(0,00).

b -
= v
=

foe e j(x, t)dx —

Ty Nty

g:lms ce cas 1nous avons le

1dorémeé 7. Si € estV s états issi iné i
s ofF TR T;eengen::i)(:i des états admissibles cinémati-
(4.19) R 0 \

= 8A {4} =0 sur €, {¢[0,00).

s1. e° seulement 51 & est la solution du probléme mixte

°

Démonstration. Nous considérons un état admissible h:{uu 5.,¢.,5
3 1 "J "_' 3 3

Ty 1} ainsi que
(4.20) & + Ad €€ pour » arbitraire.

La condition (4.20} impli o ;
1 relation (4.20) implique que & vérifie les relations (2.1), (2.5), (2.7),

{4.21) S=—1+ ;'.'. sur  Vx[0,0c), ‘
et les conditions sur la frontiére

4,22 t—=0 sur £ 3T ; >

( ) u, =0 sur B X [0,00), s.n =0 sur X, X [0,00).

De (2.1), (2.5), (2.7), (3.3), (2.8) ; : ' a lai
théoréme de la di\-'c)rg((encgjo(n 'oi),tig}f“, Hagitn s (618h,8 feiie de

—
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4.23 . : .
@28 sen e =—(ilg - =, +/ — pu) = E1m AT+
. .V 3
= \{g s (Todys, +T) = s)(x, dxt \[(g « (P, —P)-~ 1} (%, £)dx
v L,

- S[g I (T=T) = 055 0z, 1€10,09),

pour chaque M',eb]’z et s’.eC‘:" qui vérifient (4.22). 51 4 est la solution
du probléme mixte, grice au théoréme 2 et 4 l'aide de la relation (4.23)
nous obtenons (4.19). Pour démontrer le théoreme réciproque nous obser-
vons qu'a l'aide des relations (4.23) et (4.19), en utilisant les lemmes 1
et 2, en tenant compte du fait que & ¢C et en vertu du théoréme 2, nous
obtenons que & est la solution du probléeme mixte.

Nous donnerons dans la suite des principes variationnels qui impli-

quent seulement des déplacements ou seulement des tensions.
Nous appelons champ de déplacements thermoélastiques admissible,

I'ensemble @ = {u s} ainsi que #,€ cLe, s|.eC'-°.
I.e champ de déplacements admissible qui vérifie les conditions sur
Ja frontiére (2.12), (2.13) s’appelle champ de déplacements thermoélas-

tiques admissible cinématique.

Sid={u,, s, ¢;, 5, Ty T est un état admissible cinématique, alors
B ={u, s représente un champ de déplacements admissible cinemati-
que. Si ® = {u,, s,} représente un champ de déplacements admissible ci-
nématique, il suit que { ut.,s'.,e‘.j,S, o T représente un état admissible
cinématique si ¢;, S, 7, T sont définies par (2.1), (3.3), (2.5), (2.7). La

fonctionnelle {4.18) se réduit a ¢, {®}, ol

9 {@} = ‘—l)-\[g " Cin 'ih‘k'JI « ”i, j] (!’C, t)d”(-i—zég\[g ] (—- = S an um, _ -
v v
+o)r (=l — 2y }.J,-r)](x,t)dx-%- -,-l;\p[ﬂ-‘. ~ e ](x, t)dx+

Vv

@21 g .
+ ES[g N VAR A LT

v

-
- S[g » ﬁ‘-fri](n',t)dx-{—g[g sl«T» s.nl(x, t)dy, Le€ [0, o).

Ainsi on peut énoncer le
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Théoréme 8, Soit & la totalité des champs de déplacements ther-
modlastiques admissibles cinématiques et soit & - fu, s 1ed Sinous dé-

finissons pour chaque [€{0, o), la fonctionnelle 019 sur &, donnée
par {4.24), alors

{4.25) B, i =0 sur 8, fe [0, oo},
si, et seulement si @ est un champ de déplacements qui correspond a la
solution du probléme mixte.

IL’ensemble v — {75 T}, ainsi que T €0 1 = < e (2, Sappelle
champ de tensions thermoélastiques admissible. )

Théorime 9. Soit [l Ia totalité des champs de tensions thermo-
élastiques admissibles et - = o T}t e Il. Si nous définissons pour chaqte
1€ [0, o) 1a fonctionelle Q, sur 11 par

LIS S g et :
Q= E\g im0 ) A —‘\ f'*fel,ll,J-r £, ) dx

Ly . A
f- 5 \ P Tt Ty T 20.’.1, Tt 1 —-(g,ﬁ ;3’_] — ?0) e Tix, 8 dy —

(4.26) : \‘[f,f.f* Tl (X, ) dx — \ [Tor){x, dx + \ [ — ;:,,). P) (2, f)dx

&
f bd |

fte T 'J(x.t)dx+8£g'-(7i-—P,J*f Jx, s +

i,

i
==

A
ey ¥,

-+ ,1_ \[[* ( 7 '_[‘)nl.t }"‘ﬂ '[I (I. l)di\', ! € [0' OO) ,

avec g’ et f) donnés par (3.19), alors
(4.27) 80 [+ =0 sur I, {¢[0, oc),

si et seulement si = est un champ de tensions qui correspond i la so-
lution du probléme mixte.

Démonstration. Nous considérons ;ell d’oll résulte que 7 4 )\Lrell
pour tout scalaire A En tenant compte de (1.5), (2.8) des propriétés de

v et du théoréme de la divergence et, par suite de la relation {1.26),
nous obtenons
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’ ' 4 5 - L ‘E‘o,. ",t d =
SEQJ{T} = \{(g * _‘(,',.,,‘ m),j) +f(,'. i) "_"','jkf "k} +1r'}'T1 tl} (A ) ¥

%

. " w - (v Adx -+
B TL\{: C (kT ) To 97y + (Tooy B = T +71 « Thlx. )dx
o
G +R[(g’ R Al
-I-Q[l * (M -|—T]] * ;" (v,0dx +\[g' x (-I"I.d Py« —.r_j‘l!:x,f:d.\' +
'\- Tu F:,

L

\ T — T J(x Y t € [0, oo},
+ T_\[z (T —yn, « ke, T 33, € [0, o0}
Vel

pout g?a‘qiir:eesgi).nd 4 la solution du probléme milxte, talq‘rlsogl.ilfj (Le‘tmls
: : ! ili 427 e e

A : : t {4.27). D’autre part, en uti isant (4.27) ‘ \
t'h eofzf:g;e ltsll;leﬂtggsnl—'-l, 1)es propriétés du p'rodmt de con\'olutli)u ldi
l\au sgn:ﬂéi,:rie de .. en vertu du théoréme 4, il résulte que < est un cham)

de tensions thermoélastiques qui correspond 2 la solution du probléme

ixte. o . )
3 Un champ de tensions thermoélastiques admissible qui vérifie

Pp Y b e,
Sl Z =g = 0 et = eSt 11 (.halllp de tenSlOHE: a.dnllSSIble theru]o-
1 3

dynamique, alors la fonctionnelie (4.26) se réduit a «, {7}, on

1 . £ ui b )

(e o L(tan T 7 J(x0ds+
w‘{—'}_:;g'g - T»“m,m ) 'ij,i-!".x-t)dx_!f' ZTOS clI . J B

2] )

. % ) o T](x, 8 dx —
' 1\ - wg — 20 7 % T - (“;B,a"?"' T T)x, t
o ikl "kt i if it 1 04 T,
(4.29) 2

—\Us st 0 Sf e 1] (%, 8)dox.

]

17 I8 . ]
Théoreme 10, Soit £ la totalite des champs (,153\ tgni,‘[onbztbei‘
moélastiques admissibles, thermodynamiques. 51 ; = ;{: 4, 1 He ,‘,:;r é;“
i e ' ¢[0, o) nous définissons la tonctionnelle o, - ‘
et si pour chaque #¢[0,
4.29), alors |
((4 30)) S, {7y =0sur & t¢ [0, o0},

i i 25 4 olu
i et seulement si T est un champ de tensions qul corrgispc;p‘(.lt’.x L}guslée
iion du deuxiéme probléme fondamental de la thermoélasticité couplee.
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Démonstralion. Soit - un champ de tensions thermoélastiques ad-
missible et supposons que

i4.31} s hAtel, pour chaque 7 réel.
De {4.31) nous obtenons
(4.32) Po=0, =0 sur ¥x[0,o0).

t

Si T correspond & la solution du probléme, la relation {(4.30) est
vérifiée par suite du théoréme 9.

D’antre part, vu (1.4}, (2.8), (+.32), (4.30), lc théoréme de la diver-
gence, le lemme I et le théoréme 4, il résulte que = est un champ de
tensions thermoélastiques qui correspond a la solution du deuxiéme
probléme fondamental de la thermoélasticité couplée,
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PRINCIPTI VARTATIONALE IN TEORIA TERMOELASTICITATII CUPLATE
Rezmmat
Se extind principiile variationale stabilite de M. E. Gurtin in (6]
azul termoelasticitatii cuplate,

=

TRANSFORMARI DE SISTEME FQTOMETRI)LI:K; g%) -
EXPRIMAREA MAGNITUDINILOR STELELOR 1 .2

SISTEMELE FOTOMETRICE ALE CATALOGULUI KIEV--196
(118
V. NADOLSCHI L. DOROHOL 51 57T GURITA

I. Se stic cd intre magnitudinile i, si mr, ale una stele din douit st

teme heterocromatice existd relajia:

n

S
Kr‘) el My — 5y 10g
i 5

o)

(1} MWy = (K,

in care K, K,.s,, s, sint constante, /{3 = intensitatea specificii a stelmz
recle dintre coeficienti i e r; st

o, = produsele dintre coeficientii caracteristici (functit de 2} po, ¢, 7 3

J: N ) LR - - -

coeficientii z, (1) de sensibilitate a receptorului de radiagic.

a in serie Taylor i ind a lui
Dacii se dezvoltd [ (2) in serie Taylor in vecinatatea

x

§ 7y (1) di o ,
7y = - {la numaritor) si in vecinatatea lui
1T =
S @1 (D) da
2
A, () d2 R n .
7 —g—-%-— (la numitor} atunci, daci se pot neglija valorile den-
T om
Srp.z (?) dr.
Ll



