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S
F,= ;2“ has F-distribution with &, =2 — 2, ky=n —r —1
S
, degrees of freedom,
. 52
I'B'— gfy,f has F-distribution with b, =» — 2, k, = n_ —rv — 1 de-
Syn
(64) . grees of freedom,
S
F,= S,iz' has F-distribution with &, =mw —7 — 9, ky=n_—rv — ]
¥R
., degrees of freedom,
Fa o= ;—;Bﬁz has F-distribution with %k, =1, A =n —rv—1
YR

degrees of freedom,

By means of (64) we may verify hypotheses concerning the A and
B factor influence or their interaction over the random variable Y.
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ANALIZA COVARIATIONALA IN SCHEME NEECHILIBRATE

Rezumat

Analiza covariafionald creatd de R. Fisher pune urmatoarea problemai :
a studia simultan cifiva indici, legati unul de altul si afla§i sub actiunea
mai multor factori.

in Nota de fatd, pornind de la ecuajia unui model liniar, cu factori
constanfi, aflatd in [1], se aratd o cale de efectuare a analizei covariafio-
nale intr-o schemi neechilibratd in doud cazuri:

a) cazul lipsei interacfiunii intre factori,

b) cazul prezentei interactiunii intre factori.

Mai intii, in ambele cazuri, s-au gisit estimafii pentru parametri ne-
cunoscufi i apoi s-aun dat criterii de verificare a diferitelor ipoteze relativ
la actiunea factorilor ce acfioneazi asupra caracteristicii de cercetat. In
cazul particular, cind coeficientul de regresie y este egal cu zero, se obfine
analiza dispersionald neechilibrati.

Considerarea analizei covariationale dupd o schemd neechilibrati este
cerutd de aplicatiile practice in scopul economisirii numérului de expe-
rienfe.

UNE MESURE DANS LE PLAN ASSOCIEE A UNE CLASSE
D’APPLICATIONS ISOTONES

PAR
OLGA COSTINESCU

Dans le cas linéaire, on connait le rapport qui existe entre les mesures
Stieltjes et les fonctions réelles a variation finie (voir [3], p. 242 — 249).
11 est évident qu’en général on ne peut pas poser uin tel probléme dans
R,, n = 1,; pourtant, si on introduit une relation d’ordre, ,, < *, par le
procédé indiqué dans [1] et si on considére des fonctions définies sur (R,, <)
4 valeurs dans R, isotones dans le sens de l'ordre indiqué plus haut, alors

on peut associer 4 une telle fonction une mesure réguliére (voir [4]). Le

but de cette Note est de résoudre ce probléme.
Dans ce qui suit nous considérons le cas 7 = 2; naturellement, le

procédé employé peut étre utilisé en général pour R, quel que soit n = 2.

Goit X un domaine dans R,; supposons que les ensembles (Xy)yer,
X, C X, considérés dans la Note (11 satisfont aux conditions:

(a) X, = Xy, ver.

(b) Vyel', Xy est un ensemble connexe.

(¢} Chaque ensemble X, détermine sur X deux sous-ensembles, P,
et ,, simplement connexes, de maniére que

{1) X—XYUPYUQT, P.NEG, =9 XNP,=q

(d) Pour chaque vel', X = FtP, X, = Frg,.
{e) Quel que soit x€X, il existe un ensemble unique X, tel que veX,.
On considére l'ensemnble X doué de la topologie = induite par la
topologie habituelle t donnée sur R,, ¢t on introduit dans l'espace
(X, <) les P-voisinages et les Q-voisinages (voir [1]); en utilisant les mémes
notations que celles employées dans cette Note, on a
g'r'"P'fUXY @w:QYUXY. a = N4y, &, =N ¢,

¥ xEPy TixEQT

WP — (@)W, WZ=(e)nW,, W.eV(x).

x,n0,=o.

(2)
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St pour deux points v, v,€eX, on a

o o'

o

alors on dit que ces deux points se trouvent dans la relation
(3) Ay R

L.\’jdlc)uum:nt cette  relation  dirige 1ensemble X
Je méme, soit DCY un ensemble qui satisfait sux conditions
] 1) est counexe et fermé en X,
cet ensemble rencontre chaque X, en un seul point 4., done
1t )

Vyel, DNX,=(d.).

(o)

On aSSOCie ach slé c )
aque elel‘ﬂent d 4 2 ey .
q Yy l N 1(- Cl‘lsenﬂ)lt:’ 'Xd = (\ ¥, Pd = P_._ .

Qs, = Oy, et quel que i . ol
1'eflsem§1e quel que soit dy y'€D, tel que dy €Py, on considére

(4 Epp = Py— Py,

Si A est la famille (£} U el

N o B : G}: Y. Y R ) *0i isé
que cette fanulle est 1‘?1’1 séini-clan.[ Elenlnc Sy, wlom on voit aisémsy
. dbi{;}t f :\:& _Br R une application isotoue, bornée et définie sur ensem-
S lg(_ll‘ oo fait que fest isotone, il résulte que pour chaque xeX
st e application admet une P-limite (et une Q-limite) unique notée bar
Ly (%) (resp. L2 (x)] (voir [1)], théoréme 3). ' .

Alers, on  définit ]
’ , une fon ‘enis .
relations - ction d’ensemble, m: d— R, par les

(5) ' M (Eyye) = ij" {d-) — L){, (dy},
) m(9) = 0.

1l ré i Sdi i
ellee;zl;ff g‘r:lrréleg;g;cgme‘ntdc,{ue la fonction m est additive et positive, donc
ngée d'une maniére unique A une foncti ’
1t T0] . onction d’en
m. additive, définie sur le clan & (&) engendré par lu classe g -

ne(ay— R.

;;;L;nct{)iz;l-ltal}é; llu f}z;it qlu% J est isotone, et des propri¢tés de la variation d'unc

] on scimble définie sur un clan, il ré i

2 variation fiate (votr (3], 1 30015 . 11 résulte que m est une fonction
Seit v, v' €I tels que d. e P EY. B2, kO

P L N W 1 v €F., et Eiy, Ey, K.Y les ensembles intro-

e
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1
E® =a,— Py,
2 5
(6} Eg,,) = P., — 2y,
) — F. — G
ES,.-,)' =3y — 9

On peut formuler maintenant le résultat principal de ce travail:

Théoreme. Quelle que soit Papplication isotone f1 (X, <) >R, e
quel que soit Vensemble DCX satisfaisant aux conditions (o} 1l existe une
mesure réguliére unigue

my 8 (A = R,
définie sur la semi-tribu §(Q) engendrée par la classe A telle qi'on ait
iy (ESY) = L8 (dx) — Lf (o),
(8) my (ER) = LI (d) — LF ().
[ (ED) = 1P (@) — LF (dv).

Pour établir ce résultat il faut démontrer les deux propositions suivantes:
Proposition 1. La fouction m:@— K est réguliére & gauche sur le
clan € ().
Démonstration. Nous démontrons que quel que solt Ae@ et quel
que soit le nombre = >0, il existe un compact K en X tel que K
et pour chaque Be€, BCA — K ona

{(7) m (B) < =

"
Soit Ae€(d), alors 4 = UE,, Eped et Evp()Eq =0, quel que soit
y=1
(oy) =lwa) , ol
Vu que P'application f est isotone, et compte tenu du théoreme 4
démontré dans [2], il résulte que quel que soit e = O et dy, il existe v" €T,

dy€ Py, tel que f soit P-continu sur l'ensemble X.- et

(8) Lf(ds) - [ {d) -

n
A chaque ensemble E... l=yZ=n. on associe un compact Ao CE vy,
en considérant

{9) Kyp=00 = Py

La réunion UK.,.{« — K est un ensemble compact et
v

(10) KCA, A — K= Q(Py— ).

ra
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Silest un ensemble quelconque du clan & () satisfaisant a la
condition BC.A — K, alors

(1) (8) S 3 i) = 3 (1 @) = L ()] = 3o [LF (05) — /().

=1

Des relations (8) et (11) il résulte
(12) m(B) <z,

I'ensemble considéré .l est done régulier 4 gauche par rapport i la fonction
n (voir [3], p. 204), et vu que A est un ensemble arbitraire en € (&)
il suit que m est réguliére 4 gauche sur le clan € (4).

De cette propriété de la fonction m et du fait que €(d) satisfait
4 la condition
(i) quel que soit Ae€(&) il existe A’ €C(A) de maniére que A C A’,
il résulte que m est réguliére sur € (&), (voir (31, p. 201).

Proposition 2. La fonction d'ensemble wm: &{A)y— R est une mesure
sur le clan € (Q).

Démonstration. Soit (A,),ey une suite d’ensembles telle gue

4,€8(Q), AN4; =0, i=j et Jd,—A¢e(a); done
=

L]

h
A= UL, Ev€l ExNEw=0, {1,¥) #=(aa), Iz, xS/
el

Alors, quel que soit le nombre ¢ > 0, il existe (conformément a ce que
ous avons précisé dans la démonstration de la proposition 1), pour
chaque v, 1 =y =/, un ensemble compact Ky, tel que d.-€ P,

Kyp=8p — Py, Ko CEpy, ot LE(dy) — f{dy) <‘;h.

It résulte alors que lensemble K =|) K, est un ensemble compact,
¥=1
NCA et

(13) mi(d — K) U(C) Xy} b=

[R=T ]

Pour chaque A, de la snite considérée, il cxiste un ensemble A, ¢ € ()
de facon que 4, ¢C A, et

n

(14) T .I;,, 4, --.'_':.:

I’existence d’un tel ensemble .1, résulte du fait que application / est
P-continue ct @-continue en X' & Pexception des points qui appartiennent
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i 3 ’ ir [2) théoréme 4). L'idée
2 jamille dénombrable d’ensembles X y (voir [2] théoréme 4
fltrlli];eée adans Ja démonstration est calquée sur celle qui a €té utllixsée pcla;;r
prouver I'existence des ensembles K. (proposition 1), Du fait que 'ensemble

K est compact et KCAC CJ A, il résulte qu'il existe no€ N, de maniére que

nwi
KcU 4.,
(15) <0
donc ] s
"z;lm (A= ,,E-l m (A',,) _E';nz_:lm {4.) —E_?,
(16) )
= m(K —UXg) ~ =
vl 2

d'ici et de la relation (13), on obtient
(17) > om (A 2 m (U A —s,

nel ne=

et dong, parce que = est un nombre positif arbitraire, on a

=

(17) S md) = m (QIA,.).

n=1
Compte tenu du fait que m est aussi suradditive, on conclut que

x

2 m (AL = m (,,Q]A")'

n=1
done la fonction m: € (d) — K, est une mesure sur e (tlﬂ), cl.e;ilé(a) =
Si m® est la mesure extérieure engendrée par i, alors

nesure sur & (), notée par m,. . o o
- ;l reste & dén(lo)ntrer que cette fonction satisfait aux conditions (B).

l.:‘tant (i,“"lleg leS I)nllltS d«r ) d'!" telb (] ue dY'G 1 ¥ on COllSldEIe
Se e }. 2. ¥ ! 1
] en mbl ( ) =4 1 d.u. theOl 4

i £ indi € telle que
une suite oy formée des indices v.€ ] o
a) les(Ye'g;émbles correspondants, %, satisfont aux conditions

P'f,, > P‘r,ﬁ 1) 2.,

1 que soit neN, ] o
o };l) sur chaque ensemble X, , Ja founction f est continue,

¢) lim dy =dy.
Alors la suite (Ey v)agx €st une suite décroissante et
Alors v ng
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(18) E'(:fl‘r) =ﬁ E'r,,'r‘~
n=1
11 résulte E$)€8(Q).
Du fait que la fonction d’ensemble m
. u fa _ 1 est une mesure sur 8 (&) et
F'application f : X — R est isotone et continue sur les ensembles()z'
on déduit oy

(19) m (E@) = L8(d,) ~ LF(d,,).

D'un;ae maniére arllalogue, on démontre aussi les autres relations ()
emarques. 1. La mesure introduite ne dépend pas du com .

/ ) g orteme
de la2 f(ﬂlctlon S sur une famille dénombrable d’ensembles X, ? T

) unte fonction isotone f: X = R et 4 une famill 1

2. A une st i, e d'ensembles
D qui satisfait aux ’C011d1t10115 {2}, on peut associer une famille de mesures
du type mentionné dans le théoréme démontré plus haut.
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O MASURA IN PLAN ASOCTATA UNLI CLASE DE APLICATII IZOTONE
Rezmat

Lucravrea prezentd trateazd in R?2, dotat cu topologia obisnuiti
o problemi analogd acelcia in cadrul cireia se studiazi legatura care exist:
intre masurile Stieltjes si functiile reale cu variafie finitd (vezi 'S‘J J
244—249). In acest scop, se introduce pe R? o relatie de ordine prin fmlr)-.
cedeul indicat in [1], si se considerd functii reale definite in R?, izotonc
in sensul ordinii amintite; acestei clase de funcfii i se asociazi o clasi
de misuri regulate, h
Rezultatul principal este formulat in
Jeorema: Oricare ar {i aplicatia izotond f: (X, <} R, s oricare
:ﬁ]iﬁﬁmultlmea DC X care satisface conditiile (&) existd o misurd regulatd
of
my 8{4) - R,

astfel incit <& fie indeplinite conditiile (B).

SIRURI SLAB APROAPE-PERIODICE
DE
N. GHEORGHIU

Luigi Amerio (1! a introdus nofiunea de funciie slab aproape-pe-
riodicd (s.a.-p.), nofiune care se aratd fructuoasi, dupi cum se vede din
lucrarile [2], [3], 8.

i1 aceasti Notd introducem nofiunea de sir s.a.-p., stabilim proprie-
titile generale analoge cu cele ale functiilor s.a.-p. $i demonstrim doud
teoreme V, VI, una de caracterizare a sirurilor s.a.-p. prin functii s.a.-p.
cealaltd de caracterizare a functiilor s.a.-p. cu giruri s.a.-p. Pentru informare
asupra functiilor a.p. si sirurilor a.p. in sensul lui Bohr, indicim [4—7].

Notatii: X spatiu Banach complex cu elcmente x de normi | x|, X*
dualul cu elemente v* de normi [|x*|, / mulfimea numerelor reale intregi,
J mulfimea numerelor reale, ¥ = ¢ (p), (pel), unsgir : I+ X, x = f (),
(t € J), o functie f: J—= X,

Definitii : Functia f se numeste s.a.-p. dacal) x*°feste a. p. in sensul
lui Bohr pentru orice 2* ¢ X*. Sirul ¢ se numeste s.a.-p. daci x* oo este sir
a.p. [7] pentru orice x* € X*.

Teoria sirurilor s.a.-p. poate fi dezvoltatd independent de teoria functii-
lor s.a.-p. Dar Intrucit vom stabili teoreme de caracterizare ale unora prin
celelalte si cum este si mai comod, vom utiliza rezultatele de la functii
s.a.-p. stabilite in [1L )

Daca ¢ este un sir, atunci cu ¢ vom nota functia poligonald defini-
Ld prin .

() ) =9(p) (= plo(p+ 1 —2(p) (€lp p+ 1l pEL

L. Daca g osle sir s.a.-p., alunci o este funcie s.a.=p.

Fie = 0 /3 aproape-perioadd pentru sirul x*om. Din plt < p+1, ur-
meazd pAT LA <pr 1 Tt At (ot 4 =) — x5 (g () = {z* (e (P 4

Fa)) - x (o () + (E— P (o (p+ 1+ =) — w* (o (p + DN —

1}y Semmnu! o indici compunerea obisnuitid a doud functii.



