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(18) EQ =0 By

11 résulte ES).€8(Q).
Du fait que la fonction d’ensemble m, est une mesure sur § (@) et

Fapplication f : X — R est isotone et continue sur les ensembles X.
on déduit i

(19) m (E®) = L8(d,) — LF(d).

D'un}ee maniére arllalogue, on démontre aussi les autres relations ()
emarques. 1. La mesure introduite ne dépend .

] ) pas du comporten
de la2 f(ﬁlctlon [ sur une famille dénombrable d’ensembles X, . i

. une fonction isotone f: X =R et & une fami P

2. A une st i, ille d’ensembles
D qui satisfait aux ’condltlons (e}, on peut associer une famille de mesures
du type mentionné dans le théoréme démontré plus haut.
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O MASURA IN PLAN ASOCTATA UNILI CLASE DE APLICATII IZOTONE
Rezumat

Lucrarea prezentad trateazd in R?, dotat cu topologia obignuitd
o problemd analogd aceleia in cadrul clireia se studiazi legitura care exist‘":
gxtre masurile Stieltjes i functiile reale cu variafie finitd (vezi [3] p
244—249). in acest scop, se introduce pe R? o relatie de ordine prin f)rn-
gedeul 1111dlca1-: in [1], §_i se consic}eré functii reale definite in R® izotone
1(1113 s;irgss?mo;g;;lla&r'mnnte, acestei clase de functii i se asociazi o clasi
Rezultatul principal este formulat in
Teorema: Oricare ar [i aplicatia izotond [:(X, <) — R, si oricare
:ﬁ]iﬁﬁmultlmea DC X care satisface conditiile (u) existd o masurd regulatd
¢
m 8 {@)— R,

astfel incit sk fie indeplinite conditiile (B).

™

SIRURI SLAB APROAPE-PERIODICE
DE
N. GHEORGHIU

Luigi Amerio (1] a introdus notiunea de funciie slab aproape-pe-
riodicd (s.a.-p.), nofiune care se aratd fructuoasi, dupd cum se vede din

lucrarile [2], [31, 8.

in aceasti Notd introducem nofiunea de sir s.a.-p., stabilim proprie-
titile generale analoge cu cele ale functiilor s.a.-p. $i demonstrim doud
teoreme V, VI, una de caracterizare a sirurilor s.a.-p. prin functii s.a.-p.
cealaltd de caracterizare a funcgiilor s.a.-p. cu giruri s.a.-p. Pentru informare
asupra functiilor a.p. si sirurilor a.p. in sensul lui Bohr, indicim [4—7].

Notatii: X spatiu Banach complex cu elcmente x de norma | x|, X*
dualul cu elemente v* de normi ||x* ||, / mulfimea numerelor reale intregi,
J multimea numecrelor reale, v = ¢ (p), (pel), unsgir 9: I+ X, % = f (1),
{t € J), o functie f: J— X,

Definitii : Functia f se numeste s.a.-p. dacal) x*°feste a. p. in sensul
lui Bohr pentru orice 2% ¢ X*. Sirul ¢ se numegte s.a.-D daci x* o este sir
a.p. [7] pentru orice x* € X*.

Teoria sirurilor s.a.-p. poate fi dezvoltatd independent de teoria funcfii-
lor s.a.-p. Dar intrucit vom stabili teoreme de caracterizare ale unora prin
celelalte si cnm este si mai comod, vom utiliza rezultatele de la functii
s.a.-p. stabilite in [l

Daca ¢ este un sir, atunci cu ¢ vom nota functia poligonald defini-
L3 prin o
1 W= U= plolp+ 1) —o(p) (elp p+ 1] Pel

I Daci g esle sir s.a.=p., alunct o este funcfie 5.a.=p.

Fie = 0 /3 aproape-perioadd pentru sirul x* o, Din pt<<pt+1, ur-
meazd p 4T LA p 107 sioxt (ot ) —aF (o)) = fx* (o (p -

) (e (PN = P (P L) — ¥ e (P D -

1} Semmul .o indici compunerea obisnuiti a doud funciii.
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— {2 (p(p+ 7)) — x* (p(p)}], iar de aici |2*(p{{ + 7)) —2* (2 (1)) | <e,
pentru orice /¢ J.
II. Dacd ¢ este s.a.-p., atunci @ este mdrginit in normd.
Deoarece ¢ este s.a.-p., ea este mirginitd in normd 1], § 2, gidecig
este mairginit.
I11. Dacd lim o, (p) = ¢ (p), slab uniform in I, 51 9, sint s.a.-p.,
n-hw

alunci @ este s.a.-p.

Aceasta rezultd din faptul ci limita unui sir uniform convergent de
siruri a.p. este un gir a.p. [7].

IV. Dacd [ este functies. a. -p., atunci, pentru orvice 3 real, sirul o(p) =
= f(p8) este s.a.-p.

Aceasta rezultd din faptul ci dacd f este o functie a.p. cu valori com-
plexe, atunci sirul f(p3) este a.p. [7].

V. Conditia necesard §i suficientd pentru ca sirul @ sd fie s.a.-p. este
sd existe o functie f s a.-p. incit f(p) = ¢(p) pe I

Necesitatea urmeazi din I, iar suficienta din IV, cu &= 1.

V1. Conditia necesard si suficientd pentru ca funcfia f sd fie s.a.-p.
este ca ea sd fie slab uniform continud, (x* o f umiform continud penlru orice
x* € X¥), st sd existe un sir de numere pozitive 3, cu lim 3, = 0, incit gi-

nt®
rurile @, (p) = f(p3,) sint s.a.-p.

Necesitatea rezulta din faptul cd o functie a.p. cu valori complexe
este uniform continud si din IV. Fie acum pentru un x* € X*, 8(¢/3) >0
determinat prin uniforma continuitate a lui x*s f, 3, fixat cu 8 < 3(¢/3)
si 7oe/3— aproape-perioada a lui x* (¢x(p)). Pentru fiecare ¢ existd un singur
pincit p8, < ¢ < (p + 1) §,. Din identitatea x* (f{¢ + = 3))— x*(f(#)) = { x*
(4 =80) — x* (£ (p 8} + Lx* (f (B 8+ 8)) — 2% (F(P8N} + (#* (/ (p
31)) — x*(f{1))}, obginem |x*(f(1+ v8)} — x*(f{¥)) | <ccute], ceea ce
aratd ¢i t 3, este o s-aproape-pericadi pentru x* (f{f)). Se vede din aceasta
demonstratic ¢i ! (¢} din definitia functiei a. p. x* (f(¢)) este [, (¢/3) 8, unde
I, (¢/3) se determind prin definitia sirului a. p. x* {(ps (9))-

VI1. Fie spatiul X slab complet. Conditia necesard §i suficientd pentru
ca sirul o sd fie s.a.-p. este ca din orice sir de numere intregi k, sd se poatd
extrage un subsir 1, incit sirul @ (p + 1,) sd conveargd slab uniform pe 1.

Cum ¢ este functie s.a.-p., atunci din [1], 1V, urmeazd ci se poate
extrage sirul /, cu @ (¢ 4+ l.) convergent slab uniform pe J si deci are loc
condifia cerutd in 7). Daca are loc condifia teoremei, aceasta inseamna ci
pentru fiecare x* ¢ X¥, sirul x*- ¢ este a.p. [7] yi deci ¢ este Sir s.a. -p.

VIII. Condifia necesard si suficientd pentru ca sirul ¢ s.a.-p. sd fie
w.p. este ca traiectoria H, (multimea valorilor sirului) sd fie relativ compactd
in X.

Dacd ¢ este §ir a.p., ¢ este funcfie a.p. $i trajectoria H este relativ
compactd [11, V, si deci si H,C H este relativ compacta (orice submul-
time a unei mulfimi relativ compactd dintr-un spatiu Banach este relativ

- e — —
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compactd). Pentru suficientd aratam cd din He relati\.' compatcté' urmeazi
}. relativ compactd, se¢ aplica [1], V i faptul evident cd din 9 a.p
?

urmeazd ¢ a.p.
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SUITES FAIBLEMENT PRESQUE- PERIONDIQUES
Réswmné

i i i i sd Amerio[l]eton
n introduit la notion de suite f.p.p. au sems ol
étabgt les propriétés générales des ces suites dont nous rappellons 1 ensen;blle
des valeurs est borné en norme, la notion est fermée par r_appor{. %
convergence faible uniforme sur I'axe entier; on peut caractériser la no

tion a l'aide de la faible normalité etc.



