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SOLUTII GENERALIZATE ALE UNOR SISTEMLE DIFERENTIALE LINIARE
CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL I

Rezumat

Se gasesc conditii necesare si suficiente pentru care sistemul (5) de
ecuatii diferentiale liniare cu derivate pargiale de ordinul I de doud functii
necunoscute (in general complecsi), de doud variabile reale cu coeficienti
variabili (in general complecsi exprimd un criteriu de F-monogeneitate al
unei functii bicomplexe sau duale in raport cu altd functie respectiv bicom-
plexi sau duali. Se gisesc solutiile generale ale acestui sistem. In demon-
stratie se utilizeazi derivatele formale introduse de V. A. Gusev.

OPERATEURS DIFFERENTIELS PARTIELLEMENT HYPO-
ELLIPTIQUES

PAR
V. BARBU

Considérons 1'équation
(1) Pl{x, D)u=0,

ot P(x, D)= a{x)D* avec D* = Di*...Dy"; D;= —14/dx;. On dira
que 1'opérateur différentiel P (x,D) est partiellement hyvpoelliptique par rap-
porta &’ = {x,, X,,..., X, si toute solution # € D’ (Q) suffisamment réguliére
de 'équation (1) est indéfiniment dérivable par rapport & #".

Pour les opérateurs différentiels & coefficients constants, cette définition
de la hypoellipticité a été considérée par E. A. Go rin [4]. Dans ce tra-
vail nous allons établir quelques résultats concernant la régularité des solu-
tion de I’équation (1) suivant la méthode développée par L. Héorman der
[31 pour les opérateurs différentiels a coefficients variables.

Soit P (x, D) un opérateur différentiel a coefficients indéfiniment dé-
rivables, non identiquement nul dans aucune composante connexe de QC R~

On note
2) Px,5) = (1P (x, B
et
(3) E.-t = (El- az,. Cay in'); 10! |‘ = %y % S R - S 0<u < n

On dira que P (x, D) satisfait a la condition (H) s'il existe une famille de
fonctions M, (x, £) définies sur {Q x R*} telle que pour toute paire «, §,

—

{4) | D¢ DE Px, &) < C,',B"' e | T i v, 5 P(x. 3
(5) lgMj(x’ :’;)QC’;(I_L- - )1—15,

. 1 : .
ott C, et C, sont des fonctions localement bornées et
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6) MP ™= Mg Ma, ... M7 M

Proposition 1. La condition (I1) étant satisfaite, il existe une fonction
iy, localement bornée, telle que

(7)  IDEDE P (x, DI CETIO G 8 ) TEMAET (0, 05) | P (ay
pour (%, Z) e Q x {Ze R"; [ =d.}

Corollaire. La condition (H) étant satisfaite, P (x, &) =0 pour (x, £} ¢
eQXx {EeR*; & =4.)

Proposition 2. Sil'opérateur P (x, D) satisfait a {a condition (H), alors
I'opérateur adjoint ‘P (x, D) satisfait aussi & la condition (H).

1,2 démonstration de ces propositions suit, sans modifications, la dé-
monstration des résultats analogues établis dans [3].

Remargue. 11 est aisé de voir que si pour §;, g, € R” arbitraires, P(x, &)
et P (x, £,) sont équivalents (au sens de Hormander) et P (x, D) vérifie la
condition

(4) |Pa(x, ) | <CI+ L) P(x, E); (x,E) e Qx R,

alors la condition (H) est satisfaite.

Dans les considérations suivantes nous admettons que l'opérateur
P (x, D) vérifie 1a condition (H) et désignons par ' C Q un domaine borné
de R*. Soit 4 =sup A, et m = sup m,, oll m, est le degré de P(x, &).

xE0 <E6"
On note
(8) A E(Dk)z,
k=n’
{9) Q(x, D) = (1 — A+t Px, D).

Suivant Hérmander [3}, considérons une famille de noyaux K;(x, I}
définis sur le domaine Q' x {Z e R*; | £ == A}, par les relations

(10) Ko(x,50(x8) =1,
() Ko (0.0 5,8 + 30 DEQUR D DRUT)
Soit - |
(12) Kfrd)== _i:x,. (%, E).
“

Proposition 3. 11 existe A, . (', , telle que pour (¥, Z) e ¥ x {ie kR
&l = Ayl ot 1Bl p—m, on uit
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(13) |D: D K (x, B)| < Cpa (L2 (8 P B8R T (1B
Démonstration. Des rélations (4), (9), il s'ensuit aisément
(14) |DED% Q(x, B)| >C¥* (14127 P M ™ (%, ) (1] £ 5" IP(x, E)|

pour x € Q'; [&'| =4 et 1Bl < p —m
Par dérivation il résulte de (10}

(15) ‘DEDE Ko(x, E)ngfm-’.plfld_!p ! (1+ Erl)-—al':s Mﬂ—d (x, E) (1+|£!l|2)'—n-f
P(x, 5)|7; xeQ'; 8] =24
L’induction par rapport a j donne alors ‘
(16) IDEDE K]_ (x. E) < lw(.i-i-l)(.t:i-|~1)+|x |m|1 l f)l (1+| gf )—Ial +113MB-G (x, E)
(1 |E7B)=n~| P (x, E)| 7 x€ Q' |E'L 2 4.
On note
(17) A, =2 max [MO+05 [fp, A).

De la rélation (16) il s’ensuit alors la convergence uniforme de la série
(12) dans le domaine Q' x {E€ R": |E'| =4, «} pour Bl < p— m.

En outre
(18) |DEDLK (x, &) 1< Cpa (1-H1E]) M 7" (v, £) (14157 2= P(x, &)~

ou
(19) CopasCPplal

Corollaire 2. Pour tout ¢ {x) € D ('} on a

1

20) o () = @0 P(x, D) (1 — Ay +\ ks> K (x, 2) 5 (5) dE +

IE= Ay,

: o~
+ @)\ e 05 (2) 42
1€ €4, 5
of1 25 (2) représente la transformée Fourier de o (x) et jal, p>m+n+L

Démonstration. D’aprés (10}, (11), & cause de la convergence uniforme
de 1a série (12) il s’ensuit

TP (x £)(1 |12+ DY K (x,E

pour (v, 5) €@ X {Z: |1 B Apa}i po (2 >mbn ]
Mais puisque
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(22) o (x) = (=) "'\?5 (Z) eflmid 42|

b résulte aisément Ia rélation (21).
Dans ce qui suit nous admettons que o = (2, y, ..., 2, ... 0).
Ionge

(23) al = jal

Pour obtenir le résultat principal de ce travail nous construirons e
oparametrix” pour l'opérateur £ (¥, D). Considérons y, () € 9 (R*) telle
que %y (27) =1 pour [Z'| < A, 4, ot p est un nombre naturel fixe; p

=4 4L
On note

(24) be (8) =1 —%x (£).

Sur le domaine {£)' % K"} définissons la distribution

(25) E ()= (2=)~" g ct= DK (x, £) by (£ P (x, £)dE dx

olt I' (v, v} €D (L2 X R") et F {x, ) représente la transformation Fourier
partielle de F(x, v).

Proposition 4. Pour o] Z=(m +n -+ k) 8 et m <!, la distribution
F4 (x, y} est une fonction continue, % fois dérivable par rapport 4 4 dans
le domaine {Q" x R"~ A}, A étant la diagonale du domaine Q' = R

Pour toute ¢ (x) e D(R") et ¥ €supp » on a

TAL

(26) \Ea (x,3) ¢ () dv = (27) S e s K (x, %) 0 (2) 3 (2) d

«

Démonstration. Considérons la distribution (v — v)* E,. I cst aisé de
voir [3] que

(27) (v ) Fa (F) = 2m) "\ e 9F (x, &) (= Dy K (x, %) 4o () dE d.
D'apres (13) il s’ensuit
(28)  IDIK(x, E)| < Cppu (1 £ Z) BB m (1 [ 2jmenmi -

De {26) et (27) il résulte alors

f._‘_.'

ER L B

(29)  (x — )" Kl (v, v .;zﬁ)-f‘\p-'fx—y.a) (= D)% (K (x, ) 4a (2)) dE,
Vintégrale étant uniformément convergente. les rélations (28), (29) nous
montrent ¢n outre que (v — y)* I (x, ) est kfois dérivable par rapport a v.
La relation (26) résulte d’aprés la définition du noyau E, (x, y), en
prenant 7 (v, v) =g (v} @ (v); g (x) € D(Q) et supp g N supp ¢ = o.
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Théoréme. 1. Si lopérateur P (x, D) vérifie la condition (H), alors
toute solution suffisamment réguliére de I'équation (1) est indéfiniment dé-
rivable par rapport a x'. (I’opérateur P (x, D) est partiellement hypoel-
liptique par rapport a x'). ) ) )

: qDémonstmtion. Soit ©'CQ un domaine borné de R" et ¢ (x) € D(Q).
Alors des relations (22), (25) il s'ensuit

B0) o (1) =P (D) (1 — A1 Eo (g) + (20)= | 605 () % (€) &
ou

@1) Ex (0) = (@)~ 509 4 () K (5, 83 (8) %

et [al, p> L.

Considérons la fouction

- oy —nk €5 %a ()
{32) Fa (¥) = (2=) S wdi

I1 est aisé de voir que F, (x) € (' (Q) et elle est indéfiniment dérivable par
rapport a X', _
Les relations (30) et (31) permettent d’écrire

(33) (¥ =P(x, D) (1—A)+E, (9) +(1—A)+Faxe: ¢ €9 (Q).

Soit # ¢ C™ "+ (Q) une solution de I'équation

(r') ‘P (%, D) =0

et o(x) €D(Q); s(v)=1 pour xe QD"
On note

(B4) g =P (%, D) (eu).

On aura évidemment
(35) w {@) = (1 — 8)" ' g (Ea (@) + (1 — )" e+ Fa) (2) 5 2 € DY)
en tenant compte de la définition de I'opérateur adjoint ‘P (x, D). Mais (1 —

— A)"i! g est une fonction continue et supp g{) Q' = 0. Donc d’aprés (26)
la relation (33) nous permet d’écrire

(36) 1 () -—S(l Ajitg (x) Ea (%, ) dx—]—S(l — Ay i (%) Fy (x —9) dx.

Si Pon tient compte de la proposition (4) et du fait que F, (v) est indéfini-
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ment dérivable par rapport 4 y', il en résulte que % (y) est & fois dérivable
par rapport 3 y° pour |a|>>(m + n + k) 8. Puisque « est arbitraire, il
s'ensuit que # (y) est indéfiniment dérivable par rapport 2 y'.

Le théoréme résultera alors en remplagant 'opérateur P (x, D) par son
adjoint ‘P (x, D), comme conséquence de la proposition 2.

Nous allons établir maintenant quelques résultats concernant I'appar-
tenance des solutions de 1'équation (1) & la classe de Gevrey I'® (€). Dans
ce but nous admettons dans ce qui suit que l'opérateur P (x, D) vérifie la
condition {H) avec §>1.

Théoréme 2. Toute solution suffisamment réguliére de 1'équation (1)
appartient 3 Ia classe de Gevrey I'8 (Q) par rapport 2 #'.

Démonstration. 11 s’agit de démontrer pour tout p'=(By, Bg,.. ., Pu)
la relation

(37) sup |D¥ u (x)| < CEMT T (1819),
xEKCQ

oli K est un compact arbitraire et I' () est la fonction d’Euler.
Considérons le noyau E, (x, y) avec la|>(m + |B'| + ») 8. Il est aisé
de voir que

(38) (—)s D¥ Ea (F)=(2) -\ e O F (v, 2) (— Dg*(E7 K (x, 3) b (¥) didx.

Alors d’aprés la formule de Leibniz on a
(x — y)* D¥ E. (F) =
89) = (@) F s, §4a() (= De)e (8 K (& B) dbdr +

1 o~

Fmr 3 i\ F (5 8 (= Do (88 K (5, 8 (DI 4u (¥) B
On note

@) L= @mr\exa© Fx, 4 (2) (= Do) (8 K (5, ) dtas,

et

1 ~
1) I,=(2r) -";;;qseﬂn 9F (5, &) (—Dg)* (8% K (x, &)

(—Dg)*=* b (£} dE dx.
D’aprés la formule de Leibniz, il en résulte
VDI K (v, )

Yl g DY'{
(42) DE(E" K (v, B)) --yz‘;- Sy )
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Si l'on tient compte de la proposition 3 et de la relation (20) il s’ensuit
|DY(8F K (x, &) |<

<2 My Ly | (L4 [E ) (L 1579 7 L+ )™

Puisque |ai>> (m -+ 8] + n), des relations (39), (42) il s’ensuit

(43)

(44) I < at o] MPHH +‘R |F (%, ¥) | dx dy.
D'une maniére analogue il résulte

(45) Il<al M';*B"“R | F (%, y) | dx dy.
Donc

(46) |(x —y)* D§ Ex (F).s.;m'-M‘“*"”“S!F(x-y)wxdy: Fe® (@ x RY.

I.a relation (46) permet d'écrire
(47) DY Ey(xy) <ol M™HH [z —y] 7.

On note
(48) ha{y) = S (1— A)+ig(x) Ea(z, ) dysye

oit 1a fonetion g{x) est donnée par (34). ) s
Parce que la distance entre supp g et () est strictement positive, il

résulte d'aprés (47)
(49) D ha ()i < ol MEFHIT v e Q.

Soit la fonction

(50) f« () = g(l — A)ntt (ou) (2) Fo (% — ) d5.
Des relations {17), (32) il s’ensuit alors

(51) DY £, (y)) < MIEIS | o |18,
Draprés (17), (48), (49), (50) il résulte donce

(52) iDB' " (y) l < ol Mg’-l'ﬂ'l‘l'l + Mlﬁ'la |al|ﬂ'|3 ,

oit M, et M sont des constantes indépendantes par rapport & «.
Choisissant o = (%, @g,+ s &> 0,00, 0) telle que
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(83) (B +ntmd< Ja| <{(p'|+n+md+1

la formule de Stirling permet d’écrire
(54) IDF (DT B[ +m+n) 8+ 1) APy € Q'

Ainsi le théoréme (2) est démontré.
Remarque. Le théoréme (1) est vrai en remplagant la condition (4)
par la condition plus faible

() IDEDEP(x, Bl < Coa 1 1 E1)7F1 M (1, ) Bz, §)
olt C, sont de fonctions localement bornées.
Exemple. 1/ opérateur différentiel
m 2
(55) P(x,D) = (& + 2 S 4 &4y
dxl'” dxz

est hypoelliptique par rapport a x, si p>m.
Démonstration. Considérons

(57) Px, &) = x| E "+ B+ 1
et la fonction
yo (E"+E+y"
(I=* 5" &+ )"
11 est aisé€ de voir que les fonctions M; (x, £) = M (x, £) vérifient I'inégalité

: ?
5}, 3 =—
(5}, ol 5

58) M (x

- m
On obtient sans difficulté pour |5, | > 4

(59) P 2p—|Bi E2lm || (Efm + Eg + l)l'l—ﬁlﬁﬁ (lxlgﬁ + Efﬂl +

f2—Bl
+a+ ) s )<,

ce qui démontre la condition (H).
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OPERATORI DIFERLENTIALI PARTIAL HIPOELIPTICI

Rezumat

In aceasti Notd se stabilesc citeva rezultate asupra hipoelipticitdtii
parfiale a operatorilor diferentiali cu coeficienti variabili.



