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for all tef, where

.

= {t) = exp ‘ S{\ N o Vs ) rd r}' ds]-
By combining the inequalities (3.12) and {3.11) we lind
DV (e by — DV (g, Ml P A (v

where 778 a coustant which depends of /.

The affirmation is completely proved.

We remark that the operator DV{x; h will be uniformly continuous
with regard to both the arguments {i.e. on the product space L, x 117
if and only if the following conditions are satisfied -

1°. the family of mappings v— DV
continnous, and

2° the family of mappings = DV {x, I, vell is uniforinly  cqui-
continons.,

r — X))

(x, #). heL,is uniformly  equi-
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AnUPRA F—ﬂII"}"'.RENTI.-X'BILI'I‘.:XTI[ SOLUTIENI OPRRATORULLY INTEHGRAL
NELINTAKR VOLTERRA

Rezumat

Se consideridt problenia diferenfiabilitdtii in sens Fréchet a solujici
ecuatici integrale neliniare \olterra (2.1) in raport cu termenul liber, de
care depinde solutia.

Diferentiabilitatea operatornlui Vit; v) este studiati in

spatiul
[._.: (‘\ ;o /) =1,

SUR 1,/EVALUATION DE I’ERREUR DANS LA RESOLUTION
DES SYSTEMES LINEAIRES

PAR
¢, ILIOI

i ¢ Ebri ‘équations linéaires avec
Soit Ax = f un systéme algebnc,iue d'équa e
let (4?1())1#: 0.1 s’a'git souvent de connaitre I'effet du changement des eléine_nts
Ele Ia matrice 4 sur la solution du systéme. ﬁadv'arlagmél (lie lgris;(;ig’gcéz
1 i elav
-stéme 4 une perturbation de la matrice A dépen : L
ldau If‘l)'lil‘?(lllé iuverse.p TPour caractériser cette dependanc_e on a mtéroduxlt
dans‘ [4], (5] les nombres de conditionnement des matrices. En g ljlé_r? )
le nombre de conditionnement de la matrice A este n(d) = [l4| | I,
et le fait qu'il est une mesure du conditionnement de la matrice est une
conséquence de I'inégalité
i : - /5
) .-l_‘__—— (4 4+ E)-1| < n{d)e avec < [_|_A_l|
-l T—mn(d)e 4

oit £ est la variation de la matrice 4 (v. {3], p. 141). Il est évident que

Terreur relative de Ia matrice inverse est proportionnelle au nombre de con-
ditionnement » de la matrice, o ) )
Te probléme que nous étudierons est plus ‘I\)artlcutl}efr gt;(:l f:ll;afn(?eﬁ:
= 0 ]
i ; s résolu d’'une maniére satisfais
ci-desstts, mais il n'est pas réso : )
théorie générale. C'est pourquoi nous allons trouver (%) ?.éxtres méthodes
pour ¢valuer l'erreur, plus convenables pour notre probleme.
§ 1. Soit le svstéme

2 A% =§ avec det (c)=£0,

oit la matrice quadratique a ('ordre N peut étre considérée partaged
en quatre sous-matrices:

3 a-—-(g g)

Aet D étant desmatricesquadratiques d'ordre #, respectivement m, #-F-m= N;




314 C. 1LIOI 2

nous supposons que les éléments de Ia matrice B sont suffisamment petits
relativement aux éléments de la matrice 4; plus précisément, soit

1B

— < 1. Nous nous proposons d’évaluer Verreur commise si on résout,

4]
au lieu du systéme (2}, le systéme:
b A Oum
= C D L
0, €étant la matrice nulle 4 » lignes et m colonnes,

Un tel probléme apparait par exemple dans le calecul du prix de
revient d'un produit, dans lequel entrent les prix de certains matiéres
premiéres, les salaires des ouvriers etc. et olt on néglige les prix des cer-
tains matériels qui entrent dans une guantité plus petite en comparaison

avec les premiéres.
Ce probléme peut étre inclus dans la théorie générale de plus haut,

dans laquelle la matrice non-perturbée est det sa perturbation est

o (O B
a (Om,n Oﬂl.”l].

Une évaluation de l'erreur relative peut étre obtenue par (1) mais,
1Bl
N _
ble pour notre probléme, I'évaluation étant trop grossiére.
§ 2. La méthode que nous proposons permet des évaluations de l'er-
i

| . o
T aw correspond A la maniére

(4) a¥ =, on

dans ce cas, elle est dépendante de ¢ = ce qui n'est pas convena-

reur relative en fonction du quotient

dont nous avons posé le probléme.
Une premiére évaluation s'obtient de la facon suivante. Le svstéme
perturbé s'écrit avec nos notations:

_ Ax + By =u,
(3) :
Cx + Dv=nuw,
ot ¥=(3), I = (), avec x,veR" et y,weR”. Si nous désignons par
E=( 5) la solution du systéme non-perturhé
Ax =0,
(6) - -
Cx + Dy =uw,
alors de {3) et (6) on obtient
(7) x — x=A-1 By,
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(8) y—y=—D-1CA-' By,
qu'on peut écrire encore sous la forme:

x—2x\ (0., A'B )(x)
(37 .')’) a (Om.n — D' CA'B y

En passant aux normes, nous avons:

Ou.n A'B ' ) ) )
NO,,,,,, —D-1C AL—B)|‘<-“A 1B“+”D ICAIB| <
18] I1Bll I1CY
= n{d) ] A4 (DY ”(A)M| l.l.D_”
d'olt - N
U2 =2 a [1 D |l__]
% H S R )|]D|| b

1.’évaluation (9) n'est pas satisfaisante 4 cause du fait qu'elle englobe les
erreurs relatives (7) et (8) dans une relation matricielle unique.

3. Nous donnerons une évaluation meilleure, en imposant de§ con-
ditions supplémentaires. Fn préalable nous démontrerons le résultat
suivant : . : ' .

Théoreme. Soit &= (a;) une matrice quadratique d'ordre N qui
peut élre écrite sous la forme (3). Si les conditions suivantes sont remplies

1° a; <0 (pour 154, 1,7 =1,2,... . N); ) ‘

2°. tous les mineurs principaux de det &, qui ne contienment pas la

cellule D sont positifs; _ _ :
alors tous les éléments qui se lrouvent dans les dernidres m lignes de la matrice

adjointe A sont positifs, - E——

I.a démonstration s'effectue par induction. Soit m = 1, c’est-a-dire
supposons que la cellule D est formée d'un seul éiément ayy. La conchi-
sion est évidemment vraie pour unme matrice d'ordre 2. Supposons-la
vraie aussi pour une matrice d'ordre N, qui satisfait aux cgnd}tlous ]
et 2°, Clest-a-dire, supposons que tous les compléments algébriques des
éléments qui se trouvent dans la derni¢re colonne de la matrice & (donc

—

les éléments de la dernitére ligne de la matrice adjointe d) sont positifs.
Démontrons que la méme chose est valable pour une matrice d’ordre
N + 1 qui satisfait aux mémes conditions 1° et 2°

A ce but considérons la matrice

Pzz]bzn e f’:a..V—1
Psabas - -« Pavar

Pr+1e PNvis . - PyiLNR1
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@iy &y

i o= g — (,§=23,...,N<+1).

a5
L.a matrice € satisfait aux conditions 1° et 2°. En effet

@ij @y — Giy Ay

Py = == < 0 pour tout =7,
puisque a; <0 et a, >0, d’autre part soit:
P'l’:l' . -P:’l ik
w=le oo

Pikil' : 'P'.k’.k

un mineur principal de det € qui ne contient pas 1'6lé
Compte tenu des valeurs des Pi i, il est égal A P SINCEE PRgiA

Q11 By - -84,

. atkl al'*i'l‘ . 'a'.k'.k
qui, d’aprés 2°, est positif.
Il suit donc que & est d'ordre N et satisfait & 1° et 2°: alors tous

les compléments algébriques des éléments d ié
Lt q e la derniére colonne sont po-

!p22 ---P-zu

Binoy={(—1) ,!?51—1,2 PN _

| Prore - -Praan

/"-‘*12' . -f’.\'n,zv

Mais
{ll] (‘]2 . .ulN
an Ags .. dyy

dyy Bivgr=(— 1)V H+ 830 @opae 8oy | = ooy,

iy Epagp. -l gy

ANy ANgpz- - AN LN
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oty E=23,...,N + 1) sont les compléments algébriques des élé-
ments a; v, de la matrice & d'ordre N + 1. Puisque a,, > 0, il en résulte
que %y = 0. Ilest évident que la conclusion reste valable si {=1. On
conclut que le théoréme est démontré pour m = 1.

Supposons maintenant que le théoréme est valable pour une sous-
matrice I d’ordre m et démontrons-le dans les conditions 1° et 2° corres-
pondantes 4 une cellule D d’ordre m 4 1.

La démonstration est analogue. On considére la matrice

‘Iu ‘h: e N—
0| T

gn-1a Ix-12- - -GN ,N-1
oll
a;n AN; . ,
§i; = Qgj — ——= (,7=12,...,N¥ — i}
ayvy
qui satisfait aux conditions 1° et 27, Ln effet

tj Ay ~— @ N 4Xj

gij = ———0 (i =)

et pour un mineur principal d’ordre %, qui ne contient pas la cellule 1),
nous avons:
E(l'- PRI P y]

Giyig- -G i ' .Il 1ig ©h
I (=T ~ 0

any | Dyig o Figiy TN |77
e fy - - ;
Ilkll qlk th .a.“.l . _aN!.k ayn
qui d’apres 27 est positif.

Done @ satisfait aux conditions 1° et 2° pour une cellule D d’ordre
m ; mais d’aprés U'hypothése d’induction il en résulte que tous les com-
pléments algébriques des éléments, qui se trouvent dans les dernieres
colonnes de la matrice @, sont positifs. Si v; est un de ceux-ci, nous
avons pour 4,7 =N
ayx iy = %

oft % est le complément algébrique correspondant de la matrice €.
Puisque ayx > 0, il suit que «; > 0. Il est évident que la conclusion reste
valable si I'un des deux indices 7 et j, ou tous les deux sont égaux a N.

Le théoréme est complétement démontré.

Conséquences. 1°. Dans les hypothéses 1° et 2°, le signe des éléments
de la matrice inverse, qui se trouvent dans les derniéres m lignes, est iden-
tique au signe du déterminant de la matrice d.

2°. Si tous les mineurs principaux du déterminant de la matrice d
sont positifs et a; < 0 (i #j) il suit que tous les éléments de la matrice
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aq ] & SOl]t 1) Sltl LS !e. = (] E iy 1t11(:e <] 5 E:lle
1 omrte Q. S et to i ] elellletlt“- d a4 113 111V erse ll 1§

¢ 0
d 1 (11: tetll‘llllﬂ.llt de la l“atl 1Ce, :

Avaut de revenir a1'évaluation de l'erreur relative de (4) nous resuar-
quons, gu'étant donnés L ve y (of? ' qui sati
1 } nnés deux vecteurs v, (v”) et v, (v¥), quisatisfont a

(a} 0 <ol < off
ou
.!I . 0 .
(b} 0z 0" = f (f=12...,7

r etant la dimension des vecteurs, il résulte
ol < e

pour toutes les normes attachées aux vecteurs.
§ 4. Revenons & notre probléme. La deuxi¢me équation de (5} donne :

y=D"1(w — Cx}
et (7) s’écrit:

(7'} v~ x=d 1BD(w— Cx).

Théoréme. Siles conditions suivanles sont satisfaites:

1", a; <0 (4 55) '

2° tous les muaneurs principanx du déterminant de la matrice, gui ne
contiennent pas la cellule D sont  positifs n b

3% det (&)-det (D) = 0;

4%, toutes les composantes du vecleuv F  sont
I'évaluation de Uerveur velative est:

% —F Il
—_— (4 e
n(4)n (D) D] 7,

rop-négatives ; alors

(10]

En eifet, alors les vecteurs v — v =v et — AT BD ' Cx i

. , 4 : ' = X = v, satis-
font 4 la condition (a) ou (b). Compte tenu de (8), il résulte que la condition
(a) ou (b) est satisfaite pour les vecteurs ¥ - ¥ et R¥. on

A-tBD 1 C On,m

R —
O, — D1 CA B

(11)
Nous avons donc
1% - € <l RE| I RY ().
Mais on vérifie facilement que
RN < B4 B I D

pour toutes les normes attachées aux matrices.

HCH,
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Il en résulte I'évaluation de Uerreur relative (10) qui est, d'une maniére
svidente, meilleure que I'évaluation (9). ]

T.es conditions 17, 2°, 3°, 4° peuvent étre satisfaites pour le problénie
du calcul du prix de revient d'un produit, cité plus haut. En effet, considérons
{'exemple suivaut (v. [1]}, simplifié et conventionnel, Supposons que pour
ls production d'une tonne de fonte o utilise &,, tonnes de fonte (b, <1),
+,, tonnes de minerai de fer, a,, tonnes de combustible, a,, Kwh d’énergie
slectrique et soit b, le salaire des ouvriers. Si nous notons avec x; le prix
1'une tonne de fonte, avec ¥, le prix d'une tonne de niinerai, avec x, le prix
Jd'une tonne de combustible et avee X, le prix d'une Kwh d’énergie élec-
trique, alors nous avons Iéquation

Xy = by Xy e Na Ay Ny Tty by .
D’une facon analogue nous obtenouns les équations :
bas %y Qg ¥y oty ¥y A by,

Xy = gy Xy g X Dgy Xy A dyy W - b, .

X, = @y, X,

Xy = @y Xy b Ay Xy F Xy T+ by ¥g + by
2.3, 4). Nous avons le systeme

G Xp — Gya Xy g Xy — gy ¥y = by,

gy vy = by,

— Ay Xy Ay Xy — Aoy X
— gy ¥y T gy Xg gy Xy — dy ¥y = by.

— gy Xy — Aga Xy — Bz Ay T Ay Xy = b,
avec a; >0 (19), &> 0 (4°) ot ay=1—108;=0.

De méme, les mineurs principaux sont positifs (2°) si tous les éléments
a, de la diagonale principale sont dominants et ce fait est possible dans
le probléeme pratique que nous avons considéré.

Dans un cas réel, le nombre des équations est trés grand et c’est pour-
quoi l'approximation de la solution et le calcul de lUerreur sont utiles’
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ASUPRA EVALUARII ERORIT LA REZOLVAREA SISTEMELOR LINIARIL
Rezumat

Se studiaza problema aproximirii solutiei sistemului de ecuatii liniare
algebrice (2), cind inlocul acestuisistem se consideri sistemul (4). Evaluirile
erorii obfinute pot fi utile in economie, la calculul prefului de cost.
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SOME REMARKS TO THE PAPER

PROFESSOR ADOLY HAIMOVICI,
SUR QUELQUES INVARIANTS DANS LES ESPACES A CONNEXION
AFFINE A TROIS DIMENSIONS

By

VACLAV HLAVATY

Mizar Profsssor Haimovicr,

In reading vour interesting paper .Sur quelques juvariants dans les espaces a con-
nexion affine i trois dimensions”, (Annales Polonici Mathewatici, IIT, 2, 1957, pp. 300-
n3), 1 came across some ideas connected with the topic of your paper which I'd like to
lring to yout attention in what follows. I am using a little bit differcnt notation than

ou did, but vou will sce that this does not confuse the issne.

I

Denote by A, a n-dimensional space referred to coordinates av and

Vo= [y

ndowed with a symmetric connection I, o

Definition (1.1). Let X* (a,b =1, ..., p) bc a set of p contravariant
veclors. Let C

(1) 781 (x, X)

represent a scalar function of the coordinales ¥ and of the vectors X,
~neous of degree zero in the XV, @

homo-
a

This Definition gives rise to the following

Lemma (L1). The p.n expressions

ge 4
X

a
ave components of p covariant vectors satisfying the conditions
, 2
1.3}

v 2 po
X X=X, X0 = .= X, X»=0,
1 3
~he proof is obvious.

p
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