INEGALITES DIFFERENTIELLLS POUR UNE CERTAINE
EQUATION FONCTIONNELLLE DE VOLTERRA
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PAVEL TALPALARE

Nous allons considerer des svstémes déquations ditferenticlles dont
flt, -, 2<ls <2 0} est un opératenr de Volterra

Plus preécisément, soit e svstéme
Y v i) flf, vi{sh, 2= > 20 pour § oy
ol nous supposoils que v est un éement de Tespace cuclidien /27 ot
v ~ £, ¢st wn nombre ixcé,

lLe deuxiciie membre du svsteme (8] sera determine par les vadenrs
de 1oet de afs) pour zoso s =0

Pour abréger I notation nous allons cerire le svatéme (3) sons Ja
forme

(=7 ) = fi () pour £,

Remargquons que étude de ces systemes a dait Pebjet dde nombrenx tra-
vaux, entre autres ceux de Rodoev I Drriver 27 (obianteur a donne
des theoremes d'existence et dunieitd et a applique bl mdéthode dela fone-
tion de Linpounoff pour U'ctude du probléme de L stalalité) er ded Cor -
duveann ] quia ctabli des théorémes «(LUexistence et d'unieité dans
des comditions plus géndérales,

Dans ce qui snit nous supposons que f{¢, 4t est une [onctionnelie
détinie pour £ € fo a) et L € C( v 4] = D). & valews dans 7 ool — o -

lg < ¢ = v et D oestun domaine de £7.

Nous allons supposer gque les conditions d'existence ¢t d'unicité sont
remplies; parmi celles-¢i se trouve Ia condition de continuité de la fonetion-
nelle f6 o0 -0 Mty a) > C( g ay = DY — B
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Nous allons ctudier quelgues indgalitds différentictles pour le probléne
de Cauchy

fe Ty al,

(1
felx iy

Hypothése (1), Nows divoies que f(t ) salisfait & Uhypothese {1} utn
point 1 si Uinéealité .

[(t ) =, #)

a Hew ponr fous fes veclenrs v € C( aa) = D), dés que w om0

Dans ce qni suit nous allons supposer que hypothese (1) est remjHic

par f{t, ),

_ T!\goreme Lo Seda fonction u(t] est dérivable sur 1, a) of sabisfull aux
orcgaltles

. {

(2) A Sl u( ), fe T ).
{t

{3 w{l) > o{), be [ty

wlops, pour toule solution x(Oy du problime (1) qui est définme sur 1y, a,) C
C fpoab, nous avons _
wl{l) < x{fy pour telly, a,).
Diémonstration, Montrons d'abord que (4) a licu sur un certain inter-
valle
{fo. o+ =), > 0.

L effet, dlaprés (3) et (1) il résulte u(ty) = o(t) = v{fy). Si m{fe) = x(t,),
alors il existe = = 0 de sorte que n(/) = x(l) pour f € (fg. fy -F =) Sty =
v{fy) alors, d'aprés (2), (3), (1) et I'hypothese (I), il :mt

] 5
) > g u(3), 2S5 L) > Sl a(s), 7 sty = )
it df

parce que wft) @) pour L€z, £ x() = o) pour fe [%4,] De la
relation du/di(t,) = dx di(t,) i1 suit qu'il existe = > 0, de sorte que u(f) >
= &) pour fefi, t, -+ 2.

Posons maintenant

Al r=sup it u{f) > -‘"(fj» t€ (fay 7t
Alors

flroa{s), 2 s < F) 2 flr xs), 2 s S ),

parce que pour £ €, fy, u{f) = ¢(f) = ¥} et pour € (t, ], ulf) > ()

et par conséquent si f ¢ Ty, 0l suit w{f) v,
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Eautilisant cette indealite ot Vindégalité {21 on obtient ‘ {r) = flr, uis).

ft
. i x . .
7 s = Flrov(s), 2= sl ) = = {r}, Muais. w1 » a, odors, pour
' it
dr moins un o tnddice £ nons avons
3 mdr) = wle) .

T (1) > X (0) fe (. .

Aot 1 resulte

u’u . Caly
()« — ().
iff Il

Do Ta contradiction obtenue on tire e conclusion que Pindgalite (4) est rem-
plic =ur tout {{,. «,)

Remargue. e la méme manicre on peut démontrer un théoréme ana-
losue en remplagant les indgalités (2} et (3) par les indgalités

{2 % < flt u{ - ), de Tl ),
{3 il < plt) le lu
La conclusion seri alors

i+ w(ty < x{fy pour e {f,. a).

Délinition 1, Sefent {; <<l ({,, o € Lo, a)), v((6) 1ne solution du svsteme
fifonee sur g, L) avee xy () = () sur I[., O O dit que x{ty est e prolon-
sement de la solution x(f) sur {4, 1),

Détinition 2. La solution x{8) définic sur (1, 8} s’appelle non-prolongeable
siox(l) West pas wune partic f'une solution prolongeable.

Définition 3. La solution (8 définie sur (L, t,) s'appelle maximale si
powr toute solution définie sur [1,, 1), on a x{{) < () ponr 1€ [, 4

D une manicre semblable on définit Ia zolution minimale. Nous donnons
maintenant un théertme d’existence pour la solution waximale (minimale).

Avant d’énoncer le théoréme en question nows domuons encore une
définition Née a4 la fonctiomnelle f{7, o( - )).

Définition 4. Nows dirons qm’ Sl 5 -0 est bornde s oelle est bornde,
considérée comme wn opératenr {1, 1] X C (i, a1~ DY) = E* pour tont
AN R PWRTIN

Théoréme 20 57 f(4 o - )) est bornée, alors il existe un inderealle 'y, 1, +
0 b =0, it le problome (1) a wne solulion maximale (ninimale).
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Dénionstration, Dapré< le théoreme lexistence (voir par excenple
, N ol e probléae (110 et e probléemee

2ol existe un intervalle /)7,
iy l .
L T S I o entier b e
{71 ol 1
Vil i), (e Ty

Aoau meins une selution, Soient vff) o v (0 ces solutions

La soite v ¢/ est uniformdément convervente =ar 4,4, & 0 1 st

cvident que

:!\,, 3
!IHI (” '_-'IU- "u( : ])

it

da, . I
|_Q| 2zl (na <f(f' '\'u-rl( N ” _E_ e

ot 7

Fioappliguant le theoreme il sait
Iy V(E < Van () < 10 = vy (),
d'on o {f) =
fonctions {v, ()1 vst uniformément bornée.
Des faits que f{f, 50 ) est hornde ot que v (8) satisfait an systéne
(71 i1 swmit:
N I T T RN UL
| off i
pout L by et a0 = My

ovédsulte que laosoite 14,01 est dqui-continue
Daprés e lemme d'Arzela, Dy, (0 est uniformement. convergente,

=~
o= lim v, (4.
1oy
De T relation (10) 1) vézalte (¢ - (7). ol a{f) est une solution quelcongne

du probléme (1),
Fin passant & la himite dans les dgalités

) Sl e Rl sl 90T =1 , fe ity 481
In H
(W G L =8l AT .

on obtient

M, pour (e i, 4y b0 Par couséquant fa famille de
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i ) . .
v(f} = (et - 0 fsoE0 s Le {ltyr
Vi) (|(/', e ad, .
A Hotls sHppesolls  cneore que Ui et Ui esent continne jail fage

Iu\ll an
Pt conscquent 7 est solution duprobleme (B

Theoreme 3 Sowend (0 <8 () les sofpifons maviniaivs, Weifiiies s
ol e probifenie (1) ol respecivement, i probienn

v .
(i it SUlght =1 45 Bl
v b fe o,
e
02 q ) =5
Vers o v wn rdervealle 000 ) o XU - v

Diépronstradion. Choisissons & de maniere que sur Vintervalie . 6, 6
e solutions masinales does problemes {1, (1 et de chacun des probbe
es
Ay ]
JICARY O " e N, e
it N

Vil AN te =1,

cal=tenl

D apres Te theoreme 2 ka suite (4 (00 vonverge amionnemicinl vers la
solntion waxinmale du probleme (1 et conpne =uite doe Pinegalite (120
o v {1 vy 11 <Teusunt

v (f) o v, = Vi) .
a~¥ £

Renutrgue. Un resultat aalogue peut @re ctabh on con=tdérant Ies

selutions  minimaies

Thioreme 4. Lo probline (1) admet dans Ay, iy, d e solibron
st vl (morisale ) noni-prolongeable o), die praldcne. .

Now= ne donnoens pas fa démonstration de e théorcne pares qu el
et complétement analogue an théoréme 2 da a Mo PO Michaiiova
A V.V Padgorroy 3 guioont étwdic co probleme pour Jeocas
dun svsteme déquations 4 retardenent '

Comme 'a montré Roduey B Driver 20 le systeme (87 est
phis vencral que cetut dtndié par les anteurs cite= plus baut
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Théorvéme 5. 50 () st ta solution maximale du probliéme (4 of st g
Jonctwoir ult) différentiable ol avee des dévivées continues sur o, a) satisfuif
anx fndgalités

(13} VU N Le d
ot

(14 ufl) « Al te 2.t

afors

(15) il X pour tg i, al

Démonstration. D'apres Je théoréme 201 résulte que sar 4, 4, - 7,
X)) — lm v o0 vt est une solution pour (7).
o /]

NOoUs 4vons Clueore |

i I
HIRUE Y = 1},
rﬂ : ( - "

eloen prenant en consideration le théorcme 1l suit, gque () = 1, () i,
a la limte, donne Uinegalitd (150 sar /4,1, - &

o+ tu

Démontrons maimtenant que indgalite (13) o licu sur f,, ).

Du fait que Pindgalite (15) o Hen sar 4,4, - hy il suit qu'il existe
un intervalle maximal 4, 7)ot Vindgalité a lien,

Moutrons que £ oo b0 S nous supposons que 1< 4 il suit
it
= ({0 < S, w0 ). fe 1, a),
2 < Sl up ) L )
w(fh = x{{). fe s 17,

Drapres la premiere partie de la démovstration, i existe 4 de sorte que
() < XN pour e T <y et par conséquent w(t) = ¥{f} pour
fe ity T-H ).

Ce fait contredit a définition de Vintervalle 7, 7 qui a été suppose ma-
ximal.

Remargue. Un theoreme similaire est vrad pout la solution minimale.

Mentiomions encore que des résultats analogues petvent étre établis
en considérant au leu de la dérivée ¥(0) Te nonbre dériveé Da{f), comme
Fa considére V.o Lakshmikantham et G RoShendge 4]
dans Vétude  dey  indgalités différenticlles pour  un certain systéame
retardement.

Parmi fes applications de ces résultats, a cdrd de celles mentionndes
dans 2 remarquons encore celle qui se rapporte an svstéme infégro-
difféventict de 1a forme
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1

Des résultats analogues 3 ceux que nous avons dtablis. mads pour un sys-
teme ddquations intégrales
z(r

W o IR s xis)ds
n

out ¢t¢ donueds par VM. Mousacy 09
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INFGALITAYI DIFERENTIALE PENTRU O ANUMITY ECUATIE PUNCTIONALQM
VOLTERRA

Rezumat
Se stabilese citeva rezultate privind incgalitagile diferengiale pentrn

sstenie de ecuatii diferentiale de forma (37 51 de asemenea este ;‘tudl'dtﬁ
problema existentei solugici maximale pentru sisteme de aceeasi formd.



