SOLUTIONS PERIODIOUES POUR CERTAINES FQUATIONS
HY PERBOLIQUES
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s 0 Introduction

Dans ses travaux 127, (3], 141, [3]. L. Cesari aétudidle probléme
He Pexistence des solutions périodiques du probleme de Darboux

0 . flx, voou, i, 1),
(0.2 ux ) = (1}, w0, v) = =(n),

(f. 1, 5.7 des fonctions-veeteurs). 11 s'est proposé dubord de trouver des

conditions suffisantes pour Uexistence, ou bien Texistence ot I'unicité

des solutions du probleme (0.1}, (0.2]. périvdigues de période 17 en x, dans
- - 'i)

r
.

une bande —wwel yoesi Lo, [l (v [2] 31, [37). Tnsuite, il s'est
pos¢ les mémes problémes relativement aux solutions du probleme (0.1},
(0.2), périodiques de période T en v et ey dans —oo <7 X, ¥y < G-,
"1 La méthode ¢laborde & cette oceasion par L. Cesari pourrait étre appelée
ta méthode de 'équation modifiée. Fn partant de I'observation que toute
solution périodique de période 7" en x {dans la bande —w < v < 409,
v a) du probleme (0.1}, {0.2) satisfait a la condition

.
mfy) = =1 fT50v, wlZ8), m(Z0v), w(E MWL =0,

0

I Cesari a considére dans {21, 737 le ,probléme modifié”.
(1.8 iy = Sl v, e tty) — oY)

{04 nix = Tvh = w(x, v, n(e 0) = a(x), #(0,¥) == EHRUR

avee 5(0) = =(0}, pour —w < v < o, VS olt o{x) et =(a) sont des



398 IAN PETROVANI

fonctions (lmmeg-:-:_vt ¢ un nombre positif, S¢fest bornée, continue et périodi-
que en v Ade péviode T, st f salisfait 6 la” condition

OS50 e pog) o Flo v pogy <o M p—=pl-- Mty — g
el s(x) ol <(x) satisfout @ certaines conditions de régutarite i

. : ANk : wnlarild ol exrsle (. Hitls
wie solulion de (O3, (0.4} powrvy r,m’n:l{:mf‘ e i omgtS T ISHER

(0.6) . ONLTTEE Mia < |

. 0y . T R T S - : 5
1(\; 21, 13 ). Une fois ¢ theoréme ¢tabli, le probleme pose par Cesarl est
;_’r.sun‘fnt. pour une fonetion-vecteur m(v) assignée {par exemple wi{v) &= 0)
détermimer z(v) de fagon que la <olution qui correspomd & a(x), =(v) vérific

(0.3 Mo = 0V e 1) — mi vy

(%1 H'I(_\')'E(.),‘Elll)l‘i la solution de (0.37) est, évidemment une solution de V'¢-
quation duitiale (0.1)) Cesari u répondu lui-méme 2 ce 1}}0!)1&111@ :t\._mt“
renvovous a 21 (3, 537 et 4 1] pour toutes les questions L'()II(.‘(:I:l!’l!l.l
ce probleme. Ajoutons que e probléme de Uexistence d'une solutic 2 |
de (0.1), (ll2) periodique de période 7 on v ot v dans —oo < i -\,”<”(i ‘
est considérée dans 41 et [1 . Nous renvovons i ces tru\-amv\ \(1'-”'1-'-1 lese ; e‘ljr
on peut trouver | éguation modifide’” 2 considdérer (lam;’lu;-‘ :-|~‘Lﬁ£1 .
reavoyous & M pour un apercu général (des résult'ut% S
. Dansce Itrra\-ai[, ows ronts proposons d'appliicer la | méthode de U égua-
How modifiéc” pour le probléme aux lmites de . Conlan [G‘] ] '“l o
bl?me de C‘n!llzsn est e suivant @ Trouver une fonction wly, v, .::1‘01;1(;ti]:1l:|)(-'
avee ses dérivées vy, .. iy, et satisfaisant j l'é«luzl,tinn

0
((h.8) Mo — SOV Nz et b, 1)

et aux conditions

(0,9 (0, v, o) 1 (LU O TR T R alv s w0 (1, v,
ou
10,14 v 0 = =0, v}, ={0,z) s(ahy  alwsO0f=s s(x=0),

Le probléme (O.8), {0.9) est équivalent a Péuation

‘ - _ ry oz
(0.11) nleo v, z) =g(v. v gy - g f 0 ST g Lou(E e ),
2k .

i

M (2.0 21 d8dgde

By ) B TS, Y T | ) \ )
2y, v, 2) = 3w, 1) - I e O] 20,20 - a(v, O) — =0, v olo= (0, 0}

SOLUTIONS PERIOIHQUES DES EQUATIONS HYPLURBOLIOL RS KR4

3
Suppesons que s oot 7 osotent des fonctions périodiques par tapport
3o (de période 7). Suppesons aussi quion ait fly - 1) — [E

Mors, si (v, v, ) ext une solution périodique enov (de perade £ on

- f ";,_'-' %0 ({‘(Z._\ﬂ :). CRE lI"r:(z.'_l"l- :‘}-I”,E = {}

Léquation modifice™ A considérer (dans le cas des solutions periodiques
de periodes 17 en v seudement) sera Péquation (1) ci-dessons avee m(v,
dounée par (110}, Le probléme modific” sera (L9), (1103, (L. S on
cherche a démontrer Pexistence des solutions périodiques en et en v
du probléme de Coulan, I'éguation modifice & investiguer sera(b 1H* ci-des
s, el & on pose le méme probléme pour les solutions periodigques cu
Lov et s Péquation modifide 4 considérer sera (L UT*F ci-dessous. Nous
montrows que le programme de Lo Cesari peut étre suivi pour le proble
ae de Conlan,

Dans te § 2 nous démontrons gqu'on peut géudraliser, pour le probleme
di- Comlan, te premicr théoréme de AL K. Aziz [I]T Une simple lecture
dit § 2 permet dobserver que le denxicme theortme de [17 a ausst an
analogue dang le cas du probléme de Conlan. Nous laissons au lecteur la
Jdemonstration de cet analogue,

D'autre part, on peut se poser le probléme suivant: esteeque le
programme de Cesari peut étre suivi pour dlautres types de problémes,
presentant des analogies avee tes équations hyperboliques? Dans 8, nous
avons montré quon peut répondre affirmativement dans e casdu proble-
me de Tricomi.

Aussi devons-nous mentionner que les considérations et résultats
concernant le probléme  de Conlan (que nous obtenons dans les §1, §2)
penvent étre transposés sans difficnlté de principe pour Téquation plus
générale (Glick 7).

”11~..T‘, ::.f(’rlz R PR D SR

oit [ dépend des dérivées dlordre 1200 u—1 deu, les dénveées duns les-
quelles une variable indépendante intervient au moins deux fois ctant les
seules qui n'interviennent pas dans f. La |, clef” de cette généralisation est
donnée par ce qu'on appelle dans 9, po 1297 1 fonction d'intervalle™.

Soiemt a = (ay, .. a4, < b= (b, ... by etx = (¥ . X, et consi-
dérons Vintervalle [ = [a. #] = tx;a < v =< b} Considérons Ja fonction
Jintervalle "V {associde A une fonction définie sur K.}
(0.12) g7y =Y (— 1" qle),

Iy

ol ¢ parcourt les coing ¢ € R de Uintervalle [ ot vle) est cgale au
nombre de composantes du vecteur « qui interviennent dans ¢ Evidem-
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ment, =17 est Vintervalle 3 trois dimensions Vs el N By oDoanad A,
S v ez o condition (113) cisdessons peut ére derite sons 1o forme
(0. 133 ) <7 20 omes o,

o £oestonne constante bornant

L.es membres premiers des couditions (10) ci-dessous, qui dérivent
essenticllement de (1 13), sont aussi exprimables par L, fonction dintervalle,
pour lex intervalles a1 2 dimensions qu'on peut former avee les ménies
valewrs x,v05, Lyvy.s L D autie pard, les conditions (1.14) jonent le rdle
primordial dans le choix de Pensemble X (v, § 1) Retenons done, que la
condition (0,13}, traduite par la condition (1.13) dans le cas »n = 3, per-
met (compte tenu des autres conditions, convenablement choisies) en der-
mere analyvse de développer toute la théorie du 10 Dans e cas no= 2,
cest-d-dire le cas du probléme de Darboux, (v (20 37 Ia condition
(013) joue le méme rdle décisif”. Bn offet, dans e cas de Pintervalle
wodenx dimensions [ — Ty s v Gl v s Va1 In condition (0. 133)
devient e, v @l ) o Ay, v) T d(x, v < 20 Ny
(e’ est-d-dire o deuxi®me condition des Tormutes (2.1) de |2 ).

Pour le probleme de Glick (i quelcongue), concernant I'dyuation ey eno, =
S T condition jelel” dans la généralisation est la condition (0.13), for-
mulée pour un iatervalle & n dimensions. Remarquons d’autre part quu
les conditions (1.5) ci-dessous {qui sont aussi exprimables moxvennant
des fonctions d'intervalle’} Iaissent facilement entrevoir les conditions
quion devea inposer, dans le cas général du probleme de Glick, aux donndes
aux limites,
Stonous nous sommes hornds  au cas n=3, ¢'est-a-dire an probléme
de Conlan, ¢'est senlement pour ne pas compliquer, inutilement. 1'éeriture,
§ 1. Nous allouz établiv d’abord e
Théoréme 1 (d'existence) @ Supposons que a, b, 1 . 0 ef N, K., K,

LyNy Ny NouN Dy Py, Py, Py, ol I Dy =0 sadent des constandes, felles
e

Ky 206 = I, No - Ky - 22K, T 4 Lal = P,
Rt N. -+ 2La < P, Ny Kb+ 20T - LV = Py,
: K, 20T 1, Ny b RW - KNga + 2Lab o D,

No4 N Nob 4+ 279VN T 4 2R ab 2 KT - Kyal - 3Lab ',
el considérons  les  intervalles A 0 v T sy zj == b] ef
R=[0xagLT rls 0, 21 b iyl < Py, (f=1,2 . 7). Supposous

que la fonction-veetenr Sy 2wy, w0y, g, g, 1) soit contimiee sur R
ol qielle safisfasse. sur R, any conditions

3 SOLUTIONS PERIODIQUES DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES g |
{1.2 AT v oz uy. o) = flooy. = m, »
1.3 x, vz ng oo ngd] <

o b condition de Lipschitz dins e six derniers argumentds
I.4) [V, vzt T Ty -y H0) — JIN 0 &ty o itg)

.
PRI ARITIE R

=

Supposens, enfin, que les fonclions-veclenrs (v, 2, a{v, 5) el 2(a, v

sofendt continues dans o, avee !«'mj,\' dEriees s ta Epn T O
ot qi’clles salisfussent auy comdilions

i | . . 1 - o b

v sl &l 2 (ve ) s S| Kyldy— i 12— %

(1.5 w{xy, ) —a(v. nl o oalyy, 7)) 4 a(vg, 20| =0 Nl — vl 5%l

(xy, vi)—=(v, ) () - (v, w) | <5 Kyl — X} [y =¥l

(v, W)= (0, v)= <(T,y) = (¥}, la(vy) — 2] < Nylyy — vl

1.6) 2 (0.2) a{0, 2)= a(T,2) = B(2).
2w = (¥, 0)= y(x), (v
(0, 0= a(0,0) = (T, 0) — (0. 0) = =(T.0) =N,

guels guc soteid 0 o2 X, Xy v T a0V NG M0 —b = 205y,
Alors, si

(L7 oMyt Mor My = L 20(My =M oMo <L M- M- M) = ]

ot

(1.8 ¢ = max {a, b, ah), d = wmax (T, b, Tb} ! max (1,a, Ta),

il cviste une fonclion-vecteur M{xy.z), continue avec by, by, b, by, (b,;,:,
i ’ Y ¥ - —— / ~oo
W, dans A, el wne fonclion-vectewr m(v.zh . —a < v a, —h <z b,
ys 0 N o o

telles que

09 B0, y.2) — BT, 3. 2) = 3y, 2), D0, 2) = s(2), D, 0) = ={, 3),
¥ ; .

(L0 m(y, z) = 0 Sf[i,y, z; DLy, 2), b v )] dE
0

(1) dy (v, an2) = flx, vy, 2, D(x, v, 2), Dy, b b by b, b ] — m(y,2).

[ ] c T < Cest-ti-dive, en prolongeait
quels gque solent 0 < x < 1 |y| < a, |2] < b, Clest-a-dire, en p 4
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lex funetions [ of W pour lous les —u. < ¥ w4, v oou oz o b, Lot == ). {1 1545 Bxy ¥ — B pesd = Dy ) b Plag vl
{1 L2000 00 par périvdicité de /n:r."mfc T oen Féquation (1.11) Al a0 — () i Gae i) [ B
ost wdrifide dans la bande —u < v < v oyl = e o sT b (dont les 0 S = i DLy iy vl 3, =
Jlargeurs” a0 bosont sowmises aux conditions (1.7)). b= LS, —8 N ' '

f"_. i Ny &) — &

Démonstration,  Xous allons montrer (0 abord, que toute fonction-vee

leur li'(\..\'. 2} oqui vérilie vour 0 = v v, Ny, T -« Moo o, Fafin, e (1 R3 (112, :]__-';_] (4. 11 on obtiem
hoomozzo b les relations
‘I)(\. Vi &yt ‘l'(.\'; Vi S) ‘I’(.t’. RESIECTY B v Voo July ‘l](“'-\"' 2
(1.1} D, v, ) — (]l(']‘._\“ z) = ‘;(.\', 2, 1I)(;\'. ), z) == (7(_\‘_ z). (I}([]‘ V1. 8) (l'(“_ Vs 313-'—‘“(“,}?2'?1)
My, v 0} — oy, v 2L RANED 2
it
(113) Wy, "‘ll' 2 b, -\‘Il‘ ) Py vz) - Wy vy g i M{x, y,.0 5, — Ply,v,, 20) — O(x e z) 0 PLE e ) Bl vz
SR LI R V-8 S S | )T O U e Oy, . z, s = - . e
5. vs. 2) Lo 33 24) - .i ($1.0 2] B, v,z - DT v, 2y o DT v )
vy vz 2y — | M=l iz =z, . )
FRL(T ¥ e -
satislatt ausst aux relations o est-a-dire
sl : ) (1.15.7) By, y,. 2, — Py, 22-) o {l)(,r_ Moo 2] 054 ‘h(x,y;’- Za
RERY PBiv, v, 2 ) p \ R .
( : (v a(yp &) — (v 2 — 2l 2l ¢ (e 2)
(Bal-4:2 Py, v, 2) — dw, P Pofy — x, LT ivi—yal |2y—ga) 2 (K LTV =2 181 —%
(L3 Oy, ) — b, ), < Pyly — v, 1 Ly il = 24l
L4y By, v, z) — 2= i3, - 2.,
( . 1 - o ! usquiici, on a démontré que dsatisiait & (1450 (LT46) (1 14.7). LB
(1.14.5) By, . 2) — ti)(\,,y 2) — W(x,, y,, 2) - D {x,, v, z)| = temant, on obtient de (1133}, en tenant compte de (L2 (16) et (1 1).
Poixy — ] 1y, — 1l
= [ § Y I R U - | ARG 1) LR S - U A 0z
(1.14.6) Bl ¥ 2,) — Dxy, ¥ 20) — Bley v, z,) + Dy, vz < (1.15.2) mmdf"”“"‘!;‘ V( .
Po vy — 3y |2, — 2| (Ko 200y v — ) Ty (v 2] (% 2)
s Ay 1 2l : i E
~ . [ !.[\‘3 ! '_)Lb) Xy v, rnf_ll, 0 i, U
(1147 Dlx. 3y, 20 — Dl y,, 2) — O(x. v z,) 4 Dy, Va, Za) | = Kozl L, o | (R A 2L0Y a | Va

. Py v lz, - 2,

(N, -+ WNab | KNaya |+ 2Lal)  x gl 1y ax Vit

De (L33, (1.12) ¢t {1.3) on obtiem compte tenu e (1,17, N maniere analogne, de (L133)0 (11200 (1.6) ot {11 on obtient
IR cre analogie, A50). . )
{1.15.5] th{x,, vy, ) ‘h(-‘l V%) (I}(-\'». V)2 ‘l’(x.,.v...z)
d(a e } e D ) ) ; sox) s b oy 3 Dl v, =z
(I'(-Tl- Vi 0 (l)(‘lr_'!":e- - (l)(ﬁfz, M 0} ) ‘b(x:z-y:. U) ‘D(‘ TS iy, )’;-y ) ':! b)( Vi .L
2L 1 vl [y vl J2] < 200,300~ (v 1) — (x50 = (I - 2D) -

(%o} 12101, — %o [ 3= vl < (R 2000 |1y — 2] 3, vl
Py — x|y, — v

D{x, vy, 2) — B(x, ya2) < (P vz T v 2)
(Na + 2L0) vy — wal (7 1,

Pe Ta méme maniére. e (1130 (1120 (13}, {1.1) on a o i
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R EWRT R O L L s 3} - (v 2] FR U oo v K, w b
TN, - 2L0) Mo vl (N WO =lvozy) sl Koz -2
fo D= /\';c ! ]_,I.?/) Yy — J'gl He [':; I}r. _,\-‘-_'} 16 - (‘I- o . {'._._ =1 K v Y.
il . 5 (3 o 3 e alv. [ . K. o8 o
Ll de (LA86)0 (L12), (1.6) ot (1.0, on ! ! :
oy M ) h{o : b v e v Koy o
Vovo5) LI N DU, w2 ) — b0, v oz} .
U\!.. 2La) 2, Zul ¥ ! - Tl v (V. v Ky v B
.1 ) , . :
L r . Drautre part, en overtu de Ly continnite de fosar Aot de 1a continuite
P L Py, 3, 2] (!]( Fov.z) (1 v 5}, de s o :.l.. fi. A M. Ti. T T OO0 petd trouver quatn f(illt:tl‘nll‘-
b (Ny 4 2La)| 2= 2| (T = v). ;.,,(7,l)_ (-I)..('il, ay(). o (81 continues, monotones, croissantes ot positives
done ~ur 4, e o telles que @ {0 0 i 1203040 et delles quion ait
rl |-"’ 4 (I}(_\. y, 3[} - (l'(,\. _y' 3’_,) ;:,(J!_ 3') —— E:(_P' Za) _ .
VTR, o 2la) |2y =3 oo (N, Rye - 22 KLT [l .5t ) f.l b % e ' oL |
fa '[) i —2, = l’_; 2y 2, _ j( VYLS . ql _!r(‘-,\’, AR Ml el { 4l
L1z Slvov z . . v, w200, i) oyl = o
De (LI5.2), (L15.3) ¢t (L15.4), il résulte que (LIL2) (1.14.3) et {1.14.4) JiO R-NTI T, | B vz, Lt T T
sont aussi demontrées. Enfio, de (1L134), (1.15.3), {1.15.2), aon obticm : -
M v, ) (0,010 (N, N 0 20 R,T Laly z b S -‘3 N .‘;.]l_\’_n i‘_' ik f-y*;.-(!.‘ﬁ { (,\’i ) .
(Ny =k Ky b= 20K, T LBT) v 5 (N - Frab¥ie Sl be Sl el =)
- Wb Ky L 2Ehab) sy 2y 2 (v, 2 wa( 3y 2yl
2 s lv. = suel v, 2a) gl 3y — 84 |)
Da. v, 21| < (D(T.0,0) (Ne = Ryt + 22TR,T -« Lat) 2 gt B '
(N, Wyl 2- VR LOTY v 116G bisl a(x,.2) (Va2 (-Jl.(l.\l a0
(Na | Kb Ky 2Lab) (1 ) e lh o) O T3 RPN Y Vi
Clest-aedire, en tenant conupte de (L1}, (1.6}, on a a7yl ANz e og{lE — 3
7 {2y A (X 22 | & o]z !
(1151 Dy vy, 2 Ny (No4- Rt | 22VRL5 - Lal)h

(N, | Kb 290K T LT ya - 22 VTN, - Kb
PRy - 2Lab) - N N L N VN 2K b
L KT o Kt T 4= Bl == P, .

Tiil e ¥) 71-\(-":-.\’,]: T "'i'.!-\:x R
T wvl =l B VN e Y A TR I
2, ) — v ) < enlly — 3l
Donc, toutes les relations (11 sont vertfices. D'autre part. si digy, y, )
=atisfait aux  relations (.14}, on cvidemment, P =R
‘llJ" F 1)-'" (b- nox [)l' (h-'f._ = 1).n (l).r'. = {)li' (I)j'. o 1’7-
dans 1. Remarquons aussi, que les conditions (1.3) et
régularité imposces oz om T entrainent les relations

Constderons mantenant les fonctions

presque partout

! 11181 P I (M, = M- M) 13wy
les conditions de : l falx) G R o) ] N

ST TV ) SR AU O L) RS TS 1 ¥ A L Y A AR 0 S S
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1t (120 16 h {voz) o W vl 2im— 8y
(LR () = (1 2y | Mao M) [ 1 80u(®) |
2d ont3) | "'1(‘“:;3,} [ (‘”:‘“:. - M0 b 2 l,ﬂj_] G [1.20017) Mzl g5 D& Vel fal 4 At
(L1833 fal=) { M My M) T By {y) (120018 b {y. v 3 b, fa.yzal 3l 7y i
2 ey oy e (P (ML P 20 L
ipels que sowent B I EEPOR / " MMV i : IR
(v L7 et (18] Les Tonctions g (#). 7.(8). ralvh sont anssi des Tonctions By imt)
.'nlli.mm:-.. menolones, croissantes et positives sar 3 an) et telles que [ Pour toute lonetiomvecteur ¢ A onoa, pav detimtion. (1121 ¢l
0 0] .{0) 15(0) 0, (1137, cest-a-dire onoa ans< (LU Done, pour e K.oonoa ( .
Désignons matutenant. par [0 Uespace lindaire des fonctions-vecteurs th, P, Iy ., .. I, b, Iz partoud
iy, y.z), continues avee leurs dérivéesd,, b b b b osar o, et fens 1. Par conséguant, I fonction Fiy, .2 A voz: .y ozl
Jdefinissons Ia norme ] dans B opar l M (vl vzl oest uue fonction continue sur [, ot Ven a cn plus
Fiv, v, 2) L Done. la fonction
1119 Leb sup ) osup | b osap o s by - /
sty (]ij_l - sup E([J_'_zl ! sl [l']':i- (1.21) it [_.‘,_ =1 ;o | |f E-_\’,Z: th:_i._y. Z) b |::..__\) el
ol supt e mpporte A Tintervalle A el ansst o wie fonction continue pour w0 v oo, i = bt om
Désipnons par K Uensemble des fonctions (v, yoz) € B salisfaisant
a (L2000 (LU of any Tuégalités (120) gut suivent (1.22 wrly, zi fis
an ) ) nelle c w0t WM It Sine, o fonclion-vecteur
{12001} Dy v — v, vog)lc o {la, oy, pelle que soit @ e Ko De mame, fa o
(1.20.2) L R B P A B e P 231 W z) = a2+ el e sl y) o s(0oz) - a{ Ol
L2003 s s oz) o= ib z)| i o i A . . |
(v xg) =ty o2} o Daiv o wf O - {00 o R T (E e T
(52004 Dy yz) — Pyl wsl = ag (v — '), .. e .
3 . l . U | (e, T d Tdg s
1 1.20.5) W, veoz) — Dol vzl oo (], — ),
[1.20.6; D xppz) — Oy 2 200 o vy ved continne sur oavee ses derivées partielles
oty o~ - ) 5 | .
[1.20.7) o(vm) — by a2 Py — il (1,23.2) V(e @)= m (8] 5 syl = oade O
(1.20.8) I (v | N T R o ) ) )
Ve Pyl 1 2) = Dol v 27 S el — 2el), R TR R4 PN LR 03 i SR CRA TR R D
{1.20.9 Dy vz = vy s i Pl - v n
(1,20, 1ty Pl vpz) — Oy v b an nalin - M) L1243 Wl v, 8] FR AT B N R U e (L)
P . . e - - g
(L2011 (I)x_(\,‘_\r“;:_)—([l_l,:(_\,wv_-,.g,”\__ ,Zl,b;] — Y : AN ‘1'(2._)’.:::'. a2 v D) iy, _)"d‘f{;,
(1.20.12) Do (o35 — D (v <nlly — ) s
, B . ) L1y ] g PR T ol = (€Y, 2
(1.20,13) ('I)x(x._}’~ 31) o (D.r(o"':_',V' 3:)| = —[')lil’?'l o Z._.! . (.25 4 | (1) £ = =) 3 (x. 3 =l
X ~ - Y ) e
(1.20.14) By(x, y. z) — O x. v, 2} < Poley — V1S ez iGonat o 0(in,2) ) — mln. 3)ilnd 5,
Y, F 2 B

1,20, 15) ‘l).(" y. ) — W, W 2:)' . ".:c(izl — ). T Matemutica
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ko B

(L2350 Wdwy zl==z,0v. 0+ 7 v 2 Doy, D, By, D)
n

mi(y, Zhd 7

(1.23.6) 15 {v.v 3 SO - KT R R A iy, X ‘l'(.\..‘rl.zl_ .‘I’__(l. |

(L2370 oy, vzl = sl )+ 0015 vz (5 v b (2, v, 7}

Les reiations (1.23)  définissent une  transformation &4 — b ot
evidemment, & méne I odans E. Nous aflons  montrer  maintenant qite
womene Kodans K, Cest-d-dire que la fonction- veetenr 1 of ses dérivies
définies par (1.23), satisfont aux conditions {1.12), {1.13} 1 {1.2000) - {1.20018),
Diabord, on obtient de (1L.23.1) ot (1.6)

{]24' lll(”,_y, 2} = ‘] ‘(T. ¥, ozl ‘;()v‘ =, .I'( \, U_ =l r;(_\" -‘-)I
v, v. 0) = (v, ).

Ensuite, on a de (L23.10). (1.22) ¢t {1.3

11.25) Wlvye yoozp = W vog) =T g 5} — (v, M) -
M e 2] v, vz (4o oo ) —Fla v 2)
. .3_. §. il LFUE, o, T @3, 7, T o N |
X ¥ 23

H![Ti. ::J' 7 dfl :lzla ol e ) Ll Z— 2

Clest-a-dire, 'W{x,y,z) satisiait aux conditions (131, (1.12), done elle satis-
fait aussi aux conditions {1.14.1)— (L 14.7). Mais, puisque 'I'(x, y. 2] satisfait
aux conditions (L3}, (L1451, (L14.6) ¢t (L147) et que ses dérivies
W Wy, ML T L existent et sont continues sur L1, il résulte (e
Vix,v,2) satisfait aux conditions (L2023, 6, 7.9, 11, 13, 14 et 16).
(Ceci peut étre démontré, dailleurs, directement, on partant des formules
(1.23).

Pour wontrer que § mene & dans K, il nous reste a démontrer que
la fonction W(x,y,2) donnie par (1.23.1) satisfait aux couditions {1.20.1,

4, 5,8, 10, 12, 15, 17 ¢t 18). On a dabord, de (1.23.2), {1.16 his), {1.17),

{(1.4) (et des relations (1.20.1)—(1.20.6} et (1.14.2) qui sont vérifices par b},
compte tenu de (1 181)

& N o TR b LY I e T milx, i m( v, 3
fay. v ETL BT 1) a0 (v 0
B s g W . ) {0 R
I.|
Flocione® vty v 5 b (va o TH S iy
deillx, ¥ f ( ISHIRY 1§ o LIRS i
1]

{11, My o= Ma oy il d T dy,

Sen (] vy a5 ale] on Xal) =y (Fh v el
(M P = MR- 200 L [y — v alif M, M,
M) el ) e, i ik et ol vl

Foes TG A= )l f My Pl A P 200 LY [vy—x,
[ LY P . - [ ¥ B il = (=l

manicere, on obtient

Cestededive U, v, = osatisfant a0 (1.20010). De Ia méme
Sestediedire {x. y satisfy S

de (1233)0 (116 bis), (1171 (L4) {et des relations (1.20.1)
FE R qui sont vérilides  par ],

Eilagamey — V(i s o (| — X §oio{ivy— a2y

g Dalag — xahh b (M -0 Py | 20 LYy

ul FLY PR ¥ S S ¥ 9 A bl Jon |, — a0
(A P+ M P,

¢ oyl — ) b ol v — )
2MoL) |y, iy el.M, A FECRt R V) ) R S v
al R
. . | . = g e ; . ) L
doue Wy, v, 2) satisfait ausst a (L20.4)0 Bnopartant mamtenant de 11.23.6
el en procédant de la méme maniére, on abtient
Yoiv, v s — N e v sl bl = %),

cest-dedite, 4 vérifie (120030 Démontrons que 4 satisfait o (L20.810.12)
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Observons dabord quon . en tenant compte de (L2101, (1.17), {1.4) {ct
des relations (2 207) (120002) et {(1.14.3) pour b e K, ' )
[ 1.26) i, s = T T B L A U S TR

P (I3

ty
s,
N

LR TR S LU P (Lo ) iidig

a2 ) ey v yob o (M Db M P, -
FOM LY [y — vy o (My e My 2 M)l = ).

Iy autre part, en tepant compte de (020, (171 (3 (et des relations (1L20,13)
(1.20018) ot {1.14.4) ponr B¢ K), on a

(1.27) ni( v,z ui (v, ) eg{lzy — =) - oy (Py 7 — =)
(M, |- My -4 2M; L) |z ~- 2
(M, +— Mg - M) naflzy — =)

AMaintenant, on obtient de (1L23.3), (116 bis), (1.17). (1.4),

(1.26),
(1.18.2) (et des relations (1.20.7)—

(1.20 12 ¢t {1.14.3) pour e K}
Mdx vz e e ®) 2 Ben{ vy el | E ne(yy, 21— m e, YlATd |
b0

Po( (v yo iAoy vy ya ) (M, 1 4-M, 3 5-

Sy s
T e, b1

+ 2ZMLL) vy s (My - Moo M) oau( - v )) d3d% <

3oy — wald - 2Ly |1y V| b
(M, P+ M Py - M, L) Ly — vy
2rf(.M_; ."45 - M.« ( Yy - W) = Ti:('.yl v, ) ,

oy (1 W — vl

done Wia, v, 2) savisfait 4 (E20.8). Fn partant maintenant de (1.23.5), puis
de {1.23.71, on obticut. ¢n tenant compte de (116 bisy, {1L17), (145, {1.26),

(1.18.2) (et des relations (12007)- (1.20,12) et (L1431 pour b € A
e, o 200 w3 2l = )
s

alx v 3 e y..8)) « "'i:.'(l."l ),

elest-a-dive b osatislait O (1200100 et (1.20.12)
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Fafin, en partant  conséentivement de {1284

(1.23.6) ev (1.2

3.7).

on obtient, en tenant compte de (116 bis)o (117, (1.0, (1.27), {1.18.3)

(1.20.18) ot (L1144 pour O £ K oles de

A .‘-4\\(#11

(vt des relations (120.13) -
relations qui nous manguent,

b I O S B I O U 7 (13 2z, ).
Lol aallE 2},

ll‘,\‘:("'- ¥ ‘?_')i 5 Tm(lzl — 2 ).

N vy

Done, la transformation & mene A dans A,
e fransformation continie de K oa N, dans la topologic de la norine
fin effet, pour 4y, ¢ K on a

7
i (¥, 2) = e (¥ 2) a1y =y ) - S My

Pt
—

oy ([0 — gl o ( W‘ M) iteh, W,
IRIEEIEN

Py 2] —Walvo w2
b

B
X A :I o T l . "
§ { (1 ey (D, —hyf)) Ly, —B, | Y ML T dy, dz
g0 0 ] fo |
‘..!ab'l'[(-u{ |, — i) + [y =y X MJ»I.
j=

On obtient de le méme maniere des  evaluations  pour

Yp—1al, . ‘1"U,:—‘I'3‘1,2 Pur exemple, M b <0 20 | oy

£ 1!:-: i (]l — &Py i|
j"_

S odams ces indgalités et en sommant, on abticny,

voir, |1 = Wil a4 Do T - ab e =BT - ab Y by D,

(v),(;’." = ml(l._l 1 1, 2' “Il

ufin, N esf, '"'m’ maent,

ste de #. En vertu des conditions (L) et (1.20), et des conditions
F LSRR (¢ [ Dooqua sont vorifides par toute fonetion e N, en

Ko est compact (\.I’lt(_rt de convergence  uniforme d Arzela
danis la dupologie de E.

nieres

Dautre part, @ pdselle

de N

|
d7dedz I -

o
oY

'l -1»\ -~ “zx I

tI)l

v M I ete, Ea passant @ la buorme supdrieure sur

comnie 13 est facile @

b, ol

wir ensemble convexe el fermd dans ta dupolo

U
seihle

Ascoli)
selon de théoreme de Schaunder I transfornmtion
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aoadmet au moins un ¢édment fixe dans K, soit vy z). Le théoreme
I est démontrd.

Remargue 1. Les conditions du théoréme T niassurent pas Nonieite,

comme 1l est montré par Pexcuple suivant, Prenons =1, a=l=
v o2) =y 2) “(xovh Ot f{x vz 0y, Cig) e gt sin 2=y pour
O- x = et pourtous lesy oz, .117. Alors Féguation g, =~ ' s 2xx

admet la solution @ (v, .2} 0. Ele admet en outre la solution ,(x. y.z) =
(Gd=2) Vzizy y sint mx, pour O Zx o I, Sl |, =1 2 L Dau-
tre part, ot by vérifient les conditions aux limites et on demontre
innddiatement quion a o {v.2) = (v, 2) - pour —1 = vy b —1 &
1. On peut |)1LmiIL alors K K‘. K,— N, =: =i

M My=M,=M; = M, =0 ct [ — FANT=1 R L

Py=r=1u foutes les conditions du thu;rum I sont remplics.

Théoreme .o S0 foules les mnlih’unx di Théoreme 1 sont virifices

ol sy (8) = MY (Cest-a-dire Jonetion flv, vozouy, oo ug) salisfart a
e condition e Lipschity par m/J/mr! a g, alors it e H\!(’ e senls June-
fon=vectenr Wx, y.z) conlinue avee ses dirivées B g bbby N

b, sy A, el une senle fonction-vecteur (v srrlfxfu.".\‘mal i (I.S)), (1,10},
(LA, Euooudre, da solution (wnigue) du probléme (L9, (110}, (1.11)
dépend d'une manicre contime des donndes anx Hmies =, 5, <
La ddmonstration du théorénie IT repose sur un raisonnement typigue
pour un tel gewre de problemes (v. Th. 1L, I de [2], [3]). Cest pour
quoi nous omettons de la douner, (Remarquons seulenwent, gqu’en imposant
des conditions plus restrictives aux constantes de Lipschitz, on arrive faci-
lement a démontrer un théorécme dunicité par le prineipe des contractions).
1t est naturel maintenant de se poser le question st on peut choisir
les donndes aux Hmites z. s, = de Tacon que la fonction-vecteur m(y.z),
=iy o, hrgsis b, prulm des  vateurs donndes d'avance. Nous
nous bornons ici & indiguer un cas ot mfy. 21 =0, quelles que soient z(y, 2).
s(v.z), T{xy).

Proposition 1. Supposons. cu plus des hypothises du thioreme 1, que
[ 5. =, solent définics pour 5 osx < o of piriodigues, de périede
Ioen v, Supposons yi'an ait

W USRI TN IO TP TINEy TAO T I F O U S (T [P T TP (PN (P
n{—x, 2z} = ofx, 2, o X W= o{x vk
Alors, il existe une solution u(x,v,z) di prabléme (1.9), (110}, (L11) paire

en v, ol telle qudon ait m{xv.g) = O (of done, Uéquation qu'elle wérific devient
== f).

Pour te démontrer, considerons le sons-ensemble K de K forme des
fonctions @ ¢ K pour lesquelles ®{—x, y. 2) = P(x 3,2, Alors on a pour
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toute @ £ K, b f— ¥, vz hx vz DX, v, 2) bofx, v, 2} ete,,
et, cn notant Fix, y.z) = flr. vz Ole y o 2), Olx, v z), . (a2l ]
o a f{— x, »y 2 Flx, y 2z, ot dong,

AR =1 ( 18 {EI v, 2)dz =0

o

pour e K. DVautre part, on voit immediatement que tate ansfurmation
§ deéfinie par les formules {1.23) méne K dans K. Le reste de fa démon-
stration «du théorcme 1 u~tc tel quel.
Le théoreme suivant est un théoreme dexistence des svlutions du
probléme de Conlan, pérodiques cn voet < (Comparer avee H).
Théorime Fo, (existence) © Supposons que b T = 0 et Ky, K,, K,
LNLNGNGING PP P [_. | AT A O sodent des mmmnha telles G
K, - 4Lb <= P, N, RS-l T L2V KT LT Py

Kot QORI N, o= K - 27V K PILT o Py,

Ko=ler 2L T 1, Ny Kb+ 22 K, T+ 2L6T <2 Py,

Nyl -k 220N No) o= BN, 4 MT(K, K, -2-t T2 K, -
e 2 P

of conshidérons fes infervalles 1% = =y T lzlg_ bJ el

R"z‘ =W xs 1, 0 vy T 2| = P, (z L2, .00 Sup-

USOHS i a"(I fonm‘mn -veclenr flx, v, =, uy, w0, iy, 1y, Uy, Ity Uq) SOIL Cotftine
sy K= of it elle salisfasse, sur R¥, aux condiiraons

f(I, y, 5, 0, e cus) = ROy, 2y, w0

3% .
1.2) fle, Tz, 0y, g, o0 i) = flx, 0, 2, 0,1, -, TR

o (L3) et @ la condition de Lipschilz dans les six derviiers arguments (1.4).
Sipposons cucore que les fonctions-vecleurs (.2}, a(x,2), =(x.%) soient continues
sur A%, auee leurs dérivies B0 Fu By Os O Gapy Too Tys Try ot qu’clles salis-
fassent anx conditions

(3,00 = =(0,3) = <(Ty)==() (2 — «m)l < My — 2l
(0, 2) = (T,2)=a(0.2) =

(1.6)° = o(T.3) = 8(2)., 18(2) — Bz < Nolzy — 7l,
)

a(x, V) = =(x,0) = %, T) =v(x), Ivlx, ;
2(0,0) = (T, 0)= {0, 0) = 5(T, 0) = {0,0) = ~(7, 0 =
(U, T =N,



341 DAN PETROVANU

gitles que solend 0 xoxn x0T 00y
Adors, st

{1.7)* 2d{M, A= M; 4+ M) -2 2d(My - M, M) 1
driM, M, M) l,

o1t

{1.8)% d — max {10 1h, r— max {1, T,

o cviste wne fonction-vedlear Dy, y03) continae  avec W, (b, th, oy
D dans AEof tross fonctions-eecdeurs m (v, 2). mg(x,z) of mg(z), 0 ¥y < T
O=tv=t T, — b zm b felles que

D), y, 2) BL v 2) (v, 20, Dix. v, O = 2{x, y),
by, 0.z} = d(x, T, 2) = &{x, 2),

m(y.3) T JR e O yz), L (I 3 dE

1
(LA angxozh 000 [ a0 ix, q.2), L (3 1 2) D,
]
i v 7
i, (z) T2\ M e (I 2), (B ]y d
uon

ef
(1L.10* by, (x.y.2) f X V&, GI)( 1‘,’\;'3;!, ., (fly. b, < 4D, (I,sz‘l o
ny(yez) = m(x, z) - ozl

queels que sotent 0 T 02yl 2l b Cost-a=dire, cn prolongeant les
Jonetions [ o @ (pour fous tes —w < x < 4w, —o <y < w5} < b,
" P (i~ 1,2 ..79)) par périedicité de période T en v of en v,
Uéquation (1.1H)* ost "fr.rj:u dansiabande —v < x < d-w, —w <y < -
2 bo(domt la fargenr est soumise aux comditions (1.7)%), i

La démonstration du théoréme I# repose sur les mémes arguments
que eelle du théoréme I Les conditions ¢toilées jouent le role des conditi-
ons sans doile (portant Ie méme numéro d'ordre) du théoréme 1. Les condi-
tions (L.7)% sont imposcées par le choix de certaines fonctions Ty fias Tigs
Jouant dans le th [* e r8le joud par vy, 0. 75 dans le th 1. o

On peut démontrer maintenant le théoréine suiviant.

Thitoréme 1= N7 fontes les conditions du théoréme 1% sond wérifiées el
st da fonction-vectenr Pl vz uy . o) salisfadl, en outre. d une condition
de Lipschits par rapporl i ny, alors i exeste nne senle /nm!um vecleir Oy, p.z),

.
14 SOLUTIONS PEHIE I_)Hl(;l'l sODES FQUATIONS I[\ PERRBOLIQUES KEh]

continare aeee Wy, by Ay by s el .\-uhﬂ\:/}ri.\'.m{‘ a “"L)I.::.:..' (1,|1||)-:::::
CLANE En oudre, o \alutuu (niquey dn /mah!run' ey (L (L n

o continie des denndes any liniles oo, ,
Om o oaussi b Proposition 190 Nupposons, e plus des hypotheses du

e 2 . T NI {e ,c'mn\ oty fe X T =L i
horime 1E que f0oa0 g0 7 snrenl defi
v 2 0l /uuuu'-.,ur. s de piriode 1o en vl oy Nupposais quon m[

o H5) = -

Jlex Yoz, Moy Bty Hry, i,
fla, 3oz eyt My 1t Mg, i),
fiv. ST TRUR T [ SO | PO/ PO 'Y e} = —
= FLv. wo ot fa My, G0 ).
alx2) a2, (xSl s(— wo2) =z 2)

sududion ll'(r-v,‘_} du /)ruhh‘m.' (LY (Lo, (1LU)*,
arl =49 nu(x.zy =0 my (2= 0

el —

Uors, & eviste wne

satire en x ool en v, ol telle qidon

o done, Uégnation qu’clle verific devicnd U, .
Nous donnons, enlin, un théoreme d'existence

=

probleme de Conlan, périodiques en xoen y,oen o2

‘ﬂ/"/)(l\!” sque T 0 o Ky Ky K, 1.
P. O soicil des vonstanies, {el-

pour les =olutions o

Théordme 1%% (e \imnu' :
N, Ne Ny Ny P P P Py P Py,

RANULE K, 1LT I3 N. 2-5 (N, | K. - QLT o Py

Koo MT < Pe. N, 2 VTR, ¢ Ky R2LT P
b Ky “4LT < Po. Ny = 20 T(K, = Ky ok 2LT < Py

N, L2 VTN PN, P NG 2 TR Kyt Ky SLTY < Py

Oy T, 0oz TT of R*¥

P2 LT Supposons
iy, 1) soit cortinie sy

ol consid froas h'.\ interralles A%# Boox Tt
U x T y=T, b= zT: (1, P
fmulmu eelenr f(x. ¥, 2, Uyt My 0y, s
:! gu'elle satisfusse sur REF gy condilions

(U 3 201, T B 1 (L N S-S TP TS
(1.2)%* flx,Tizs n,, citg) = [0z g, i)
Jlaov Iy, TR 1 E L LN T TR

£y derniers arguments
3 fa condition de Lipsclitz par rapport i s
PLS) el a e b vicrs i

(l.4). Supposons encorc que les Jonclions-vecleurs =(y.2).

5 3 13 - - N Fier Tris .
cotent continues sur LFF avec lewrs dérivées sy, . Fve Mo To Tuw Te Ty
o of quielles salisfassenl auy conditions (1.5} o

xY
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quels gue sofent

Alors, s

(1.7)%

(i

“ S) el

“’ t \{fSn'{, I fUJ CrON-Recie U(.\. \,6). Colbi e aved
o 4] - ’ [ S l’I S=eelin 2 }
l} ey "I 5 € SE GHCTTONS [} } 1,5
¥ /) j { s ‘Ll(yl")' J.u( I

0

4“:‘:"!2

4r{M,

-“[. X, X

M,

'.E”, y) =
G{O, 3) =
Ha ) —

20 =2(T)

N i

N,z — 2,

(T

(7. 3)
(

X,

7)

I

+(0) =

T _1'2 N

1

Ny vy —x,

M) -

M,

r

T,

“ b )'l-_}’g._'}’ -

l' 41’("]‘(:: o JHI
.:"‘r’f:) el

max (1, 14,

q'ld-.-: - F

a6{). iy, O YT, 0y T, 022 T, felles que

. 2,

(1.9)ne

{1 1o

walx, ¥

wylx) == 7=z

Ui, v, z) =
Ux, 0, 2)
(v, v, 0) =

— =1

agn ’ el
= J=1 ( fxn oz Ux v, 2). .
i

= U(x. T z) = o(x, 2},
= Ulx 3, T} = ~(x, y) .
Hiv.z: ULy 2) Gii(Z. v, 2jd:

=11 { [y, 0 U(x, 3.0,

L]

s gl UlE g
2.0 UL v,

Uz 2) il dE

U250 0dT drn d 2

Ulv U' U' UT_:') U‘.t'u

N R U AU s (v,

5 HYPERBOLIUES $47

SOLUTIONS PERIODIQUES DES EQUATION

(s Uy, yos) = fxo o3

reels gue sofenf W= x = T, )
.':.\fum'!iun.\‘f:‘! {" par }'h"rtlr_uff't'f[c; de période T en o,
[l.] l)&» ot ?‘t:I’I:fI-r"(' g

de T solution Ulx, vz
dition de Lipschitz par rapport a la

une

Jes solutions periodigques <
ot un analogue d'un théoréme établi par ALK

Uix, v, 50, U UL UL Uy U.. U -

— uy{y. 2) dalx, 2) wa(x, ) Ll x)

Cua(v) 0 wal®) e

¢ est-d-idire, e profongeant
en v ool en oz Uéguation
5

O v ez T

dans doul Uespace —w X8 <
¢ d'unicité et de dépendence continue
6, = s f satisfait aune con-

O peut aussi ¢tablir un théorém
Enifin on peut établir

7.2,7) des donnces ¢,

variable u,.
proposition analogue aux propositions 1 F

§ 2, Dans ce paragraphe, nous donnons un autre theoréme dlexistence

u probleme de Contat, Ce nouveau théoréme

Nziz 1 pour le eas du

probleme de Darboux.
Considérans le probleme

(21 : :
) e ng) = [l D, e e Ua Hay, Myei My} —
1 7 . " . -
T{f Soyozs u(Eys), wl(Eyoshoo Hel 2, ¥, 3) ) d3
1]
(2.3 w0, y. 2= a(l y, 2= 2y 3
{2.3) u(x. 0, 2) — alx, 2. w0, y. 21 = <(x, v},

ou 2y, 2, alxy) (X, ) wont des Tonctions-vecteurs donndes et coittinues,
watisfaisant

(2.4 0, 2) = o0, 2. sy 0) = {0, ). o{x V) =z

12.5) a(1.2) = alh gy, (T =),

ol flx, w3 it i;) est une fonction-vecteur definie pour 0 = x = T
y o <a, & = b < 6 (f=1,%2 .., 7} ¢t telle qu’on ait

{2.6) AT, 3. momy, -t = fl, vty o0 )

Plus exactenient, on cherche une fonction-vecteur u{x, y, &), continue
avee ses derivees iy, Mo, i, Moy, My, 1, €T satisfaisant & (2.1) (2.2), (2.3)
pour 0= x=T, |¥ =Z«, 2/ = b, Diésignons par 30, . B.0 les opd-
rateurs



AR DAN PETROVANU

(Bl v.5) o o(v2) 4 a(xz) & R By () I S Y P T

*0. ] O - ‘g \-‘ f 002, e, 21 uds dr o %

{13;-“) t-‘“. v,z 7

(Bal) e v 20— 2(n2) | daey) = = (0, ) \ § Oy atds,

(2.7} {B,0) (x 3 2 v g - oafx 2 — s.(0. 2] “ )\ 0%, 4. 2l de d 3

(B,”] (-\‘. . z} Tay (.1'_ ."') TI' j‘ {} (J:. v, :::I Frind
1]

(B0} (x. v, 2 a (v.z) - ‘ O{x. 1, 2} e,
0

(B:0) (v. 3. 2) = 2, (v 2) S 0(%, vz 2
n

7o 7 sont des fonctions continues avec

o Ty Tay satisfaisant 4 (2.4) (2.5), toute solution u{x, y.2) du probleme
(2.1), (2.2), (2.3) (dans le sens préctsé ci-dessus) jouit de la propriéte que
Pl yz) = u(x,3,2) est une  solution continue sur 0 - x :

Alors, si T -

’.,V' y if
2 << b de Véquation
(28] /)(Y y. 2‘.’] —f(x. R H]/) Bg/’. Ba/): B./’ B/’ Bu/)' B-‘-/‘)f
| 7
S v 2 (Bopi (S 2, . (Bopl (2 p o2y ds
T

Reciproquement . si MEv, 2] est une solution continue (e U'égpuation
(2.8) ¢t 2 4 = sont des fonctions donndes satisfaisant i (241, (2.3), alors
(Byp)(x,y.2) satislait, evidennment, i (2.1} ot (2.3). D’autre part, on a. en
vertu de (2.7) et (2.8). (B, p) (T, », 2) (B14) (0, . 2) =0, ¢est-d-tire
{BP)x, p.2) satisfait anssi 3 {2.2). Par conséquent, e probiicue e Uevistence
des solutrons du - problime (2.0 (220, (2.3) se reduit an probdiéme de I'existenee
des soluttons continues de 'éqnation (2.8). Désignons par et Kles intervalles
A Ogx T, » o, Izl = ) R mx=T, u; |zl o= b|nyx
<6, (F=1.2 75770 On v noter P (Hy) et (Hy) des hvpothéses sii-
vilntes -

;1'(_1'. 3) ! 1 (.'l" _\J) & s {(_(l: i‘ S “(’\, 1 8| :i‘:f!{l
nou

TONS HYPER BEN
SOLUTIONS PERIODIQUES DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES 1

23
sEeontinge sr R, el
(H,}: La fouchion-vecten flvvez ot oag) st contir " ) )
I . . ) : o . ' o
o oa pouwr UVez x=T. |p a. & by €. — €7 =2 A0 :
0 { o 1
b l) : ) 7..
{j— 2 i |
(2.4 o yosony, g i
ot o
S ) S My U
(210 JAC W By My U T M) — fle vz, i, e Ty Uy T, 1y

T f—
}_: j ( Wy — ”_f' .
=y

3 . ' T £ o
{t, (j— 2.3 7 sond des fouetions nan-decroissantes, Jr:(uf ruf;r‘f;u ) _:7)
i w0 . : 3 ! ) (), } A =
:'l:ui-'Jr'lwin'sjﬁrmr O w oft) =0 pourl O o, (0] ]
Far ooubre, onoa

' A T TN RN L NI T its]
21 Aoy syl = [0y
s Forie fu g it of b ) G
oS } .2 T Vst continues avec fears
(FL) @ Les fonctions 2(y.2). o(¥.2), <(X.] : b, I onire,
. oo Oon Ty T Ty Thy UM O T, Iy a, |2 B U TR
e (el . ’ = Gply | Tale [Faziy (Tx»

< ;\lf'— sup {2y} s{x2d el (sl i
A

Titax [ Tmmela . O o

2 ] N 3N 4- 26T ¢y,
TN & 2abTL = ey, BN 5= 2abl. ¢, 3N ,')T‘r |
(212 SN - 2aTl ¢, N--20L e, N+ 2ol szep. NLUTL o g
i inue pla. v, 2 I
Remarque 1. Pour toute fonctionsvecteur continue pla. vzl pot

laguelle on o«

- 3
(2. 14 ple. vo3) 2
st L on g aussi, en vertu de (2.7) ot () — {Ty

(B, p) (x. v.5) cy |Bup <o Byp gy 10 p iy .

(2 b B./J . B“/’ o, B;P Lt

: Ly of salisfui-
an . Done, guelle que soit e fonclion-veeleur /’(-1]._\. z) rl.”;“””(‘H‘;))\(H\-!:}f;
anl @ (‘_’.135_ la fonction [ x.y.: :(b’,p)(x._\'..z)‘. (11)2{7,31(;:\:.1- y -)l..\j '.f”-pnfh,‘-s}-_\
esf e fonclion=vecteur continue de (xvz) sur o f A
(1,0 of (H,) solend virifides.

rilices L opeud,
Remargue 2. 51 les hyvpothéses (1)) o (F,) s~ont verlides, on pu

1
: 1 i N * * lta
cvidemment,  trouver une fonction  Q(3), telle qu
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Flxo paauny: Mol — X o momy i) s Q{x — )
(213 SErEan - foyos e w) < Wy — »i)
He e el — fleo v 3 omy )l (s — ).
flx vz iy u - e Ty o )] e Oy, — )
141 l r
sy, 31 — (v 2) Oly=y)) Ay.s) =y ) € Wiz—73)
PdY. B —cilv.s) s O v—y)) alys) — oy D) & Q-3
U} B RN (ly— ), slym) - s D) a Q(|e—30)
szt - (2 o QUy—y) V) — 2103 < Q{23
5{x. 3 al¥.z Q(x—X%) slx. 2= a(x 3) 2 O 2 —3)
16 7 i = )
(2061 ~{x.2) - AiV z x—xN X 2) —m(x2) @ s — )
s{x. 3] (X2 Q(x—¥) mx 2)—a{x. 3) < Q2 —3Z)
ix ave) < Qi) 7% 8)— 6, (2.3) g (s — )
Y B S Q=T ) e ) < Qy— )
od) oy < QX)) e y) o Q(y—)
B RGNS Q) ) - ) < Q)
A v =, (Y Q{x—X) BV =y} o Q- )
pous 0 x 7= 1 faV Vaodo bz T£b —0) s TR
Gyl o (F=2.3...9) ot Q(8)  est une Tonction scalaire umtlxﬁutl
non-décroissante, positive pour & - 0 avee {0} = 0 Posons alors
(2071 ,(8) L8] Q3048 24pL 4 ey {30 2B 3
oy LXA) 2l 3 o 1208
(2172 O4& 21 (8} 308 2TLA) — o, Q8) - 2L 5
o QA L 2TLE) 208,
(20731 O3 = 2048 Q 3OH¥) 2T oy (HA — 2008
ty LA 2713 w. 2037
Lvidemment, Qad) i = 1,23}, sont ales fonctions non- décroissantes,

Lmltmllu, p()\ltl\t\ sur 1230, Nous allons démon

trer maintenant -

< b et (0] 0, i

SOLUTIONS PERIODIQUES DES FQUATIONS HYI

TPERBEOLIQUES

23
Théoreme IIL. =1
V. Les hvpathéces (Th) ef (T souf sorifides,
2 Les solulions des Sgnationis
v 2
(A8 s (YL A A L (A) = ey B () p{n TR ddy
Z : Vv
o LR {2 V2030dT - g L5 (N Sidy,
[}
ar 0 = Y a, VA I
Xz . ;
2182 AN A (%) ey SR .'\. ( A ,'.Sld\:__r!':__
foa
o, L) S <uf. ¥ AT e L2(8) = s 5208
1 1]
i Z . Tt .
[ ey 3023 I ST AT ST YT { e L(F)
T ) 0
2 | ¢ : . B
S i T A 2 oy e A N Mdi di
b 5 »
e ) \ T 0 A iy
a0 i
(I8 (Nl &) L0 8} y HOE \  zali. v Elidn d
;J L]
1 L & 2 0 B
tng L §ooal Nor o Al ty (&) \ 221 A)d
0 il
| = ) . Wi
oy 1 38} 4 | sl Zen  Adrd I S [ o L2(3
T i it
i =y 1 1 . : e i@
- sal i A i — \ o L 3) §o2alz Adz, dz
n Ty B
poir U X< T, 0 YCa, sand lelles gu'on il ;20 pour o\ 0= VY .
Vo Zh, ol porr 5 =0 :
(2.14) lim (Y. Z:8) =0, lim X 208 = 00 i g( X104 = O
wniformément par rapport a (N Y./} € A alors Gl existe {wie moins) une
soludfon du problime (2.0), (2.2). (2.3). w=ulv. ). définie sur 1. Cest-

d-dire, en vertu des um(lmuns f2ai2l "’ 1)L ecette solution peut étre prolon-

"kt_. l)‘
cite d
"

u periodicité de période 1 oen o
¢ periode 1 en ¥ la fonction-vecteur f

. b b.

pour

tout

X

fapres avoir prolongé par périodi
o

ra

[
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Duensirafion. sott b1y space linciure des Tonctions — vectenrs conii
nues sur Ll avee o norme définie par p sup Ay vzl Diésjg
nos par & e souscnsemble de £ forme des fanctions-vectemnrs Ply v 2
pour desquelles on g

{2.13 Ple.vz) 2
e
(2200 prx. vz —pla NaE) Sl 2l —a)) o3 (X = ,‘T— M-

saflvo vz gl

OU 2y, 2o zgsont dos solutions de (20801, (2.08.9). (2.18.3). respectivement.,
L'ensemble & est, visiblement, convexe et dermds Enoovertu du eritore
de convergence uniforme dI'Arzeli-Axeol Ioet des hvpothoses du

théaréme, & résulte compact dans Ia topologie de F,

Comsidérons alors Ta transformation s Ep définie i

(=21 Pluves e vz, (B p)r.vom). . (Bopi{v. v,z -
b1 3 - S
T VL viz (Bop)i v, 2, CABp) (B vz dE

(vo Remarvque 1o f suffit de montrer gue Moancne Sodans K, pour gue
le thiéorime riésulte démontré, en verlie i privecipe de S el e

D’abord, on a, évidemment, P(a, y. 2} 2L sur o 1 nous reste i
démontrer que (v, p.z) satisfait 2 (2.18). On trouve d'abord, de (2.7). (2,13,
{2.16). (2.20).

(Bp1{a, vz (B, pi(y, v, 2

(B.pl (v, vzl

v)) - 2ubL | x — ¥,
(Bup) (v, v =)

:‘.‘-l[’, R A A

gy

‘,] )
(Byplv. v 2) —(Bip)(eys) < Qlv—7) - L ok — 1
(222 (Bpievsr (B (v oz s O v — Fi) i 2aly — §

Ciap) (v (Bop) (6 p3) < Qv i)

Vel T x—3yd
(] :
(5P (v vo2) — (B p) (. 2)| = lx - x) -

j:;.('r.z:; .\'%:t")r/'r",

(Bop) (v v, 2)) <0 2Ly — 5 .

T

] . SOLTTIORS PERMIOL S DBEs I--Q-l' VIIONS HYPERBOL QU ES 5
b
(2230 Pluyest - Phys) oo fuyz: (B, y o APy, 2

R S U EANYOIRY wah !/'a’,/u:(.a VLo
L2 v =iy (Y O R

f':[il( v—a { aaln.5 0y |, ] alv. 2 jw— &)
] ¢
¥im ¥ N g4y 4Ry
PPane maniere analogue, on trouve  des evaivations du type [2.22)

P38 (B P (3
‘B|/’I|:.l'-._'\'. g | (BI/" ,:(\."’.;.:’_‘) )

quien utifise pour cvaluer Tes expressions

pour tes quantites (#,pl {x.v.z
(B:p) (. y, 2l
LB (el

et pour fesx qnantites

(B p)x. v.5) .

Pia, v,z — Py, v, 8 - iy e (Bupny.g, -0 Bypl(x v —

fix JraiByprioa, 1B p) (.\T”\;z)j

1l’~ § Feas Vea s (B PN vt — f Sovees;
i

(ByM(Z, vz, i =

cU Py gl Fiv vzl On fronve, on vertny de (207.2) et (217.3) en pro-

cedant. mutatis mwutandis, comme o Ui déja fait pour obienir Pine
salite (2,23,

(2.24) Plv.y.z) — Play. 2) alxz: y—1),

4
oy
'-4

Cf

T,
—

L
12 25§

Plx, :'_v. )

Ay —  hertenpat el

Ply v 7
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On trouve alors de {223 (224) ¢t (2.25

12.26) Plv, v =)

si(¥ sy e sl v i e— 310

=Py, 3. 20w a2 =X

Ceslar-d e S omcne Sodans 3 i o theoreme oot démondre,

Remarque 30 Pour clarifier o portée du théordme précedent, renare
quons dabord que Tes hypothéses (Hy) et (TL) sont naturelles ¢f facilement,
controlables, On e ponrrait pas dire Ja méme chose de Thypothese 2
concernant tes solutions de (2181, (2182}, (2.18.3) (D ailieurs, méme
dans fe cas plus ~simple du probleme de Darboux, fes ¢guations qui jonent
le meme vdle dans e travail ctd de MK Aziz (e, (2017, page 561, 1)
sout tres compliquées dans de ocas sendral). Coe qui constitue la | pointe'
du travail d'Aziz, e’est que dans lecas ob on a des conditions de Lipschitz
par rapport aux derniers argmments, Je résultat d'Aziz 1) est une amé-
lioration, dans uu certain scus. du résultat de 1. Cesari 2] (v, le corollaire
2.4 de T ). Tt est naturel ddone, de nous poser la question suivante : Dans
v cas du probléme e Comlan, i
{2.27) o (A M3, (] 2.3, 7).
le résultat domnde par le théarce die 32 estil une aeachoration du Thido-
reme b §17 Remarquons dlabord, qn'en posant

(2.28.1) W (5) = (5] b (BM, 4 M= M) Q03
(2,28 2 L (3) = ,04) - (OM, - 2M, .- 2ML) 3
(2,283 08 = Q403 (BM, - 2M, - 2M.) $(3),

les donctions €3(8), 1 1,23) sont continues ¢l non-décroissantes pour
0= 8, elles sont positives pour 4 = 0 et Q3(0) = 0. D'autre part. si on
a (2.27)) les équations (2180 1.23) devieniom

¥ oz
(2.29.1) s Vs (:(3) . ( {ala T: 81d2dy,
L
)
M, [ a(Y. 208 - M, s sile 208 de,
L) fi

pour D - Yoo, b Ao

29 BOLUTIONS PEIIODIGUES DS FQUATIONS By PEREOL IQUERS 335
X

F . . “ b i -u- y .

{2,992 2N 28 25 (41 AL | j Sl dT
rob

\
My § (X, SO0 Y sl 2 A dE

s
LTS ESETERS. rs--f:-f'al} E
A
My UE4 g MR
e B o e I - SO NN TS
Tl l rals '
wmir oo X oo T 0, 208
Ay
7.29,3) XY A) = S) E MY gl En 3
' il 3
.
My § 2l X, 708 dit 305§ (2 Y 8)d 2

Dt 3
PRI
RS
=

0

=

1

-
[ap—

pour Y= X - = Y=

H]nbu\'vllb fue, sioon (cummu dans (1.7) du 31y

2 30) 2 (M, - My M) <V (M M, - My < L

avee d —max  Tob, Thy J==max (T, a, Tay, alors on pent appliquer aux ¢qua-

tiong (2.29.2) ¢t {2.29.3) le principe des contractions dans Uespace des fone-
Lion: continues  (Les 1llcgallte (‘.2 ) assurent Ia condition de contraction
pour les opérateurs I attachiés & (2.29.2) et (2.29.3), en derivant ces der-
meres sous la forme oy = Vg oy Fiza). B outre, la solution (unique
dlic=l(2:09 ) T'«,b]'k‘kll'-(:llikl]t [2.29.3), st posttive, comjue on le remargog
e partant avee 338, upull\umnt L8 (8) comme  premicre approxi.
mation de v osuite des approximations successives. définies comue & hali-
tode. Dautre part, il est facile @ volr que, si (2.30) o licu, la solution
unigue de (2.29.2), (2,29.3) dépend continuellement du tcrmc libre Q3(83,
respectivernent €3(8). Comme Hmtd(8) — ¢ ct lim Q8] = 0, pour 3 =0,
il résulte que L vérificatton de (2.30) enteaine, dans Le cas lipsehitzien
Loy drilication des conditions concernant les cqmllnlh(’ 18.2), (2.18.3).
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Remarquons aussi que la dernicre condition de (1.7), cest-a-dire
(2.31) oM, - M, =) 0
assure fa verification de lu condition coucernant I'équation (2.18.1) {¢est-
-a-dire (22911, Probablement, (2.31) peut Gtre consideérablennent élargic,
CAT o vorl g e posant

s

L

{2.32) T8 d Iy r (Y. 25

o .

D N
-0
—

&q

a

Pégquation (2290 devient

(2.33] ey a7 A+ Mory o Moor J oY - M, oy | 0,
avec n{th 2o d) U (¥, 05 8) = 00 On constate sans peine que Fégua-

tion {2.33), avee ces deux conditions, admet Sorimcllenient 1o solution

0, (B)eler rars g AV oM (=M

M, e S = (1 -1- 1y ! !
3_31 {3}
M,

Y. Z 0 4)

wee K= M, - MM, les seules conditions qui pettvent restreiudre les
valeurs de M., M, M, sont celles regardant Iy convergence nniforme de
cette séries L positivite de rpoot de 2 - ofr )oY 070 Cest une fuestion
de pure techuique yui, d'ailleurs, ne meérite pas une place speciale.
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SOLETIT PERIODICE PENTREY ANUMITE LCUNTE HIFERBOLIVE
Meznonnt

Seoostudiazi problema exastentel,  unicitdgn 5 r»lzlhilili'l}ii a_ulutiil;};‘
problemetor (1.9), (1105, (111 respectiv (L9)* (1109%, (L1, i (1.9)*
LLIOY** (1 11 =% Lasa-zisele probleme modificate). Propozitiile 1. 1% sint
criterii i care  existena solutiilor problemelor are loc cu vy =0,
respectiv cu miyp = miy =y = 0.



