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Liv paragr: 2 e fOF
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Ioétude d'un espace dote dun ccart prenant ses valeurs dans un
47, o

cnsemble ordanne a oté faite pour kb pramicre fois par Kurepa.
s¢ sur les résultats principaux concernant oo sujet <o trouve dans

CXTO A
de paendométrique intro-

11, Dans cette Note, nous rappelons Ja notion
duite dans |5, ¢t donnons une caracterisation des topologies sur certaines
structures algébriyues {(groupes, espaces vectoricks). Nous indiquons aussi
ane extension du theoreme de Bapach pour Tes espaces nuniformisables

Une autre extension. a Vaide de la famille des ¢earts. se brouve Juns 2

Définition, Soil ) wn cnsemble ordonné® avce un plis polit fénent
dy el doté L upiratton (d ) =l d7 delle gt
I])l] tf. < {f“ =, ll“ H (! -l 1/! (J' t‘u{ (! !if' < ”J' J}_ lfr.
Chr steppuse g il vt sous csemble D C D, non vide o filfrant a zauche
Lpar rapport @ Cordre tndwil par celur de 10y fel que:
(102 g€y 3l e Dy tel yue d” " <

o une application oo N

rj’-:l' el

P pscudvpictrigie s A N o= Iy otelle g

X1 R B R Y
N2 =Ly 2o vre X
iNg sy i {aEEE @) T R
On pomue boube de ventre 1, ot de rayon d €1 Fenscuhle
Biv . dp —daz{v,. 3] < o).

L fwnille (B {a,, d)5gzp st 12 Duse dun fiftre de voistnages du pomt
Fy. Dans ce qui suit. nous considérons chaque espace  pseudometrique

VU melatien toinsiiive, propee el teflexive,
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suite de Cauchy. Donc, par hypothése, la suite a unc limite x, D'autre
part, la coutraction f est continue: en effet, pour chaque d € Dy, 3 (¥, v)<
< d impligue

o (f{x), ANI<elp(x ] <elyy <4d;

done :

¢ Lfxh Ay <d,
de maniére qu'on peut derire:
vp = Hm (x,4,) = lm f(x,) = f(lim x,) = FAEDE
nHo n—Fm n—rom
Done 3, est un point fixe de Papplication f. Supposons maintenant que
g = f (). Alors:
s (v, v ) = 2 [flxo), Ty <olelx s Yob b

Qo s(x, . vo) < @lz (¥, )], ve qui, implique Japres 1o condition (1
Fhte 7l Lty el 1 ]
que x, = ¥,; donc lc point fixe est unique.
Soil (; un eroupe. Nous appelons pseudonornic de groupe une appli-
. ] : . 5
cation || -i|: G —» D si:

(PNT) livli| = dy &= x = 0,
(PNZ) el = [1—=+il
(PN3} IERR N E I IRY I

Nous noterons |7 {d) = {x: ixl] < d} ou d el

Lemme 1. Si G estabélion, la faomille { V{(d) gap, cstla base d’un filtre
de voisinages de I'élément neulve. La topologic atist définie cst compalilile
avee la stricture de groupe.

Démonstration. La famille {V (d)}yep, st la Dase d'un dillre, car 78
est filtrant 2 gauche. De [lx|| = || — x| il résulte que V (d) = — 1" (d}.
Enfin, si d' 4 d < d, alors V (") -+ V (@) CV (d).

La réciproque est également valable:

Lemime 2. Pour chague groupe abélien topologique G, on lrouve at
moins une pscudonorme de groupe lelle que la topologie Induite coincide
avee celle de groupe.

Démonstration. Soit D Vensemble des parties de G qui contienncent
Uélément neutre, ordonné par la relation d’inclusion. I ensemble {03 est
Je plus petit élément. Définissons Vopération (A, ) —» 4 + B. Si O¢ 4,
0 ¢ Bilest évidentque ¢ ol | B. Onsaitque A C B implique .1 -- CC B+
4 C et ¢4+ 1 CC 4 B, guelque soit €. Notons par D, un filtre de
voisinages symétrigues de 'élément neuntre. D, est filtrant a gauche et pour
chaque voisinage symétrique ¥, il y a un voisinage symétrique V' tel que
Ir ¢ V. Définissons la pscudonorme par:

11 — Analc — Matematicd
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2] = {x, — 0O}

Si ¥ =0, on obtient ||0|] = {0}. Si !ix|| = {0} on obtient x — —x — 0,
donc x = 0. Les conditions (PN2) et (PN3) se vérifient par caleul direct :
Nl = {* — 2,0} ={—x —(—1), 0} = || — x
e yll={x+ v,— y—x, 03C{x+ v, x— v, v, — 2k Veemr— v, — p =y =
= 1% =50+ {y, — 3,0 =[x + [ ¥}

De plus, on constate immddiatement que si V' est un voisinage svmé-
trique, ¥’ ¢ D), alors le voisinage qui correspond par la pseudotétrique
définie plus haut est V(1) = V', ce qui prouve la cojucidence des tepe-
logies.

Lex deux lemmes prouvent le;

Théorime 1. Pour gu’uine lopologic sur ww groupe abélicn soit CoILpa-
tible avec la structure de groupe, il faul of & sujfit il existe une fiseudo-
norsie de groupe gui induise la méme topolugic.

Pour les groupes quelconques on a le:

Théordme V. Pour que la topologic sur i sroupe soil compatible avec
la structure de greupe, i faut o 36 suffit qu'il cxiste wne  proudoncrie de
groupe avanl la propriéle:

(G} veaeG el debD 3d €Dy il que x < = (3ve G i gue
iyl <d el v=oayul),

et qui ndiise la ménie topolugic,

Remarque. L'applicotion ¢ (x,v] = |x — 7y o8t nie fscudontélrigue,
la topologie induite ctant identigue @ ccllc doiviée par la pseudonarme.

31 le groupe est abdlien, la pseudomdtrique ainsi définic est invariau-
te pour toute translation. Si le groupe est quelconque, la pseuclométrique
est invariante pour toute trarslation a droite. La pscudométrique p (v, y)=
= || — y -+ ¥|| est invariantc pour toute tranmslation 2 gauche.

Soit E un espace vectoriel sur 1. Supposons qu'on a défini wne appli-
cation. N X D ~ D, notée {z, d) — =d, ielle que:

(D3) o D, CDy oft we Ry, a0,
{D4) d<<d' = ad ad"yae R,
(D5) L-d=d,
(D6) v L PDadBd,yvdeD ¢ %, 8¢k
Une application || - ||: E = D ¢st nomméc pscudonirme si-:
(E1) [[4]] = dy &= v =0,
(E2) o - 2} == |a} - {{x]],
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(133) Plx 4 vl < tixll 4 i
(1i4) vde il ef deDy, 320 "lc ques o -d < d.

Lemme 3 La fomidle {7 {d)] gep, o8/ la base d'un __fu'h':'. de uoz,;;nftgest

de Uorigine dans Uespace wectoricl . f.;t f_n?bo!ogu: indurie par ce fillve es
' Ole ave sy ¢ d'expuce vectoriel.

compatible avee la structire despac . o §
Démonstration. La déonstration pour lus groupes ab(,}iu}b arl,t;?ug_‘gl

que {17 ()} est ta base d'un filtre de voistnages et que v I {(d), 3 V(') cl
que I (d) - V) C ). Soit 2] < 1 et un I (d) quelcongue. Alors

1 € V{d) implique:
o ol o= fa) - o) < la] - AT - d = d,

'
T /
d (). T &5 i v €k s a0 tel que
done o - V{d) € V(). Dapres {Ii4) pour chaque €Ll \1 al)’?_ o th
7 - x|l < d, douc |iz - x)l<Jd, ot % - XE V(d). Tanfin, de (D3) il resulte
2 - ) 1, i | — (d). Tindn {
que pour tous les V{d) et x50 owa x- V{d) = V (= - ).
Récinroquement : - . . N '
Lemme 4. Pour chague espace wecloriel topologiyite, il exisfe au moins
wire  pscudovorme qui indiise wie topologic équivalente.
Diémonstrativi. Définissons lct.memble 7}, Vordre I_t 1;1;,cr<1‘t1_01'1 (_1*_‘)
comme pour les groupes abéhens. S A D posons « - o = (2 X ”(‘E‘“ i
Notons D, Vensemble des  volsinages  cquillores  de 101'1g11u. ‘ ,rac;
au théoreme 1, il suffit de prouver que les Jn"op{'le"ceg (D.‘S)-—(Db) gn
vérifides. Soit 2 = 0 et A un voisinage équiiibre de Porigine done z -B ld
CD, Si ACB, slors 2.4 Cux - B, potr toutes les parties 4, e
| A - 4

i — 4 est immédiate. Enfin, si 4 est
E et pour = = 0. La relation 1 - A4 = A est immédiate. Linfin, s

équilibré et 0 < « < &, alors x - e
par:

A, Définissons la  pscudonorine

I N i R FAVAY S

I est cvideut que x| = {0} &==> x =0 Puis:

voXx | =fexxlz l‘;UiU}---{af.,e.x:3;:1}\){0}:

lar caleul, on vérifie aussi:
. ) \
v|] A jlyl) = e g 108 o {e v e = 13w {0}
fz - {v4): e 1wl = [ix 42

Soit 4 € [ E, done d ! viz| = Thu iy, o vl __\[als, pour
chaque voisinage équilibré d de Porigine ¢t pour chague v e ll, on ‘ucu_\e
2 5=0 tel que o - ¥ € oo 1 ¢tant équilibyd, pour tout (g lona zzx¢€

€.l done «-d C .1, ged

z -
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’Iﬁas’ dgux lemmes précédents prouvent le:
woreme 2, [V ¢ 55 s puce ' :
S b 5 :}g lopologic sur un espuce vecloriel I ext
i fa structure algébrique  si b seudement 5'il cxiste ine
tnduise la méme fopologie.

été

i ) o ,
(7) VdeD, a-d-+-8 - d<{a--8) .d o0 e

Soit x,y € V (d) et 2 ¢ [0,1]. Alors:

e 2 (L=2) - LTI - ) = 2) - 2] = 2] 4 (1 )] ] <
<adt(l—=)d<l-d =d-

i
donc 2 - x4-(I — 2} -vel i
ool .C(I)n(llme ,V(i) Etl’ t(‘{),' ce qui prouve que I7{d) est un volsinave
P aj est toujours équilibré, il résulte o
induite est localement ¢ ‘ fel : F R e e
£ it convexe, Réciproguement n
s ¢ . proquentent, prenons dans la cons-
mme 4, a la place de ‘ense 151 i
@ la place de Dy, Tensemble des voisinages dqui-

librés et convexes de lorigine (£ localement convexe). On a done: = 4

l— : | x4 B
. ACH {sioz 4+ i 4
—ny C 31 2 4 B5£0), done 2 4 B84 C{x - 5} - 1. Mais
- B = Oimplique 2 =— 8 = 0, done la relati i

: . ¢ oa=p=0, a relation ¢st vraic i f: :
BeRi. Ces considérations prouvent le; e

Théoréme 3, U; ¢ s '
oo eor md,. ,U;w" _i!opo’lgfgw sur un espace wvectoriel est lucaliment con-
G e ricinent sl exisle une pscudonorme qui satisfasse la conditi
( )\::’t induise la miéme topologic. . e
_L . ) H - g M 141
" ]10r{f1111:b2i111i1to{nb ll}all,ll(.ilﬂlljlt.ﬁlldlquer unc condition néeessaire ot sulfisante
1 7 5oqut nest d'ailleurs quiune simpl position ‘ g
e ‘ _ sle transposition du théoréme
de bet_)’hnogoroff. A ce but nous introduisons le définition e
L > - Wi - H r ]
(0% bhaw 5()Iz;rs;nf.sam_1l)lc BC Dy est nommé base, sila famille 13 (x, d))
{1V Ad) yep,) est une base pour le filtre des vorsi Sl e O
L o re des voisinages de v {de 0).
- n;( i Svit I oun espace vectoriel localement convexe of Mausd rf
v ta lopologic induile par la psenudonvrine A
afftrmations suivanies sonl équivalentes :
a) E cst normable -
b} On trouve unc base B felle que :

A= D Alors les denx

vd,d"elB FJa>0 ¢l giue o - d = d",

Nous indi i .
o 6_C(ﬂ?"énd1qum?a maintenant comment on peut transposer la notion
A zbgle;;l(.e dans i;_ langage de la pscudométrique. Soit .\ un ensern
X : e psceudomets e Vo VS - £ N
Soit & un o bll trique et 1 ¥ ¢ Y — D la pscudométrique
ensemble des parties de X tel que: '

con palihic
fscndvitarme gl

C 5 A . a1 5 -
onstdérons mainteuant une pseudonorme qui satisfasse a lapropri-
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(¥) 1 BeG=4duU Be6.

Supposons de plus quil existe o € Dtelque d <o, ydel et otd=o
Considérons Uensemble des applications: DY, Si f, g€ DY notons f < g
si. et senlement si f{v) < g{v), v re X, et définissons { f+g) (¥) = f{v) +
Le(x). Pour Vordre introduit, I'application constante fy(x}) = d est le plus
petit ¢lément. On viérific aisément que f<g=afth <gdhoet I+ <
< hdg. Sait d ¢ Dy et Al € G Nous noterons par d 4 V'application définie par:

d st xved,
4o (2) = 51' XE 4
] wsixg .
Utilisant (1) on vérifie immeédiatement que le sous-ensemble
DX = idy :deD, A eC)

est filtraut 2 oanche et vérifie la condition (D2). Si nous définissons main-

tenant une pseadométrique g2 F (X, Y) 4 (GF (A, V) = DY (on GF(X,Y) est

Iensemble des applications X - Y) par [;(f,g)](x) =¢ [ flx),g (x) ), alors:
Théordme 5. La structure uniforme (et & fortiorl la topologie) induite

par la  pseudomélrique 3 sur (F (N, Y) coineide avec la structure de S-con-
vergence.

Qi Y est un  espace pscudonormé, alors on introduit sur (7 (X, Y) une
psendonorme par ({1 (x) - f(x) . Mais quand OF (X, Y] est muni en
plus d'une structure algébrique la topologic n'est pas nécessairement compa-
tible avec cotte structure, e.g. si Y est un espacc vectoriel pseudonormé,
la pscudonorme ne vérifie généralement pas la condition (114). Cette con-
dition est vérifice si ot seulement si pour chaque fe€ (F (X, Y) et Ae®
ensemble f() € Y est borné, On tombe ainsi sur un résultat bien connu.

Enfin, nous allons construire ta limite projective d'une famille de
pseudométriques.  Soit ' Ny une famille d’espaces pseudométriques,
ot X, Xy = D)y dtant Jeurs psendométriques.  Soit .\ un ensemble ct
f. unc application fi 1N > X;. On définit sar I'ensemble X D; un

i€}
ordre ¢t une opération (d;) - (d;) de fagon évidente. Si Dy, C D, sont
les ensembles ., 02,7, nous définissons un sous ensemble 1, Cx Dy par:
H

[)1 = i(df)ifl'fED”V?AG_]; di = ("sz&.[’.IGS:'

ot § est Venscmble des parties finies de . On vérifie sans difficulté
que  la psendométrique st XN X = XDy definie par: o (v,3) =

i ie1
tor [ fr (%), fi () 1hpeq induit sor \' P'uniformité limite projective (Funifor-
mité initiale d'apres (1]}, ¥n particulier, on en déduit la construction
d'une pseudométrique sur un cspace produit, limite inverse, borne su-
périeure. On a des résultats analogues si on remplace le mot pseudo-
métrique par pseudonorme.
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SPATII PSEUDOMETRICY SI PSEUDONORMATE

Rezumat

In Nota de fatd, pe baza rezultatelor din 97, se indicd modul de
introducere a unor nofinni analoge nornei, pe grupuri $i spatii vectoriale.
Cu ajutorul notiunii de pseudonormi de grup (definitia 2) se indici o
caracterizare a topologiilor compatibile cu structura de grup abelian (teo-
tema 3) §i cu structura de grup (teorema 3')

Cu definitia 3 se introduce nofiunca de pseudonormi pe un spajiu
vectorial i se indicd apoi caracterizari ale topologiilor comnpatibile cu
structura dc spafiu vectorial {teorema 6), ale topologiilor local convexe
(teorema 7} si ale topologiilor normale {teorema 8). Se indicd in incheiere,

ca aplicatie, transpuuerea in limbajul pseudometricii (pseudonormei) a
G-convergenici.

ASUPRA UNOR TEOR

1. TFie X un spatia
o familic suficientd de
iar 1 familia de indiet
Y¥ie T un operator

FAME DE PUNCT FIX IN SPATIL UNIFORME
COMPLETE
DE

STHFAN T, NICZKY

uniform, secveniial comptet §i separat. Iie { jo{a},le 4
seinimetrici, care genereazd topologia hui 1],
corespunziitoare familiel de semimetricl. st
care aplicd X in el insusi sio funcfie ¢: A.

ite cd j ice » din A existi doud fune-
In cele ce urmeazd vem admite cd ,)entru‘_orllc:f\:: « di;‘flelflct\ g i
tionale nencgative p 5t ¢, definite pe X X, as i

y ] A Pz 9
(1) 0, (T, Tv) = ¢, (%, 3) {og (%, )} 1=

Definitia 1. Un punct x* din X csle un punct fix pentru operatorul T,
dacd werificd cgalitatea

(2) il A
Teorema 1. Dacd pentru orice o din A seria
w
’ "
3) B tns
unde .
B Py (21, %

(4) U, a=4q, (xl ’ xg) {PNO‘) (xl ' 9’0)} @il

W 5 ‘ (%1, %)
(5} Upe== g, (%2, %)  {Ge (%1, Kp)}Palses il Po(ain, %),

51 respectiv | }
PalZpFn~1t
(6) U= 4o (xﬂ , x”_l) {qﬂa) (xn_l , xn_z)} alry

n
(n—R) e, xp_q) o
=t Pal*piyg—1)  TI Py (%ps p—1
"1 {QQ’EH)_{) (SL'., ? x.‘—l)} =)y i T
o

)



