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SPATIT PSEUDOMETRICE SI PSEUDONORMATE

Rezumat

fuv Nota de fata, pe baza rezultatelor din 5], se indicd

modul de
itroducere a unor nofiuni analoge

normei, pe grupuri gi spatii vectoriale.
Cu ajutorul notianii de pseudonormi de grup (definifia 2) se indici o

caracterizare a tupologiilor compatibile cu structura de grup abelian
rema 3} si cu structura de grup (teorema 3

Cu definitia 3 se introduce notiunea de
vectorial §i sc indicd apoi caracteriziri
structura de spatiu vectorial (teorema 6
(teorema 7) yi ale topologiilor normale (teorema 8). Se indicd in fucheiere,

ca aplicafie, transpuverea in limbajul pseudometricii (pseudonormei) a
S-convergentci,

(teo-
pseadonormd pe un spatiu
ale topologiilor compatibile cu
), ale topologiilor local convexe
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- COMPLETE
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i B! e . Fie {o
1. Fie X un spatin uniform, secvential complet. ﬁltg;l(:?orgltl 1111 i {Xa [[ale]ﬁ
litie suficients smimetrici, care genercaza ologia .
familie suficientd de senmumetricl, JCTICT oy
?.11- 1 familia de indici corespumato?e‘ falill}lel dequmfmt:ge A 4
" Fie T E aplicd in el insusi 3 refie @14
Fie T un operator care apll N
in cele ce urmeaza vour admite ¢ pentrg' or1cei'u¢ dicxfl lAc 1@.\1% i«
i ive P si inite pe X > X, astfel
tionale nencgative p, $i g, definite ,
y { o ) s (5 ),
(1) 0, {Tx, Ty) = ¢, (%, ¥) {og (. Y17

O

Definitia 1. Un punct x* din X cste un punct fix pentru operatorul T,
dacd verificd cgalitatea

{2) x¥ = Tx*.
Teorema 1. Dacd pentru orice o din 4 seria
[+-]

! %
3) s
nnde e

. X3, X
(4) ”!"‘" = qo: (xl ’ xo) {99(0‘) {xi ? 9’0)} w e,

0 {x1, %o}

(5) Ug o™ (, (%2, 1) - {Gete) (%1, xo)}p“(x"x’) Po(a)i¥1s¥el,

$i respectiv

Palxp®p~1) o
(6} u =g, (%% 1) (o (%, _y > %pp)fPalin™
5 (n=k) ix, x 1) .
n—2 o [ paltydn—1) T Porg™™ (% %
iEl {Qq:((:)_") (A'I' 4 x.‘—l)} g1
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¥ far) !

, x n—1 L Xp_
[+ ol (xy, )P I g
ci o (x) = d {es1) — :
i t( ) : of, U plntd) =9 (olm) pentrie n = 0,1, 2
genle, atuncr existd uwn punct fix x*, care este Nwita sivilul

(7) Tppr = 1o, (n =10, 1

e xg din X,
Dacd in plus pentrit orice x si y seritle din X

=

(8) SO
==l
unde
(9) U]‘u = ga (x.u }’) A \Q@(a} (_1; ) )r} pg_(x,y) .
: 3 T oo TP L, S
(1) Ynx = s (v,y) - 0 q"f;)) (¥, M=o
i=1

n
. Iy . (x, )
WE;’:T” (%, y):‘-lp'“(’)’ )

sint convergente, alunei punctul fix esle unic.

sint conver-

2

P}

Eroarea ce se te i B i !
se comite cind x* este inlocuit de x, este datd de

(ll) Rn,uz iuka

k=g

rezulti

Demonstratie. Fie x, din X si iteratia (7). Din (1) prin inductie completa

(12)  ttpisa = pa (Xut2, Tnr1) == Ga (Fnit %) - Goxey (Hy » Hpa) =7

n—|] L]
(ne1—1) (. watt I =
,.1._,[, {gelat =0 (2, 2y_g) ) Pelimttmad s [ polasirt) Ghomk)
palx 3.1
foalm) (¥1, 2))P*n 41 ™n) 2 Pagn g1 B i) n=12..)
" 2,
st in baza inegalitdtii triunghiulare :
(13)
p¢ (xm+] ’ xrg) g }en,a (ﬂv = 1, 2, B X = _-‘i)

si deci din ipoteze, sirul {x,} este un sir Cauchy si deci existd

** = lim x,,
n= o
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Pentru a arita ¢ v este un punct fix al lui 77 ose wva utiliza (1) =

deci
- ik TP e E . EES s S . oty T
s, (¥*, TIY) P ol B R L L (x¥, x ) pe@
adicd z (%, T (7)) =0 deci are foc (2).
Pentru unicitate se presupune existenfa unui punct v e X, astiel
ca
wE Ty
si aplicind (1) rezudta
n =1
o (wt, wre) =g (v, ) T g (0, 993 DRy
i=1 (x)
Ti
- S e
¢ .g_r:,,...l)(\ A )}1 '8"’&})(: ,at)
[x)
jar din convergenfa seriei (8)  rezultic ¥ viEs ) (deei punetul fix oF

este unic.
Observatia 1. Considerind p_(v,v) — [ si g, (¥, 3} = const > 0 sc obtin
HET g, (Y
din rezuftatele de mai sus rezultatele loi No Glico rehin (2.

Observatia 2. Aplicind diferite criterii de convergentll pentru seriile
cut termeni pozitivi (3) —(6), respectiv (8) - (10] ¢ obyin diferite teoreme de
punct fix, In cele ce urmeazd se poate considera ¢l seriile mat sus men-
tionate sint cu termeni pozitivt,

2. Teorema 2 [n ipoteza (1), dacd pentru arice =% din b oexistd dowd
siruri de numere pozitive $a*v si (b} st doud perechi de nuniere pozilive N
’ . * - " v' - g : A - N x
si &, respectiv: M st o, unde N si M sint mumere inlreg aslfel cu

1 bt
(14) 1 S = hx 7 0,
ndkx
(10) ‘qk—ul,n > 0’
st respectiv
X 1
(16) ——te = >0,
7] e — v %
et m,?
(1[) i:.'-'l,m = (}’
wnide
5 = . E(k
18 1= azu, — Chad, b o b (SO

st respectiv
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] E % g — (1 )= — ., L 1Y rwha H
(19| /w,m bm Hm(‘! ( o bm+1 vm+l.u U ( 1) C v bm-}-w dm-!-e-.-.‘g U

cre hy,om, ko =0 1,2 o atunci existd un singur punct fix ¥ pentru
vperatorul T, care este punct limiti pentra sivul (7).
Penine cvalivarea crorii de ordinul n se poate uliliza
20 S Su
( ) /L-) — k=1,

L ilI

. . K=
tar ©* = liyn " Bl

ne e H" yhox

Demonstrafie. Se arati [3] ca din (I-h—(15) rezulti

inde 5% =t Sx_

1n'
LoEe ]

X — K= = N T
Sk—l,r: 'Sl'—l,n"i hin— p':z ”u-i-)g,x t
adica
S — K
-Sk—-l.n - BN IS = O’

sideet sirul (98 0 este un sir numeric monoton, descrescitor $1omarginit,
dect existi

o Bt |4 &
5 .hmbk

[
n—F o

si din (20)

w

A 3 _ Cm
Z;bk,n o Sk-l,l S ’
-

iar din (14) rezulta

1
x < x
”rri—k = A Sk,n
El

st din criteriul comparagiei urmenzi ci seriile (3) —(8) siut convergente si
in baza teoremei 1 existi un punct fix x* pentru operatorul 7.
Pentru evaluarea (20) a erorii de ordinul # se va utiliza ;

Definigia 2.[3] @, . este o expresic asimploticd a restului seriei (3),
dacd au loc relatiile

lim Qm =10,
n—pwm
Y —
lim —L"“ (Q’Lﬂ-_ﬂ = 1.
nr® ”n+l,a

Se aratd cii in acest caz (5]

2 Bia — R
R, =dR X (1 — Zhe T Kk ),
= GEE Y, Upt1 0

o g IR r e ‘J'_'I
£ O™ > ¢ SPATII UNIFORMDL COMPLETE 3
5 TEOBEME DE PONCT FIX IN SPATID

[ . 5 5 o 1
] = 1 (D 1I¢ CsTe ] at 3 101 1 I
[ i / aproxinia bllf Clen dC‘
d(llca _L‘Htl’ll s flC 11 ( narce, (Ln.! =

)Ti]] (]J * sl T
} Fs;e evident ¢ {14) este echivalenti cu

lim -——1-—.53 v* const. -
LRl ] Y %1 o
si din (20} resultd
S S
lim kb 1
n-re P4
$I x % q‘a
S:—l,n —S bl mdl "
— S B
i T ’
lim :
n—=x% ”n+k,a

de unde rezultd cd @, 4, dat de (ZO)ksatlsiIacc definifia 1.

' M & rezultd pentru k= | )
THn teorcma 2 rezultd peu o B e
Teovema 3. Daca in ipoleza (1) pentru orice scrie d.;n (%)j) (6)} ;Ld(r3821 ”“(wrt);

- sirnrieds I or (0%} st doud perecin
cistd ¥ ¢ mere pozitive {a% st (b7} s

axistd doud siruri de nien " . ‘ e
tive W | . T ] . N si M_ intregi astfe

pozitive N §i L, respecliv M,ostow o N3 . g

n 3. n>N
(22 @ — i >0, i
-l

s respectiv

Uz o= >0 (m>M)
(23) e A T
”m+l,1 -
: 3) i o (8)— (10), alune:
wunde My o SI respectiv Dy sint date de (3)-~{6) st r:;sjgect_w {8y — (10},
! mzc!u!"’fi ¢ O ewist, este unic si este limila sivu riz_](f).
'I Pentrir evaliwarea eroril de ordinul u se poale uliliza
A%y o — 1M a2 1t 4 :
24 P LnThe : (n =0, 1 2
...‘l) -)(,“x — ;\z
I i i iruri S 14! ca sirun constante rezultd
in particular fuind sirurile la% si (4% ca siru : g-(”. e
Teorema 4. Daci in ipoteza (1) sirnl rapoartelor lut d' Hembert p
serifle de mai sus salisface relatia
Butlu o g ], (n > N,)
= = § -

My

st



=!

396 STEFAN I. NICZKY

v +1,x
TS = p, <, (m = M)

Ut
mzd_(:l 7 st it sf:gl vdomi constante pozitive, lar No si M, sind doi Pulregi
{:?f:f::?z;z atunct cxistd un punct fix wnic ¥ pentru T, care este limila

!)f’n!ru evaluarea crovii ce se comile cind x* este inlocuit de x., se utili-
zeazd "

i
o (v ) = 2 (1= N, %€ ).
— Ay

) P — o —
" C(’C[or}olar 'l. Ie;:!nr ca(./.;:!. Pa (60 =181 ¢ (v, ¥)= const > O rezulli
e ( 2 . s 7 Y > Yy 2 e N
e mai sus : dacd .07 unde n este un numdr natural satisface relatia

()
i < |
alunct existd un punct fix x* pentrn operat T i
. dofix : orul T, care este punct i
pentri siviel (7). apionct il

‘ :Ol'!ll'll‘ ! ?) 'fl’frf{ o I-'”{ 5 ( ¥y = i St q Vo — (\Onct ) rosi !',"t
{ - G /’1 - ) g o ( L ) R > ( 5 /
[tExH C(’L‘. ae 7 5 4 !{-- 4 [EnY {2 5 =
¢ Nt SHS (fﬂ- {1 L) ”H(i( n 58 i mmar ifﬂ!”?’a! CHYe \‘(lils

face relatia

i
I poth) !
nb (X, g k= (x| (h =01,2..)

LA FY R
I /;:‘xl: ""’((a)

i=
atunci aw loc conditiile teoremei 3.
Pentri evaluarea crorii in acest caz se poate utiliza

® n T
oy o Vo S &)
s {x*xp) SN Mg (), ,a,), et
e e Tl S

Pe baza rezultatelor Ini Nev (5
¢ ult: m Neyv (5], teorema 4 se mai ate extinde
bl 18] se mai poate extinde
Teorenﬁ:a 3. Daed in locul ipolezclor teoremei 4 sivurile  d Alenibert
dit WH HMINAGY jnul de puncle de acwmulare 1y, 1, ..., n st respectiv u
Mg, .., w, adied, ’ . : o

R k{4
lim —Aetett ,
I+x ?‘k;-{»g. i
5l
lim Ysf—w+t
o

fm vlf+u.-
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wiide v, G, ko gios, f, e sind dntregl positivi astfel cu lrh, lstws t=0,1,

{001, S, dar

A

sforespoclii
THR PR T

atinei ined conclisitle teorcinel 4 rdmin walabile.
Pentrie cvaluarca erorii se poale ufiliza

2]
‘ sty E L
L x —1—{9'—*—.—(:1 — % 14) max oy {n=-1,2...)

| = 2y ik

.. . ; .
wide L};J este partca iniveagd a raporlulur rfk.
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SUR QUELQULS THEOREMES DE POINT FINE DANS DES ESPACED UNITORMER
COMPLETS

Résumd

Dans cette Note on ¢tudie Uextension de quelques théoremes de con-
traction pour des espaces complets par suites, séparés ct uniformes. En
particularisant les résultats on obtient des théortmes analogues pour des
espaces métrigues cf localement convexces,



