MOUVEMENTS BAROTROPES NON-STATIONNAIRES D'UN
FLUIDI IDFAL

PAR

CONST. ACKER

Dans les travaux de Ch. Gheorghiev {53], [6], on congidére
des mouvements polytropiques d'un fluide idéal avant associée une varété
(1) e Yespace cuclidien a trois dimensions, définie par un champ vectoriel
stationnaire orthegonat au champ des vitesses. Il parait que c’est pour la
premicre fois que fut considéré le cas d'une ta variété (1¥) de Despace
17, anholondre.

* Dans la Note présente nous considérons plus aénéralement le mouve-
¥ ment barotrope ('un fluide idéal, I'équation de I'état avant la forme
i

Fp.e) =0,
en supposant sculement accomplic la condition locale

oF
= 0.
opi ”

. e champ des forees massiques () sera quelconque.

1. L'existenee des monvements harotropes non-statiopnaires d’un fluide
idéal. avant associée une variété de Pespaee E, définie par un champ
orthogonal au chamyp des vitesses

Fn  utilisant ta méthode de Gh. Gheorgh iev, attachons a
la varicté (W) de P'espace E; un repére local triorthogonal T (Jy, f2, Js}
tel que [, soit normal a (1), J, étant le vecteur unité de la normale prin-
cipale de la trajectoire orthogonale de (W). Si M est l'origine de ce repére,

la variation de 7 sera donnée par
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M = o' J;, dfi= 0% ],
ofl |

== 3 | T=m o 5
Q==x],4+2fato2]s, n=m&, n=96 s = g &.
Un a Cre i al T & igi
utre repere local triorthogonal 73 (/,, [a, 73) avant ta méme otigine
M sera attaché au mouvement tel que /, = [, et [y = 2 (v est I¢ vecteur
v

vitesse). La variation de ce repére cst donnée par
‘ dM = o'l ,dli,=0x{;, i=1, 2 8

- ., 2, 3),

w=pl -+ gl, 4+ 11y, p= pio' L podl, g=q 0 g dl, v =¥ o Lyl
Les relations entre les formes =, %, o et : 5

3 5 W, %, L, ¥, d
mettent en évidence la relation - donees dang; [5]
G = 0!:

ot 0(M,#) est l'angle entre J; et [, (d0 = 0,0" + 0,4d¢).

Nous allons constituer un systéme d'équations (S) en rassemblant

ies conditions géométriques et mécaniques sous lesquelles se développe
e mouvement; pour cela nous allons éliminer tout d'abord la pression

$ des équations hyvdrodynamiques:

Qr
o1

] - o~ L —~
a=<b—§gradp, dv-ograd g+ pdivv =0, p = f(7),

ot

et puis les ¢équations du mouvement et 'équation de la continutté seront
écrites en utilisant les opdrateurs, (v - g), , grad” et ,,div’" sous la forme
dlffére‘ntlelle vectorielle donnéepar 8. Buschegue nnce [1,2] et par
Gl{. G I} eorghiev (l'expression plus restreinte de ces opér;lteurs Iztct
présentée dans [4], 5]). Voici le systéme (8): ~

1) go =7,c0s0
2 v, =0, p =10,
) p =Pt pdl, g=qg o +qd, r=r & 1 rdl,

Pasin O = 0,

—

4) (g 4-vgy) — O = —f &

(8) 3) v(p-Fups) —b,=—f B,
]

""'__lvl:

6) v, + vy, — By = — [ 2,
P
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7) ;r+7’;3 +;[”3 -+ v g f’e)]—_—os

8) de = w v, dtf, d;’:z’i o' - ?tdt, A0 =8, ' -} 0,dt, g = 8.

L’équation 1) de (8)estla conséquence de la canonisation du repcre
T, (3, == 0), les équations 2} expriment le caractére stationnaire du vec-
teur unité /,; les équations 3) expriment la liaison entre les fonctions
inconnues p;, gi, *i, Pe, @, * et les formes p, g, 7] les équations 4) — 6)
sont les équations du mouvement obtenues par la projection de 'équa-~
tion d’Euler sur les axes [, I, Ij; 1'équation 7) est I'équation de la
continuité ; les ¢quations 8) sont des relations cntre les fonctions incon-
nues, qui doivent étre rattachées aux équations précédentes.

Nous allons éliminer les fonctions 7, #,, ¢, nous allons différentier
les relations finies de (S), mnous allons fermer le  svstéme Pfaff
obtenn et enfin nous allons éliminer les formes p, g, 7. Nous obtenons
alors un svstéme (87) différentiel extérieur fermé du mouvement barotrope
ponstationnaire tridimensionnel ayant assoclée unc variété de Vespace
I, définie par un champ orthogonal au champ des vitesses. Voici le
systétme (8):

1%) cos 0« dr, — sin 0« dps — (ra sin 0 4 p,cos 8} d0 = 0,
~ d
21 +fr91) d{J o f%

~ 15
? o

2%) (0, + 2vgs) dv + vd6 4 0* dgy — APy = ( -

3%) 2 vpadu + v dpy 4 dd, = (f" P f"::) Az 472
P P p
i dpﬂ

padl ok
~
?

4%) du, + vydo +mv3-d(b3=( if2E8 +f'f’_.;)fz};,
° o*

—~

f
5%) dor + o5 + o (s — o)l do + [v3 + v (g1 — 22)] do + vdps +
Sdvs+ vp (dg, — dpy) =0
6*) dv = v; @' - v dl,
7% d5 = 6 o + s dt,
(S) 8% d0 = 0; o + 6,4,
%) [dv;, o] + [du, df] + v {— [ 7 w'] + [0? ¢ o + §,dt]) +
oy ([0, 7 o] — [% ps 03) -+ (— [0} qrot+ 0, &)+ [, pi 7)) =0,
10% [dpi, @'} + [ @]+ 51 () F o) o () =0,
11%) (d6;, ']+ [d6, @]+ 6, (...} + 6, (.. g4 0,(...) =0,
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L™

25 [dpe, ol ) A p L) A (L = T e g et
oty o,
189 [dgs, o] + 0, a4 qu () + g () F g (o) -
[f o, F o'l
14%) {dr;, ']+ () +r (o) (L) = (g0 of 5 0,d by wil
Ci-dessus les formes o', df sont indépendantes et les formes dépendéntes

sont les différentielles des 27 fouctions incomiues : oo, do;, Jdo,, dp, dz,,
do,, a0, d0;, 0, dD;, dp;, dy;, dr,, (& L 2,8, 1.'.11 chierchant les varie-
#Cs intégrales 2 (]ll’ltIL‘ dimensions, de (S'), sur 1e::-r[uc]l(‘S (ol @t Wt dt) =0
nous allons détablir Tinvolution du systéme (8') en utilisant la condition
suffisante d'involution donunée par Ti. Cartan ([3), p. 96; [4], p. 252).
Les variétés intégrales a quatre dimensions que nous cherchons, représentent
des mouvewments barotropes non-stationnaires tridimensionucls avant
associde une variété de Vespace E,, définie par un champ orthogonal
au champ des vitesses.

Pour établir Vinvolution du systéme (8'), nous alions mettre en évidence
In chaine des  ¢léments intégraux: &, (e! = w? =df =0, dv = o'y w?
ete.). o {w = dl -0, dv=19, " 4+ v 0!, etc), & (@ =0, dv = ¢', &
+ v @l - o el etel), Oy (Av = v of + o, di, etcl).

L’élément intégral £, peut étre déterminé en présentant les para-

. 7 : ; S b o ¢ .
métres vu, Py, s, Dyz, s, vs, ps, B3 comme des fonctions des autres
parameétres en utilisant les relations

'} 723 cos 0 — pogsin 6 — (rp sin 6 -+ p, cos 0)0s = 0,

o~ —~— ~

. . . , € P1) ~ f1a
2} (8, + Zvgs) v 4 905+ Vg — Dy = (ﬂfﬂ.; +/ ?a)"a — /=
P
' . . ( P2 Eal ~. 5 0‘;3
3) 2upivs - vps +q’23=(f"';’—f':i;) o + f 1;:.
h v
Pa Pg b~ . Bas
UV B S S

e ;’J(ql e j)g) I';; + ;—'U;, - ((], P2) ,’3; U ‘0;:3 -

+ ety + Ve (g, — i) =0,
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: . o=

qui suivent de 1%) — 8%} Sigualons les nombres caractéristiques r, — 27
dui valé e e

ri= 19 ¢t le caractére réduit sy =7y — 7 = 8 L'¢lément mtégral J, peut

. ; . : S I
gtre détérminé en présentant z,, W), B oL, 5 O, w,. .

: . Mo T € - des fonctions des autres paramétres en ntilisant
O Py Tor oy cOMINC AES |
les relations

1) 7y, cos O - p, sin f) — ()’2 sin B - p,cos 0y 0 =0,

. ~ -
~ -~ e -~
. . o o 74 BT W R Ry
2“) (0{ | 2”'(],‘) 2N -9 0;1 - vy, — (l]n = (— -; -+ f —;_] 21 f ~
' o ]l
b b i
. . . e s\ g £l
3 2"/{; oy A o2 /):'“ o= ([121 | 1T — 5 & 4 f ~
? 3 ¥
,;’-‘4; ! Pl
4“ g 5 r“u‘ dowp = (I) = f” .‘v i-f "_._' 1 —f —
17, ¢ ¥ o 1 ; 5 5

6”) v = 7 e
9w, v, — g Ry ) =
107) 3 — 5 — 50t o Fa (g ) — Eaty =0,
Ty 0 0, — 0 g 4 0, (r 4 p) = Oyg, =0,
127) py = Py — PGy P Uy P Pada =10 — Tl
187) g4 — g =t g a4 P — G pirs— Pt
47 7l = Vg = Ftt b b (g P —fads = Py — iy
qui suivent de 1%) — 14%} compte  tenu de Vindépendoence  des formes

w?, o' Signalons e nombre caractéristiques », = 13 ot lc¢ caractére 1¢é-
duit s, = r;— 7, = 6. 1'élément intégral £, pent Stre ddéterminé en pré-

Y

32"

- . - ] ""- . ':, ’ o ‘:‘L
sentant les paramctres o, L WL DL s, e B 0,, ¥, %

1% H

b ’ ] e ' ; -’ netons des antres pa-
Prar Qozr Tas> Thas o Viar Pl i Fpp cONUBE des fo 1

30

ramétres en utilisant les relations
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17 7, cos O — po,sin 0 — (r, sin 0 + Py cos 0) 0 ==
27) (0, + 2vg)) v, + 0 Otat 12 g, — b, = ( g .

—~—

3 Zupyv, 0 py, + D, = (f’g_;' = 92)0.' .

) Pr? L ;:’c L ;(!}‘1 '—Pg)] :}-_; i |_713 + v ({[1 —

U0y -+ Uy | U (12 — P,) =0,
6") v, = 9, 7Y & =9, 87) 8, =0,
9" v, — )

- m Y rl—irzr,_,-}—wa (/)I - qz)=0

il

E_)_'”)v' =V + U (@t ) —v,p,—u,p, =0,
107) 912'5;1 - ‘51 by = ;2r2+:(p] - (]2) =0,

]0”') 9:23 o P;g TP ((IQ T "3) —¢ ]’)2 __“P-gj)g =0,

1) 0y ~— 0 — 0, — 0, 7,

ﬁru) 0, — 0‘;2 + 0, (¢, + rg) — 0,9, — 03 Py =

127) Py — Pu — B, =Dyt F (P, + g} =

12“’) P;:a - qu + Pl (gg - 73)
1_3111) q;._, - q2

Yoy — ¥ o
—ﬁg—f’g_?’a(]g—

1 TN T -+ qs(P; + 92) =P27| "'p| 21
137) Ty

Gy + 0, (g, + Ya) = Qoo — Gy by = Py 7 — Py 7y,
Y P

2 .,1_r?"?§+?3(P|+(I’2)_‘]2P|—qlpgs
147 Yy —

Fo s

7;’;'_3 = 7 (qg + 73) - 72}52 _737’3 = ‘13P2"“]2P3-
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Signalons que 7, 7 ¢t % F,—F == G

L’élément intégral £, peut &tre déterming en présentant les paramdé-
tres (l) B (¥ R (-G | SN
T B/ I L |

o, e U Ay, g, T

g Y1 Pir ’ 0‘: ’
S TN = 0, p, g, v, comme des fonctions des autres
s g T Cage Vup Vo Pagr My Ty ' '
parameétres en utilisant les relations
LV} 7, cos 8 po sin 0 — (r.sin 0 <k pocos 0) O = 0,
— ~ dd
' d a0’ e oty . P e F1N , Pl
209) (0, -1 2ugy) vl 490 o vl — B ( fr=-47 T:] o, —if' =t
¢ @ e
" ’ =1 [+ , Za
‘ 5] 2 o e 2 [ . T2
W) 2 a4, = (108 S)e i
8 e ?
Da Oq) ~ &3,
41v) e, v e, — B = (___frr 234 /‘r —:‘2) — fp Lﬂ: )
13 2 &
D“) P” _! '93 + ((]1 _pg}] ?"‘ _ll_ ['); + @ (71 e /)1) pl 1 al.ﬂ"{, i':'v‘]. |

6IV) » =
T

Qivy @

Ve T (";:l - 0: - 0’
IOIV) ':;r ‘:!l—{- :;30 =), 1()[\’) e

£ .'31_ °£2=0’ _IT)IV) P'ix_ 9;3- ‘QIUJ _0’
1Y) 0, —0,--0,0,=0, T11%) 0, —0,=0, 117} ¢, —0,~0,0 =0,
jJ“ j)-‘ 0: 7 Or’ ]—21“} Pzz: —1‘2 0, * '1:‘2[\') /’;;;_i’10;= o P

13“) q;:_O;IH'Lquor =0, 'ﬁl\') q:‘!:_ UJQ: 0, -__; ) q’ o 0 s 9 hO

Ul ! L]-El\') ?.21' = j’:’. Ot k .=4-.I\') ri'h - ri Oh’ - j)g B

(la relation 1¥) est la conséquence des relations 121V), 141V)). Signalons

Yy 2,
. . ‘ 3
On observe facilement que le nombre de Cartan 4s, + 3s; + 2, + 5
est  égal  au nombre des relations indépendantes entre les paramétres de
la familte des éléments intégraux ¢t par conséquent le svstéme (87) est
en involution. I existe Jdonc des varidtés intégrales a quatre dimensions

1417Y) 7} 7, 0 = p,

Sg=r,—F =93, 5, =1 =2

N
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du svsteme (S sur Jesquellles [of, @ o, dt] =0, Ou pent caoncer le
théoréme suivant:

Soit (W) wne variété de lespace Iy déftnie par i champ de wecleurs
qui dépendent du pornl de Uespace Eyo il existe pavimi les mounvements baro-
fropes nanstationaaives (idimensioncls, des monvenents, qui dépendent de
dewy fonctions v, O, de qualre argiments, pour lesguels de champ des
vitesses est dangent @ (1),

2, Propriétés générales  des mouvements harotropes nostiiionnaires
fridimensionels avant assoeide une varieté de Pespace E.. ddfinie par un
champ orthogonzt au champ des Vilesses

I. La courbure movenne du chamypr (f5) & un moment/ donndé est In
somne de la dérivée de In 2 le long de la trajectolre d'une particule ¢f de
ta dérivée de o oo le jongz de la Hgne du courant (u == 17,):

o

I3 —~
py— gy = —=1rz L —-lnw,
. ‘ : i
By s,

ir ¢

(fr indique la trajectoire d'une particule ot ¢ indique la ligne de courant) ;
la relation précédente est la conséquence de Péquation de i continuité,

2. Les deux premiéres équations du wouvement permettent f'obtenir
la rehation

o ]
&1 - =

( ) = {d ed grad In :);:
S ;
Ry, 1!

ot [ Ry, 0] 7' est la courbure de la funille des directions (fr, I5), ¢'est-d-dire
des directions 1, le long des trajectoires, » indigue la compusante du
plan normal de fa ligne du courant ¢t ¢ est la vitesse lovale duo son.

3. La troisicine cquation du mouvement permet d'¢tablir les relations
suivantes

d (i) =1y, (b — et grad In 2),

:
ds,,

F4

~ d ot
w,o= Iy (D—¢* grad lu ¢} —— .
H,\ 2
ol 7, est la dérivée partielle de @ | par rapport i/, en un poing  donné.
4. Ta dérivée de || par rapport 4/, en un point donné peut toujours

s'exprinler par:
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( ) d e
?}, = | - — =" — 1.
ds,, dsc] (‘2)

3. La vitesse de rotation du vecteur vitesse en un point donné peut
&tre expriwmde par la relation

1 |
b, = 7-'( T T]'
I‘g(l-c}

AV NTTS]

ou HRE et HREL , sont les courbures géoddsiques des familles  des
directions (1), Iy) et i(1.e)1 1,] dans les configurations Myller [(¢r), [y I
et [(l.c.). £y, I%]%) respectivement [6].

¢, Stenalons aussi une autre expression de o vitesse de rotation du
vecteur vitesse

| - i
O, = — 17, - (P — ¢ grad In g} ] %--.
¢ Riirc

7 La vitesse de la variation de la densité en un point  donné peut

étre oxprimée par
~ i d o~
Gg=v —-—1{z)
ds,, ds.

8. De Péquation de la continuité it suit encore

~ d |~
w03 (po— ) =+ (R

ds,

bt

9. Voici dautres relations qui permettent d'exprimer la vitesse de
rolation du vecteur vilesse

_ of ]
O iy = ngl 4 — ]11(1_—“2._ ) 0,

i Yullay
o 1
U Al - ln (,_(1. ) 35
' db \Tilap

oit mr, ., sont les direetions asviptotigues du champ (£,) rapportées au
repere ([, 1) aun moment dound, nty, g, sont les directions des lignes
de courbiure du chamyp 1/,
{I,, L} et I[R
géoddsique de 1o famille des dircetions {0 - ag), £, dans la configura
tion Mvyller.

a un moment donne (rapportées au méme repere
sont Ia courbure normale ¢t la torsion

inilagl’ Ty ilag

* Pyoest le plan dout l¢ vecteur normal unité est fp.
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[l @), 15 0,], (les lignes {£ - 4,) ont les dquations ! W= w'— KNdi =),
ou A est une fonction quelconque qui dépend du point de U'espace I, et du
temps {). Les relations précédentes sont les conséquences de 12/%) ot 1417),

10. Les relations 91V), 10Y), T1%) indiquent la  permutabilité  des
dérivées pfafiennes secondes mixtes de v, » et 0 par rapport au temps !
et 4 la longueur de larc de la trajectoric orthogonale de la variété ().

Les propriétés générales présentées ci-dessus permettent 'étude des
propriétés caractéristiques des mouvements particuliers barotropes non
stationnaires tridimensionnels ayant associde une variété (W), obtenus en
imposant aux parametres du mouvements des conditions supplémentaires.
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MISCARI BAROTROPE NESTATIONARE ALE UNUI FLUID IDEAL

Rezumat

Se denlonstreaza teorema: liie (W) o varietate din [, definiti de un
cimp de vectori depinzind de punctul din F,; printre migcdrile baro-
trope nestafionare tridinlensionale, existd miscari ce depind de 2 functii
arbitrare v, 6, dec 4 argumente, pentru care cimpul vitezelor este in
permanentd tangent varietdfii (W), (v, si 0, sint derivatele partiale in
raport cu timpul £ ale modulului vitezei si ale unghiului intre vectorul
vitezd §i vectorul unui ¢imp stafionar tangent varietatii (1V)).

Se stabilesc proprietdfi generale ale miscirilor studiate, pe baza ecua-
fillor obfinute intr-un reper local atasat miscirii. In formularea proprie-
tafilor generale ale miscirii cousiderate semnalim importanta utilizarii
invarianfilor unor fawilii de direcfii in anumite configuratii Mvller,

ASUPRA RESTULUI IN FORMULELYL DI APRONIMARE PRIN
OPERATORII LUI MIRAKYAN DE UNA SI DOUA VARIABILE

DE
FELICIA STANCU

1. Cazul unei variabile

1. Tie f(x} o funciie cu a doud derivata continui pe intervalul [0,00) si

operatorul Jui Mirakyvan [3] corespunzitor,

In aceastd lucrare ue propuncm, mai intii, si gisim unele expresii
ale restului R, (f:v} din urmitoarea formuld de aproximare a functiei f(x)
prin operatorul (1) :

{2) Slx) =L, (f; v} + R, (v,

§1 in primul rind o expresie integrali.
2. Se verifici imediat ¢i au loc identitiitile

(3) La(l; %) =1, L,{(x; 1) = x
In baza formulei lui Maclaurin, cu restul sub forma integrald, avem

Q) =FQO) + xf"(0) + g(f; %),

unde

gfi) =g(v) = | (v — " (1) .

Avind in vedere ci I, (f; x) este un operator liniar, K, (f;x) va i
de asemenea liniar si vom avea

Ro(f: ) =fOR, (1; %) +f" (OR, (x; %) + Ry (g, %)



