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[(Z.a), 15,011 (les lignes (I - ) ont les ¢quations ! w¥= ' — Kdf =0,
ou K est une fonction quelconque qui dépend du point de V'espace £, et du
temps ¢). Les relatious prévédentes sont les conséquences de 127¥) et 141V),

10. Les relations 91V), 10™), ™) indiquent la  permutabilité  des
dérivées pfafiennes secondes mixtes de v, p et 0 par rapport au temps ¢
et 4 la longueur de 'arc de la trajectoric orthogonale de la variété (W),

Les propriétds géndrales présentées ci-dessus permettent 1'étude des
propriétés caractéristiques des mouvements particuliers barotropes non
stationnaires tridimensionnels ayant associde une variété (W), obtenus en
imposant aux paramétres du mouvements des conditions supplémentaires.
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MISCARI BAROTROPE NESTATIONARE ALE UNUI FLUID IDEAL

Rezumat

Se demonstreazi teorema: lie (W) o varietate din £, definitd de un
cimp de vectori depinzind de punctul din F,; printre migcirile baro-
trope nestationare tridimensionale, exista misciri ce depind de 2 functii
arbitrare v, 6, de 4 argumente, pentru care cimpul vitezelor este in
permanenta tangent varietdfii (W), (v, si 0, sint derivatele partiale in
raport cu timpul £ ale modulului vitezei si ale unghiului intre vectorul
vitezd §i vectorul unui ¢lmp stationar tangent varietatii (I)).

Se stabilesc proprietdfi generale ale miscarilor studiate, pe baza ecua-
fitlor obfinute intr-un reper local atasat miscirii. In formularea proprie-
titilor generale ale miscirii considerate semmnalim importanta utilizarii
invariantilor unor familii de directii in anumite configuragii Mvller.

ASUPRA RESTULUI IN FORMULELE DE APRONIMARE PRIN
OPERATORII LUI MIRAKYAN DE UNA SI DOUA VARIABILE

DE
FELICIA STANCU

1. Cazul unei variabile
1. Te f(x) o functie cu a doud derivati continui pe intervalul [0,00) si
(1) Lo(f:x) .E_;. ux (’;'-}')f[rJ

operatorul lui Mirakvan 3] corespunzitor.

In aceastd lucrare ne propuncm, mai intli, si gasim unele expresii
ale restului R, (f;v} din urmitoarca formuli de aproximare a functiei f(x)
prin operatorul (1) :

(2) S =Lo(f; ¥+ R.(f; %),

$i in primul rind o expresic iutegrali.
2. Se verifici imediat ci au loc identititile

(3) Ly(l;x) =1, L, (x; x) = v
In baza formulei lui Maclaurin, cu restul sub formi integrald, avem

Fy =f0) + 5/ (0) + g(f; ),

unde
g(fi7) =g(x) = 5 (x — 8 f" (1) at.

Avind in vedere cd L, (f; %) este un operator hniar, K, (f;x) vadi
de asemenea liniar si vom avea

Ro (f:2) =[O Ry (1; %) + f7 (ORW (x; x) + Ra(g; %)
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Tinind scama de definitia lui R, (fix} 51 de identititile (3) objinem
de aici relatia importantd

(4) Ro{f; 9 — Ra(g: 0 =g(fi0) — 1. (g 3).

In continuare putewn scrie

. S (rzx)' [_} o
Ly (b N & i & i

r=0

Jl

=

Y

-l.

)('”‘) If (1) dt.

Accasta se poate serie mai compact astfel

(6) R (f; ) - g Go (62 3) 7 () dl,

) . k—1 k . ;
unde, dacd presupunem ci ¥ € —— - & fiind un numar natural, avem
TR
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r—1 Y .
¢ ""'E(i—{)( 'l dﬂc:lf(—[u»’i,lirik—l,
jmn\ M n n -
k=175 j o .
ey ({; — z)(?;i]) daed elfc—ﬁi, xJ,
, i~0 :
(7) Galt ;1) =1
—1p ] , \i
1 f—x pe™™ ﬁo[{;— “)—ﬂ;— daca ¢ € { \f—i] ,
J= .
| .
i 1—*'-%-0'""'?:1 . ik lacd ¢ ¢ —,1 =k,
! j=o\n oy "

In felul acesta am obtinut o reprezestarc printr-n integrali definita
@ restutui formuled de aproximare (2).
3. Tinind seami de L\presm nucleniui G, x) s de faptul ch din

identitatea (3) se deduce ¢ pentra o unindr natural avem
e i j
FJ v _:__ C—-n.rmg !——f UE"’E)_ s e TN )‘, (nx) s
=0l 7! n i
j=0 j=m I

s¢ coustati of oricare ar fi £ ¢ [0, o0} avem G, (¢; £) =0, x fiind un punct
fix de pe intervalut [0, <0).
In consecingii putemr aplica teorema intii a medici din calculul

integral si obtinem
R, (f:x)=["(2) { G (¢; ¥} dl,
0

unele O < 7 < =@,
Luind flx) = &* gasim

PRSP, a NG \
Vit o + 2 .EG" (¢ ) di,
astfel cd
cnG,,f,;."aa’f s e
Go 63 o

in felul acesta am ajuns la urmitoaren expresie simpld pentru restul

Ro (3 4):
X

(8) Ry (f,x) = — )_" (%), 0=

(A%

Forntula aceasta pune in evidentid faptul ¢d formula de aproximare
(2} arc gradul de exactitate unu.

be == Anile — Mutematicd



118 FELICIA STANCU 4

4. In continuare vom stabili o expresie cu ajutorul diferentelor divi-
zate de ordinul al doilea pentru restul R, (f; x).
Se observd ci putem scrie succesiv

Rulf5 ) = F(3) — Lo(f34) = § e—u(if!)_'(f(x) ——f(r))

m

— ;lz '-2:06 nx( r')' (H.l' _— .V) [.T, ’fl .
_ o 21X) r .
‘ ,gnc r! [ "n Jf}

Fécind in ultima sumi schimbarea =74 1 si inlocuind apoi iar varia-
bila de insumare prin » avem

rlx,r—f-l
r

;f}
r+1

"

L.

rl
I o
=] r

Dar in baza relagiei de recurenta a diferenfclor divizate avem

n[[x,;}f]—["'-r#i J)—[n,ﬁ’r;l;f]

si in felul acesta obtine:n rezultatal final

X,

- ox ﬁc Hy (nx)”
r=0 gl

ol

(9) Rifix)= % e—m-‘_’?:")'[x, r ol

n /= rl non

Aceastd formuli este analogd formulei stabilite in {7] in cazul polinoa-
melor Iui Bernstein $i a fost obtinutd prima dati in [8) pe o cale diferita.

Daci se noteazd cu JM,(f] marginea superioard a valorilor absolute
ale diferentelor divizate pe trei puncte oarccare de pe axa 0,c] a fune-
tiet f(x) si tinem seama de prima relatie de la (3), putem scric

| Ry (f;9) | 22 My ().

Avind in vedere ci formula de aproximare {2} are gradul de exacti-
tate unu s cd in conformitate cu formula (9) restul R, {f;x] nu se anu-
leazd daca functia f este convexi de ordinul intii pe intervalul [0, ,)
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adica diferenfele sale, divizate pe tret puncte oarccare distinete din jeest
interval sint pozitive, in haza unui rezultat al acad. T, Popoviciu
4, 5] existd trei puncte distincte %, 2o Zp din acest tnterval astfel ineit
s8 avem

I‘)u (f- -") = ]\)u (-\:: i "\‘-) [‘:.q ,En_:, E:}: f't

Cum
x
[)n -1-2; X)) = — —
Y ( g "
rezultd urmitoarea formuli
x_ . . e
(10) RS x) = 5 & s ),

care a fost dedusa recent, farda ajuterul formule (Y, de catre A. Lu pas

21, O formula similard pentru restul formulei de aproximare prin poli-
nomub lui Bernstein a fost stabilita mai intii de catre O Arama
e

2. Cazul a douia variabile

3. In cazul unei functii de doui variahile (v, ¥), definita pe domeniul
0= . v o, se poate considera operatorul Tui Mirakyvan in doui
variabile

[- AR SRS - B A LEERT) )‘_(nx.)r (?_11__3))5 r ' 5 )
wow(fd02) 2 E ‘ ! st / noom

Presupunind e J(v.3) are derivate continue Jde ordingl al doifea in
raport cu v 5 in raport cu v, ne propunem in continuare s& evaluim restul
Ryyw (f10,x) al formuldd  de aproximare

(l [) f[-\', _\'I:I == 1~u,m(f; -\’:J}) r R;;nm(f; ’\;J}')‘

) Folosind rezultatul stabilit la (6) se poate deduce o reprezentare prin
integrale definite a acestui rest. Tinind seama de (1) si {6) putem serie

Sl y) = i c"'f(?%)-;f(:;._\') -i—& G (L) [l ) di.
= ° ) L n

. . . . r . S
Dezvoltind apoi functia f[n \l,), i raport cu variabila v, conform

aceluiagi rezuitat, avem
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—m t,i I . b -y “ _t -
( ) z.oe ,(m f(n m) } -\(.»(.._\ )f,c(nw)d-._
0
In consecintd
S B ey (1%) (my)
SRR ) e
unde
Rn,m(f; X, ¥ ) = \'Gn (t N "")f:‘.!(t'}’)dt -+
0
? . ay = > —HY (nx)r L r T ‘ .
+\Gm(f,))[§no =i fﬁ(;’ )Jd
0
Dar
M(nx) N . 4 L L \dl
rgoe (n,;}_f,_g(.«,,.) ‘\G,,(t,.x)fm__e(,.)d.
1]

tnlocuind mai sus, objinem urmitoarea reprezentare prin integrale
definite a restului formmulei de aproximare (il)

(12) Ry m(f; ) = \(, (£: 0 f 2 (6 a)dt -a-Sc;,, (x: ) fa (v, 0ds —
0 0

m
0
De aici, pe baza formulei intii a medici din calculul integral, se poate
deduce imediat urmitoarea expresic a restului

{1V)
Gu Jn ( ;‘V)fm 2 (!,T)(ﬂ ([‘:'.

:3'L,_‘8

Xy avy
dpm’ #2

X . .

-Rn,m(f; x:,\'.:' ==E znfx' (*:!.,-' zn;.f’- (

£ si g avind amunite valori din intervalul (0, =).
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G, O reprezentare similard cu cea de la (10) se poate deduce de ase-
menea si pentru restul formulei {(11). Aai intli avem

sy = F el gL ) - 22 taisw)

|
Zocr) r! n n e

f[;\])ioc " (ms’:) f(;:*;) ,i[m.m.m:f(;.y]]w

fu, T, e flind puncte distincte din intervalul (0, oo.)
Iu consecinta

X
fle.y) = Lo, (f;x,5) — n (&1.8:.855 f(%,5) ] —

____Ec o .)' ,1,7)"*"33'f(; y) )
Dar
rge'-"’ (nx) [m]m,m f( ]]3 =
= [ My N, f:s,rg:]g " (":")'f(g'y” -
=[m,n2,na;f(x,y> —%[E.,Ez,is;f(%y)],], N
=1 }, [i‘:i“ f (x, y)]
unde o

a ,E-' ". . .
[n:m:,: )] = (BB Bl i 0]

== [7)1 + 2. M3, [E: 220, E5 ;f(-":.}') Jx ]y

este diferenta divizatd bdidimensionld a lui f(x,y) pe punctele puse in
evidenta.

In c9nsecin;é ajungem la urmitoarea expresie pentru restul formulei
de aproximare (11)
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£ . x b b bl . -
(13) R (fix.y) =~ y g i ny) L — % [y, 05 v )], —

i}j[-ilsaza’iil ;f(‘l:, .\.) ]

In incheiere mentiondm cd rezultatele analoge cu cele de la {12)
si  (I3) pentru resturile formulelor de aproximare prin polinoamele L
Bernstein de doud variabile au fost stabilite in luecrarea (6]

Relativ la extinderea la trei ¢i mai multe variabile a formunlelor stabi-
lite in aceasti lucrare putem spune ci aceasta se poate face imediat con-
form procedeelor folosite in ultimul paragraf,
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ONTHE REMAINDER IN THE APPROXIMATION FORMULAE BY THIE MIRAKYAN
OPERATORS OF ONE AND TWO VARIABLES

In the first part of this paper one establishes the integral representation
(6) of the remainder of approximation formula (2) of f(x) by means of
the lincar positive operator (1) of Mirakvan. As a corollary one deduces
the simple formula (8). Then one also establishes the formula {9), which
gives a representation of the remainder in terms of the divided differences
of the second order of f(x).

In the second part of the paper one extends these results to the case
of two independent variables.

TENSIONS THERMIQUES DANS DES BARRES ELASTIQUES
ANISOTROPES

PAR

D. IESAN

Dans [7], [8] nous avons étudié le probléeme des tensions thermiques
dans des barres cylindriques anisotropes cn supposant que la température
varie linéairement dans la direction de la génératrice. Dans ce qui suit
nous allons étudier le probléme des tensions thermiques dans des barres
anisotropes pour le cas olt la température est dounée sous la forme d’'un
polynéme dont la variable est la coordonnée axiale x,.

Nous considérons le cas d'une barre orthotrope et homogéne (§§ 1, 2)
et le cas ol la barre est composée de différents matériaux homogénes
(§3). Aux §§4, 5 on présente les résultats qui s'obtiennent dans le cas des
matériaux qui ont un plan de symétrie ¢lastique.

§ 1. Considérons une barre cylindrique avec un profil simplement con-
nexe, de longueur /. Nous supposons que les forces de masse sont nulles ct la
surface latérale est libre de tensions. Nous supposons que la barre est en
¢quilibre sous l'action d'un champ thermique donné, les forces qui action-
nent sur les extrémités étant statiquement équivalentes a zéro.

Nous choisissons le systéme de coordonnées cartésiennes orthogonales
tel que l'axe Ox; soit paralléle aux génératrices de la surface latérale et
que le plan Ox,,x, contienne une extrémité de la barre, 'autre étant
dans le plan x, = I

Nous allons noter par u;, =, o,; (7, § = 1,2,3) respectivement les compo-
santes du vecteur déplacement, du tenseur déformation et du tenseur tension
€t par 7, la variation de la température absolue du milieu par rapport
4 la température de I'état naturel.

Les équations constitutives pour le cas des milieux orthotropes sont



