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PROPRIFTES ALGEBRIOUES DI LESEACE sTENOREEL
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Omoa détini dans niespace spitoricl Syn Jes nm!tiap.ipvur\' et grace
A enx Lespace spinoriel d'ordre deux Spen TPuis on a ct.l.lfhe les ‘-]Hllh-h"l.l-‘
cenrs A fois contravariants {covariants ou nuxtes] L:nnﬁtr}ut_r- comme prnd.l..nt;f-
de spineurs, en moutrant quiils forment une atyébre lincatre. I L‘Ull\ll(l(.u"
Fant ensuite un espace  pseudo-cuclidien reel. on o défini e comp L.'!\lt.
conjugue d'un tel spin-tenseur. Les spin-tenseurs ast ()l{tk’l‘]ll\]\()ll’lt fu
<olutions Jd'une équation du type Mirac, utilisée dans la théore de la ta-
<ton des particules démentatres

ASUPRA UNOR TRANSFORMART AL INELELOR SLABRL
I} 5
Uk A TLUCHIAN

Costtrtewiagand . fravcentold foo sesivnea stiintifrea o U aiosrs oo Moo Cuse!!
din MBS octopthre [T

1. ITn citeva Note precedente [60— 1107 am studiat unele probleme ale
inclelor slabe, nofiune introdusd de AL Climescu [I70 2] prin urnd-
toarca definific :

Seanoneste tned sfah W wn grup aditic abelian W | in care se i defi-
neste o operafie, nunntd fnmwdfire — aofatd cuo - —care salisface relatinle
{1 o0 =gk (2 0-x = vy -0, v e

wude o, ¢ sint endomorfisme ale grupulur aditiv 2., 1ar ¢ un clement fix
{2¢ obgservd ¢d ¢ =0 - 0} ; Inmultirea este legatd de adunare prin legile de
distributivitate slabita

(3) vefv bl - 0= g,
4 (=2 v =0 =y oy e
Din axiomele inclului slaly se deduc relagiile .

f2) (—a) b= —(a .- 0) =200 - by, (2) a (—b)=-—la b4 2a - 0)

(8) u—0) - s=a -2 =0 520 ., {2y - u0) =z a—z b+z-0

)

Inclele obisnuite se obtin din definitia celor slabe pentru cazul p=d=

§ endomorfismaul nal, ¢ = 1 Pentru o — 4 = [ endomorfismul  identic

st =0, fmmultirea ., -7 este compunerea cere’ utilizatd de Perlis
1] i Jacobson 3. 4 in delinirea radicalulul Jacobson al unui
mel asociativ. Un inel slab 2 s¢ numeste corp sfad de specia T, dach este
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grup relativ la inmuldgirea . - Y corp slab de specia Tl-a dack A are
un Adement o cu proprietatea

(3 oo =l X =d v e

s1 A sftoeste grup multiplicativ

Un inel slab 2 poate fi considerat 2 e objinut dintr-un inc
ohisnuit [ cu acelagt grup aditivl, si inmnitirea notatd L7 i care
se defineste o noud mmultire . 1 delinita de

{6) voev= voewhoam ey

Reciproc, unui incl slab Q- i se poate asocia in mod anivoe un inel obis-
auit 91 cu acelagi grup aditiv U, s mmulfirea . o7 definitd de

(7) prvs=rey— v -0 -0y 0 0.

In prezenta Nota voi introdace anumite transformari ale unuiinel slab
9 e sint endomorfisme ale grupulu Y. wnaloge cunoscutelor endomor-
fisme R, [, (multiplicarea la dreapta respeetiv la stinga} definite fu inelele
ohistnte,

2. Se stie cd, in cazul unui inel obisnuit asociativ A, mnlfimea multi-
plicarilor ta dreapta ) PRvR,==a o a, a e Wy este un sub-
el al inelului endomorfismelor grupului Ay, & (U . RAA ) subinel (U,
si aplicatia ¢ =K, este un epimorfism 0 W= @ (A7), e devine izomor-
fisin daca A are unitate: consideratii anajoge ~sint valabile peutru mul-
timea multiplicarilor la stinga LA 3 L, in care caz aplicatia e=1,
este un antiepimorfism.

{ntr-un inel slab Ue, nu se pot face consideratii analoge  asupra multi-
pliciritor la dreapta K, =au la stinga [.; . micar pentru faptul ¢ii acesten
nici nn sint endomorfisme ale i s

in inclnl slab 2, <t definim transformarile /2, S, prin relatiile

[3 Vi), = A a — O - u. (R ANy =t X o=t 0, v e

unde a este an element fixat in 2, dar arbitrar, o
Lema 1. D st 05, sinf endomarfiswe ale rupului aditin, U si salis-
fac relalitle =
D, — R, 1N Lo v -xv= xl), AN, o= RIS EI Y ) T
fn adevar. conform cu (8) si (4)
(v, 1y, = (v Fowa)sn O ca— 2y a-t g a—0 .- 0.a—
{xy -a — O a) - {va 0 — 0 .a) = x, D, - b,
1]("\.‘i

{9 (%, +— ) Ds = 11D + % D,
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Andoyr seoverificd

) (v, <4 23S, = a0, bk
Tinind seama de (7}, (1), (2), avem

1Y) v, Voooao-oan. v s (11) i) Ny=} =

(14} VS, o I 41 (I 5, = 1

e

In particular, pentra ¢ 0,

Dn- N S[):L

Din (6) s (10). (107 se deduce
{12) vevoe xf, =S, e =S 4 v, 4 e

Din faptud ¢ D, S, sint endomorfisme ale grupului U, rezultd

Lema 2. It orice inel slab -, submultinile W Dy, WA S, sint subgrupurt
ale grupulin aditiv ..

Se stie, cd, intr-un inel obisnuit A (asociativ sau nu), o submulfime
B < A este un ideal sting (drept) cind B este un subgrap al grupului
., invariant la orice L, (K}, BL, © B, (BR, C B, pentru orice r € Us.
Considerind definitia datd unui ideal slab sting (drept) intr-un inel slab
o, (97, anume B este ideal slab sting (drept), dacd

17 B, subgrup € U,

2y . h—r-0eB wbeB wred,

(2 b .r—0.r ¢ B, pentru ideal slab drept)
<¢ constatd i ;

Ohservatia 1. Definitia wnui ideal slab sting  (drept) se mati poate
ciiunga ; ‘

O submulfime nevidd B a unui ideal stab ' se numeste ideal slab sting
{drept) dacd este un grup aditiv B. .. invariant la oricare transformare
S, (D), B.S, CB (B, D,CB) vrel.

3. Intr-un grupoid multiplicativ oarccare G, nu element w se numeste
inversabil fa stinga (dreapta) dacd ecuatia xa =& arc solutic 3 cG (u\;:
= b are solutic v € () pentru orice b € G si observiim i definifia se mai
poate enunga: a este inversabil la stinga {dreapta), dacd K, (L.} este o
aplicatie pe, GR, == G(GL, — G},

_ Acceagi definific ¢ mai poate da in grupoidul multiplicativ al unui incl
obisnuit - oarecare 9, in care caz a este mversabil la stinga (dreapta)
dacit si numai dacd R,(L,) cste epimorfism al grupului aditiv ..
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Faptul anadog in inclele slabe -1 dic:

Lema 3. Conditio necesard si suficientd ca wn element a e (‘21'—:';1:'{ \r'tr/f},
sd fre inversabil la stinga (dreapta) este ca DS, sd fie o epimorfisne i AWy
" in adevar, fie £, epimortism al grupudui aditiv 20U D, =, adiea
pentru orice b e A existi un v e AW cu D, = sy g - 0 -fr=b;
aceasta insemnd oa cenvatin vooa — 4 ¢ - are <olutie v opentri onee g,
Punind # -0 - — b avemn ¢d couatia v ca = b are solutic A 3a-
ceasta este adeviral pentru orice by clicl orice by se poate serie b, =0 -
O -a, cub by 0w sideci cenain v -a = b devine voa = O =
b.oxDh, = B, care prin ipotezd are solutic pentru orice b Reciproe,
dacit g este inversabil la stinga fu A, conatia v - @ = 4 se poate serie
voed o O-a b 0w

(13) "I)1 === hl. cnu h.:[i—n-”‘

dect, prin ipoteza, ecuatia {13) are solujie | accasta este adevarat pentru

orice by € AW, cici orice by se poate serie b= -r0 - a)—0 a=h—0-a

<i intrebarea daca v/}, —b—0 - @ are solugie v s reduce evident ja problema

dacd v - a — b are solugic ceca ce, prin ipotezit, exte adevarat. Dect A, =
N Analog sc demonstreazit lema pentru S,

Ohservatia 2. Lema 3 generalizeazi urmitoarea proprictate a clemente-
lor c.\';\sirugullutc la stinga (dreapta), (Jacobson 3] [-Hn intr-un incl
{obisnuit) asociativ 2, elementul @ este cvasiinversabil hastinga (dreapta)
atunci s nwmai atunei cind ¢ este cvasiregulat fa stinga (dreapta).

in adevar, intr-un inel obisnuit asociativ W<, Jacobson numeste un
clement ¢ € A cvasiinversabil fa stinga {dreapta) dacd ccuatis vou =10
are solutic v (¢ o ve=0 are solufic v} unde Lo este compunerean cere

iar clementnl @ €9 este numit cvasiregulat a stinga (dreapta) dacd

D COTRR | AL (aU b A} unde
A o — A ty a4 v e fixat, oy v e UL

Dar, eum sa observat mai sus, i § |, structura algebred Y Lop este un
inel slab A7 cw e — & — [, — U, asoctativ s cu zero drept unttate prinei
pali; dar intr-un sentigrup multiplicativ cu unitate — cum este A exis-
tenta inversulul la stinga (dreapta) relativ la wmtate este ccluyalentu cu
inversabilitatea la stinga (dreapta), definita la inceputul acestui paragral.,
5. Pe de altd parte, conform cu (10). ({107

Rt ] v ST I vf),, de unde
U a Y AL, {«N YU A S,).

asa incit afirmatia e cvasiregulat la stinga {dreapta)” se exprimd prin

JATD, — A (AUS, = U, adicd DL (S epimorfism”

5 TRANSFORMARD ALK INELELOR $SLARK pEL

Generalitatea lemel 3, fatd de proprictatea mai sus citatda, consti in
aceei ed in timp ce aceastd proprictate este valabila fn ipoteza ¢ incelul
A sioinctul slabh 20 sint asociative, cu nnitate si proprictatea citatd se
demonstreazid pe baza Taptului ot A o A este ddeal sting (U> 9
este ideal drept) lema 3 este valabild fara nici una din aceste ipoteze
siopentra g, % erdoworfisime oarecare ale lui Y

Pe baza consideratiilor din acest paraseral, apare naturald introduceren
armatoaret definitii

Intr-un inel obisouit A, wir clement w se nanieste ceasiregsalal saie ceasr
cnersahit fa stinga (dreaplu) rolatie fa perecliea de endomorfisne o e AU ).
decd o este neersabil fa stinga (dreapla) i nelud sleh A coustruit cu 4,
=1 {6}, sau cecit e este tot una, conform lemwed & dacit endomorfismul
1S ) este epimorfism, 00, -0 (0.5, AU L Convenim sit mai spunemn,
ioavest caz, ed elementul o este evasiregulat inoinelul stalb e,

Ao Intr-un inel obisnmit A afirmatia dacd s K, @ - a O are solu-

fie unicd {obligatoriu : — ), atunci R, este monomorfizsm (cici nucleul endo-
morfismulal K, .\’Ra == (", este banald, Pentru un el slab 9 este
valabilid

Lema 4. Dacd eccnelie 2 - a=0 (u - v = O are solufic wnicd s{v), alunct
DS este monomorfism.

In adevar, 1), fiind un endomorfisme al grupului W, existda nucleut Ny |
a
Np,=itviveldl, vhy=xv a =0 a=0 sau v .0=0. 4,

Ipoteza ¢ 7 - a = arce solujie unicd ¢ fnseamnd ¢ -ag — 0 -«

0 - adicd cenatia D), = —0 - ¢ are solutia unicd 2, san
{14 0. o= —xH, =( 21D,
dect ecuatia
147 wld, — 0 -«

are solufle unici u
solutiile ccuatie

i
<)

o,ocw 7 solutia unied pentru 2o 0, ciutim

13) Vo 0. a, Y€ .\'“u .

Cum, pentru orice &, avemt v - a — afh, -0 -a stocu (1D, v -a — (v
- )0, atunct ccuatin (13) s¢ serie (a ), — 0 -, care este ecuatfia
(14 cu solutia unicd v = v =z sode unde v 0, dec Ny = 0, 1,

monomorfisi, Demonstratic analogd pentru S

(o

Observatia 3. Reciproca lemel 4 nu este adevirati decit in forma
mai restrinsd : dacd /2, este monomorfism $1 £ -4 — 0 are solutic, atunci
aceastd solupie este unicd.
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=. &3 observam ca, pentru doud clemente a, r € v, proprictatea de
permutabilitate 12,5 5. D, esle cchivalentd cu relafia

(]h‘) y - (_\ it Y IU i) ¥ \.) el ) (n -l Y [ 9,1'
EHAN

(16" roofx ca) =-froex) w =)t (r -0y

Acensta rezultd din defnijia dui D, N, s (3. (4. Se deduce

Obhservatia % Iuts-un inel stab, A, transformarile £ sint permutabile
cu transformirile S atunci i numai atunci cind are loc relatia (1G) sau
(16”) pentru orice . a. ¥

{167 D, So=157 1y, (1G), pentru ya, 7, Y E I

Se stie ed intr-un ined obisnuit, condijia de asociativitate este echiva-
lenta cu permutabilitaten endomorfismelor K si 1

(@ X by ~r=u X (he) (= LR = R.La v, b cedr.

Lema 5. Fntr-wn el slab W, asociatrvilatea Pnprulfivii . -7 este sufie
cientd dar i necesard pentrit permutabilitatea transformérilor D st S

In adevir, dacd inmultirea in AU este asociativi, atunci (16} este
satisfacuta, deci la fel (167, Sa aratam printr-un e¢xemplu cd@ permu-
tabilitaten endomorfismelor D i § nu fmplicd asociativitatea fnmulgirii,
T adevar, fie 2% nu inel obisnuit asociativ ;. sa construim inelut slab A cu

ajutorul formulei (61 definind
v =N e W= KX
pentru @, w0 clemente fixate din 2. atunei
v, = v (o ), vS, = [r -£v) =
w1, S, = (r v 3¢ Lo {e 1], (S, D) = [{r -~e) X ¥lx {a -1

siin virtutea asociativitatit in AL avem D, S, SD, pentrn o

a,r e W, Dar inmulgires in A nw este asociativa, cacl notind

A r B T I M TS S i B \ i N A AR Lol (i o
avenl
(r v A [ el i r
s s g5 weE B ) ] i 1=t
siin general ro Ml o8 o H T [TeE JTRRE-E RN B s -
P R SR S TR (LRl | Bl Lt €

5 o TRANSFORMARI ALY INELELOR SLABE 51
|.1'm:_| G, Dacd inelnd stah W wre cadomorfisele 1y sio S (ale fur A
pernritabile, aluner ' o
| I.Jn'hr." .ah.:.ymu! W, asocial cu W prin (75, este asocialie (eudonir
fismele R si Lo sind permutalile).
_ _],I.I.'rfru..mfzw.'c.’c 1) si S sine permidahile respectiv e orice Loy
tFIce Iy, .

(173 D,oLo= 1,0, .
{18) S, R, RN, o r e
SetH

{177 r (v (rox) ca==r {0 -a@) -0 w v, v el
(180  {r v <a—r {vxa)={ -0 a—r. 0,

in particular cndomorfismele = Dy, = 5, din (1), (20 sint permulabile
respectiv. ¢t orice 1. i orice R ' '

(]7-0} '?]-, [‘,

B

o sare (170) v o (ve) = (r< e,

(18,) SR= RS san (18) (ab) v a =(vxa)d.

In adevar. daca (16 D, 5, =S, D, wa. re Uy, in particular
{19) wS, = S, Dav =4 ph = o,

Yo A1), (167 si (19).

atunci, servindu-ne de

-2
e

(11
Rol, = (Do) (S, — V) = 0,8, — D,y — o8,
LD, = (S, — 0 (]

k:'

o =S, Dy — 3D, — Sip -

Teng YA » . ) 3 R

:u.ult;l K, L, L, Ry wa reUs, deci A* este inel asociativ

o leu?'x_'u a demonstra 27, ne servim de aceleasi relatii, observind ci putem
werie {16} sub forma

DL, 4 = (L, £ 4 Dy= D, L,=L, D, (17)
(R, - 2)S, =S, (R, = RS, =5 K, (18

Iu particular, pentru a = 0, (17} ne da (17, ) sau (17 ). iar pentru
=0, (18) ne da (18) sau (18).
A - w 13 OI . .
‘ Sa obse_r\':up ¢ reciproca lemet 6, 1° uu este adevarata; dacd din-
T 1121[‘1. el ohl.-}m‘ut‘ asociativ A se construieste inelui slab A+ prin (6), endo-
morfismele /) si § nu sint necesar permutabile: daci, de exemplu, Indm

R Y nepermut'lhile, cvident 1 si § . i X {
E A A - : 481 S nuovor fi permutabile. T¢
devirats - 1 1atabile. Dar este
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Lema 6. Cowditiile necesare st suficients e ot fied stabe sddaild on-
domarfismele 1) i 8 permutabifc il

) Fuelul obisnuilt A asocitl o W i fre asoctatne,
\- U p{

Necesitatea conditiflor a fost demonstratd prin lens 6, Suflicienta lo
rezultd utilizind (110 (117)

Din femele 3 s 601 rezultd imediat

D) s U Spo L LR R,

Ohservatin 5. Dacd inclul stab 2 este asociativ, atunci sioinclul obis i
nuit asociat U este asociativ dect diulr-un el obrsiat neasocutie e se
poale construi an inel slal asocradi.

6. Tu § 3 (Obs. 2} am ardtat in oce mewd Lema 3 este generalizarea
faptului ¢, intr-un inel obisnuit asociativ 9, cvasiregularitatea {in s<ens
Jacobson 3. 4 la stinga (dreapta) este cehivalenta cu evasiinversa-
Dilitatea la stinga (dreapta) $iam remarcat ¢d accasta cehivalenta o fost
<tabilita de Jacobson pe baza faptului ca Aoa - U (W, in notafia
mea) este ideal sting {21 9 este ideal «drept). in cazubinelelor slabe
sencrale (g =t 4 5 1 ¢ 52 0), se demonstreazd simplu:

Lema 7. fntr-un fnel stab %, subgrupul aditie Y0, este tefeal ~lab
sting (A8, este ideal stab drept] pentrit orice @, dacd st nnmai ducd este salis-
ficutid conditia (16') de permutabrlitate a endomorfismelor 1) st S (sau celri-
calentt sa, relafie (18)), pentru orice v {pendru orice al.

in adevar, conform cu Observagia | (§ 2}, subgrapul aditiv A 12 este
ideal slab sting daca si numai daca (A D} 5, C A D, pentru - V7,

Dar. in ipoteza permutabilititii (167), avem

- (1,5, - WAS, D) — (W Sih, WAL, wa, red,
cact, evident A S, © A Sau, pentru clemente, utilizind  definitia idea-
tului slab sting, apoi relatia (27) din § 1, si, in sfirgit, ipoteza sub forma
(16}, avem

v, vooa— i, vreU
oo (xD) PO ) I S T o) yoo (o)
po {0 ca) 0 Oy ) (r - 0) - a-=
(r - x) D eWD,.
Din demonstratic refese evident si necesitatea conditic (16"Y ; demon-
stratic analogd pentru 28, ideal slab drept.

7. %4 notim cu D, respectiv & multimile de cndomerfisme 5. S, .

vaed.

1] THRANSFORMARI ALE INELELOR SLABE :

o
B

‘D, iya o DC A A melul endomorhsmelor grupulut A4
VS, e o 5 C (UL

S defimm aplicatuile
ARED ME R S [ TR b,
y oA = A oprinay N

Lle au urmatoarele proprietiti
{tty |- ataly = dy iy — 074 sau

(19) D, .. = Do, = D, — D, (9 s

¥ oyt 5 e N L i i
(2”) Dax s D'1 D: Du- 'f‘-’-,“l| S_,-._ b= S S_J "".,
21y D D, 4 2D, (2P S = — S=p A8
92 Dy — Y Do (n — 11D, 99 §u = Y S o (i —
( S g | (227 é\_l_”' b Se; — (1 —1) 8
(22,t D, — nD (n 1D, . (225 8z w8, (=18, wued

Aceste proprietati sint valabile indiferent daca 20 inelal obisnuit
asociat cu 2 este sau no asociativ, '
- Sdpresnpunem ¢d gooeste un homomworfisi (deci ohligatorin epimorlism)
il grupoidulu multiplicativ . adicd (v -0l = (vt lo gt ~an

(237 Do, — DD, v ae (in particular D — 2%

Condiia {287) este echivalenta cu nrmatoarea condipic intre clementele
melilui slah

2.3 pofr ) =0 (x-o)=(r x} . a (0w ca. e vu e A osan

D3 ke fx e (r - v o 0 - (v a) (v

Lvident ¢al in conditia (237 (sau echivalentele (23), (237)) multunea
este un subscwmigrup  multiplicativ ®  al semigrupulut multiplicatis

. ] al
imelulul & (A

Ohservatia 6. Dacit inelul slab AU este asociativ, atunci (23)  (sau (237
e=te evident satisfacuti, deet 31 (237), adicd - este un homonmorfisi al \(:mli.-
srupubui multiplicativ 2 pe semigrupul £ Dar 4 poate fi homomorfism
feomndifia (23] vadabild) Tard asoviativitatea ot 2, ceent ce retese din wrmi-
torul exemplu
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< cousiderin uninel obisnuit asoviativ A care are micar un divizor
absolut al hui zero Ta dreapta {dar nu ln stinga). w, (re =0, ¥ rE A
{w r == 0 macar peatru un p) st A prin (61 constrmm inelul slals

Ar, cu v Vo Tty A== MY atune #DD, = vl ) (o w) dar
yD,.. ¥ (an - <2l e}
Ttacn Tud v ¢ i woatunct ave

pli Dy — rDg= (@ — €. ) =0, VE 2
dar A nu este un dnel slaboasocatiy, el

(# sa) g —r (X ) (ca — ae) L-rQet — o ) - (07 — ¢ — ik
(ew — ue) — {u* £ — Mt
i poate fi zeto pentru orgee d ciet, in general, o o5 ne st ¢ i} o
N este zero pentr oriee a. N il observin ca, inoacest exempli, ex-
presia
8. S a8, o= it -e—thd,
nu este ) pentru orice o £ .
Considerafii analoge cu acelea exptise mat sus pentrn aplicapi g
<int svalabile st pentra “70 conditia ca ty =i fe un antihomomorfism al
erupoidului multiplicativ A sty

249 S, S S .oy wore W (in particular 8 - o) s este cehivalentid cu

condijia
(24 oA rap=ro(x -0 =(r-x) da— (roowl B osau
{247 poafy cu) —Ar V) = (a 0y — r o xl 0.

Observatia 6. Asociativitatea jui A este sulicientd dar nu necesard
pentru ety sd fieoan antihomomoerfism (&, semigrap multiplicativ}.
§. in paragrafcle precedente s-au pus in evidena mai multe condifn
necesare ca un inel slab <d fie asociativ. S demonstriun acuil
Teorema 1. Condifiile necesare sisuficiente pentrie ca inelul slabs P
fie asoclatin sind
(e DS S D, {echivalentd cu WAL D, deal Wl sHing, ot s
A0S, ideal stah drepl, v,
2%y D,., = D. D (cchivalentd cu 2Dy sepugrup praltiplicalie” sun
e 7 Somenmorfisar s W = &}

2088 S . (echivalentd cu 8 sentiorup mulh plicalie’ sdi
! ! . e e i
ety antthomomorfisi A - 5.7

23y e o ol (echivalentd din (D). (2) cu

(25) Co0 0 e san (B2 0) - 0= O {0 O san e, (Y

11 TRANSFORMARI ALE INELELOR SLABF IR
wmr—— i

Necesitatea conditiilor s-a observat din sericiea lor sub forma (167)

(237), (247). (25). Pentra demonstrares suficientei. si observiun cii (23")
pentru v =« - 0 devine
(23, Fooe o {r ) =0 e — 6 0
apoi (167} pentru a = O devine
(16 | Py -y (r x) -0 R L L
far din acestea i (247 s¢ obting
(241 JIRN T ) N PN BT | B I ¢
apod (24,0 cu {250 ne da
(A -} (o) . wroawae

dect inclul slab A este asociativ.

Grapa de conditii din teorema 1 rdming suficienta daci ~¢ inlocuieste

wita dintre primele trei condiii. (167, (237). (247). prin cazul ¢l particula
pentru zero, e respectiy

(16" cu D, S, 8, D, adica (167} ol wy,
(23 o D D adicd (237) «f D.
(‘_’.‘-I ) vl ‘SI:I.I'I bﬁ ﬂdi('i-\ (‘_Jf‘-l )l ,I..' ‘S

Teorema V. Comdifdile (V670 (23 (24, (237) sinf necosore o1 sufict
vufe penfrie cd Mo s fle asovcialic. I

T adevar, din (2987, cun o« 0, avem

." roo{a 0y (- v -0 O fa - — [0y 4

e odin (D (200 (25, (18 ) reaulta B - e O0p - {0 - w) - 0 - g )y

¢ (¥ & ok Vel o) a0y
r_ndz- (_) exte endomorfismud wul D atunet din (23,0 50 (247) yezulta W asocia-
tiv {din care rezaltid (1677)). a

leorema 17, (_r_;azfilfrf.-:' (167, 1230 (247 (237 sind necesare st suficienie
perde v Q0 va fre asocialie
In adevar, din (167 pentin @ =1 s¢ objine

(16, Foa 0 A 0= U0y ()0

apoi cu (1), (20, (237, (23%) se calewdeara
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p 58 o (5 ) wlba= (r g O gl=b 0 - = (rp g )i D L ) I
( R S b B D, — <7 e — =) rlio etk - D

Acum, din {16, R R {r a1 -0 0 s din (247 A c=0=
ciativ (ceeit coimplicd conditia generaliy (23

Auatoe < justifica

Teorema 177, Condifide (167), (287, (240, (237 sind nevesare 500 s
ciente pentru e W sd fie asocialie

9. Tn paragrafol precedent s-a vizol ¢il dacd inclul slabh AU este aso
ciativ, atunei semigrupul sdu multiplicativ 20 se aplicd prin epimorfismnl
4 (7) pe semigruput de o endomorfisme (¢ 1. Utilizind, in acest caz,
rezultatele din paragrafele precedente siouncle teoreme din teoria semigi
puirilor, se ohtin noi proprictiiti ate inelelor shabe. Dim mai jos oiteva exemple,

se stic (13 Cap. VI) cit intr-un semigrup A multimea clementetor inver-
sabile Ta stinga (dreapta) formeazd an subsemigrap al semigrupulun 2.
Din accasta,impreuna cu fema 3 5 definitia evasiregularitatii de la sfirsitul
paragrafului 3, rezultd:

Lema 8. Tutr-un tnel stab asociatie W, maudfimca clementelor crist
regnlate la stinga  {dreapla)  formeazd  an subscinigrip madti plicativ
ALC U (U.CWY s 5.y este subsemigrup de clemente tnwersabile la stinga
in semilgrupul 3 (U este subsennigrup de  clemente inversabile  la
dreapla in #),

Seomai stie ca o Intr-un semigrup muliimeas clementelor inversahile
Inlater daedd nu este vida o formeazd un grup s unitatea acestul
grip este unitatea semigrupului. P aceastd teorema rezultin:

Teorema 2. fntr-wn inel slab asocratie W, mudiOnea elenentelor crast
regdate bilaler. dacd mi este vidd, este un subgrup nadtiplicatie (i ol scnii-
erupudui nodtiplicatic: W se wnilalea i este unitafea  inclulwr W adunce
Goge este wn subgrap Dn seogripul MGy A8 ( -y esfe semigrup in 1.
wdicd pendri clementele a ceasivequdate biluler 1 Ao, cpimarfismele 12,08, sinf
antomorfisme ale grupului aditie A

Conseeinta 1, Pentra ca un ined ~slab asociativ W =i aitbid clemente
inversabile hilater (eyvasireguiate bilater), este necesar i sufivient ca 9 <a
aihd unitate.

Consevinga 2, Dach A este corp =lab de speaa 1 (eorp slaby de specia
11 atunci grupul (¢ A (¢ A d1) st dedt semigrupurile Gy AL

Dy = = Gy A ¥y =0 oy Gy E 105
dint grupun de automorfisme ale grapului aditiv A

10. in articolul de Tata am pus in evidentd cum cu ajutorul inclelor
~labse se pot generaliza unele proprictdfi ale melelor obisnuite ) wmil =v
parc interesant mai ales faptul ¢t ~-a putut generaliza nofiunea de evasiregu-
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lavitate, o earel cficacitate este bime enno<cuta in teoria radiealulul snelelon
psoctilive. Apare astlel clard otilitidea melelor <labe e metodd de core
tare in teotin inelelor olbsoute
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ON SCME TRANSFORMATIONS 0 WEAR-RINGS
ST

oA weak-ring A L2 i an additive gronp A wineh 4 wulti-
plication ., - 7 is defined and (1), (2), (3}, 4 hold. where o0 5 are endo-
muf'phixms of AU, and e a fixed element. We oiain a weal-ring
A froon an ordinary ving A by keeping the additive mioup A and defi-
ning o new maltiplication 7 by (6) 0 conversely, 1o A corresponds pli
with the smme additive group ¥ and the maltiplication . 7 defined by
(7). In the present Note, we introduce the troslonnations I3 N, of
‘21',_]))' {8). (8). D5, are endoinorphizms of A and we preove that ‘1.1)-.'\-
satisfy some properties, which are analogous 1o these of K0 L (riul{L
and 1ot multiplication) for ordinary rings. Lemnra 3. The elenent o € A
is Teft-{right-) invertible — (there exista, v e A withov v b or e - =4,
for anv b g Wy--il and onty 3 D, (S) isan cpimorphisin 1020 Then, we

3= Apate Muterrativag
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call @ ¢ U a left (neht) quasi-regulat, or quasi-invertible clement with tes-
puect to the endomorphisms ¢, 5. Lenoma 670D, permutes with 5.0 for any
d v e O Gl and ondv it 1),2),3) (from Lemma 670 the text) hobld, Lemna 7.
The additive subgroup WD, is o 1t weak-Tdeal for any o (A" S, s a right:
weak-ideal Tor any #1 i1 and only if (167 holds for any » (any a). Theorem
1 s an associative weak-ring i and only if (1687, (247 (247). (23

hold. Theoren 2. In an associative weakering . the set of all itz twes
sided quasi-regnlar cloments i a mnltiplicative snbgroup G of the multiplhi-
cative semigronp of W the identity element of G is the identity clement
of A for anyv « ¢ G, D, S, are automorphisis of ..

SOME NUMBLER THEORITTIC APPLICATIONS OF CERTAIN
POILYNOMIALS RELATED TO BERNOULLD POLVYNOMEALS

By

PEMEPTRITE UGRIN-SPARAC
(Zazrehy

Let us introduce the notations

As coneerns the designation £, subscript £ will e oanitted wheneve
s possible, henee £ == f— 5 (7). Also £will designate an indeterminate,
il 7 weed ot be aninteger. '

By ouse of the known relations

,

, - |oEm iy, e,
\-_-u; 1(,!'_; b-,.,l (}' l} — I’:m_i = e \' ( ) (,. e pizm—s ,

g~

)

where Bernouwili nambers appear in the even-suffix notation {except for 5,),
we fingd

291 (1) S - ()J + Sewegifpr— 1) - AT

-

iR L"‘i‘l (Blm] (r [ym=s . pae b 4

2 c=n S

By = | i
.,I 9 (_} (F ]).:m— A (l '_J,»;" } ¥ ‘,'_.;s‘
=il g

Here 4, 18 Kronecker's  <yvmbol. By introduction nf  the  designation



