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In paragralele 204 soowmodificd teoraeele Byo Bao By cnutate an
mtreducuie, o sousul o ea acestea =4 poatd i enuntate pentri anunito

clase de mmere jrationale reide carora 1ose impun unele eonditit penirt
citurile partiale a, din dezvoliaren lor in fractic contimni regulata. Teore-

mele principale obtiute wmci. sint B0 B, B, » B . B. B, bl constitni

reziltatele asupra aproximiri snor clase de irmtionale prin feaetil rationate.

sutisfacind conditii de forma (v, v) - Lt (v, p7 Tounde A este un mmuily
prion stk oun wuridy natural, Il cind o, I {consditic =atis

[Feuta de ortee irational reall obtirem resnitatete Tl Leonard T oy
hertm din 1935,

In paragralul 5 <e obline o teorema de Hip Vablen pentrn aguoxiniarea
nimerelor ivationale reale cu intrereduse, teoremd co eonstitiic o fmbuni
tagire a voaui rezubtat cunoscut al Twy Aexander Oppenheim, s ultiiud
paragral e aplici aceastd tcoremd la ~tudiul aproximani mwuerclor iratio
nale reale pun fractn rationale v v satisfacind  condititle (10 1) 1w
(x. prgh -1 unde posiog sInt osmmere prime distinete st bosi 1 onungere
naturule,
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DELGA CasTINlsel

ians le cudre de Veétude des espaces quisi-comjacts, on peut poser
différents problémes gui réclament, a bon droit, Pattention des mathidma-
ticiens {voir par ex. 270 ‘

Dans ln Note présente, nous atlois nous ovenper de certains problemes
auxquels nows avons Tait allusion plus haut, ' -

Lo premiere partic contient un théoreme (I,C quasi-cotnpactilication
dun espace topologique gucleongue (¢ est le rézultat ja_}'ill(‘lpul). tandis
(ue dans Ta seconde partie on Stablit certaines conditions suflisantes dequas
conpacitc, .

$ 4. Alin de Tormuter les résultats aunoneds 1l est néeessaire de préciser
dabord Je osens des notions quion va utiliser:

Définitien | [Tn espace  lopolagiqic (Y. ). .\"al)/n'ih' VR RS
coon pact gk fend filtre B osan Xoanlmied st fosid wdhirend (c'est-a-dire
N M7= o Mosignific Uandlidraice de M per vapport @ la fopelogie <)
Mg _

On it quune partic 1 de (V) este un casemble quasi-compact <
Pesparee {15 ) st ruass-compact.

Déafinition 2. Un ospuce (N, =) oestoan Jaes puce si Aol fiilre
sur N pent wwedr a plus s pooil finntc

Déetinition 3. o espace dopologiguee (N0 2p o localemend ‘r/{.'{fl{-’.‘
compact st {N_ sl exd Lpes pacres o ol pornt ve Noadniel wie volsinage
quasi-cum padd.

Definivion 4. {0 ospace dopologigue (N, 51 et com pacd it
st quasi-compact ol Fespan
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B pavtant, de b définition 1ot cn wdidesasid sealvment fes résudladis hicn
ceatities de fa thidorie des filtres s on pentadémoentrer Tactlenment Tes dogs oo
postiicns soyvantes ) .

pl'ﬂllll'-iiliﬂlt I .!"U.'h" .\flii._\-('ii\l'”.'-"'f‘r'_' Fify 'l’.in t’&'/'dlt‘ "1l','1l_1ffa_1‘11'4/-.'. ,/.._H,
cuntfact est gnast i pact,

Proposition 20 Towde rdmsesi foe dcasenibies guasi-compocds
exprace {NT1oesh owne cascmlie qiasi-compacl,

On predt conoveer maintenant Jeorésaltat prieipal de cette partie

Theardme Vo Dor fowd cspeace Dopologigiee (N ) 0d onisde wn e i
gitasi-campact (N0 of a homdomorphiaane (0 (N 2 - X = Y
estoun ensenthde dense e (N7 2T ol T, - -'\,

1

Prénmonsdratice. Nows allons prouver fe theoréme e nithsant oo procede
catipte =ur celui cmplevdé par PooSo AMtexandrof T pour la démonstim
ton du théoréme sur Fhnnnersion d'un espace Jocalement compact dans v
espace conpict (vorr par ex, L opo Y83

Etant denud Pespace (N9, =oit N7 2 N 11V on poul inbroduine
ur N une topalogie =7 doent les Cldments <ent tons los ensembles de T
famille =0 ot tous les cesembles de b Torme (V0 ) )t ol € est un
xots-cnseible de (N, 7} gquasi-compact ol 7 olerme,

Compte tenu des propositions Eet 20on vérifie aisdaentque ta famill
= est nne topologic =ar N Evidemment, Ta trace de la topologie 7 s
N, Cest-asdire '.‘:\_, sl dunle & o topologic <

Eensemble \] NV et hadense, ot Tapphcation surjective
foea AN déftuie sor (VL1 valenes en (AT ST est um homconorphison
(AN este Lo redation Jidentitd sur N}

THfaat démontrer mainfenant que (V7 27 est me eapace quazt-congpeiod
Supposors, par abzurde, quiil existe un Altee 2 <ur X7 qui waduet anvan
poitd wdhdreut ) en particulier, N oa’est pas un point sdhdérent pour 5 dom

iy o cusenble Woe R el vque N g A nous dndiquous por W
Fadhérence e Wopare vappoi 0 da topologic v done Y9N A
el par conséguent oo 4

P bgt e X 37 00 vesulte quid existe nn ensomble o 0N coquas
compitel ot sderned de pranicre que WO 1A )Ny g done
M O, et X e b rasubbe dhiet que 0 okt un soms-ensennble de A
ferme ef guasicompaet dins Lo topologie =0 ot pin consdguent Ia trace 7
du Tiitre &7 s W adiet une podint adlicrent pour ST par rapport a
topologie fnduite par =7 sur A

U'n Gtément arbitratve de 3o oo esbale formie 0 Y W oou Log o

guel que ot Venscuhble £ du fltre % onoa K YA s s da el da dals

91 s ageil de resalta s déja eonitns, mds tous voulons soudigner dciogn’a Pasle Gl
théorie dos tiltres on pent des prdsenter o b dfnmanrer Joune onaniore phas ondtaine ot Pl
oo,
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que 1y et peint adhérent ponr ¥ ol suit que y, est point adhbérent

pour ' (par rapport & la topologic ). Mais eette conclusion est contraire
a Phyvpothese, ce qui acheve Lo demonstration que (N7 T est ot espace
quast-compriet dans feosens de Ja définition |

Remarques. 1 L'espace (N ©7) intoduit dans Ja demenstration
Ju théoreme 1 satisfait a la condition suivante: giel gue soil o Pensemble
| C X5 formd, al wexiste: pas aor espace Yoquasi-compact. e manicre
e YO N A C Y C A ot YA, e 5 signifie Uadliérence de Densen-
We L par rapport q la topologic <
Bn effet i Tensemble o est une partic de Pensemble N = N7 —
Y N,z ferme (Jone, w-fermd) et A 11\-5'1: pas quasi-compact. alors
Vadhicrence de A par rapport a la topolugic = est A ) 1N et quel que
<oit Tespice quasi-compact ¥ qui satisfait a la condition VY C N A4 &
CYCAT, ona Y — Ay Ny et done ¥ = A5

Stolensemble A est z-fermé et s/ -quasi-compact. alors .| A, et
par conséquent ol ne peut pas aveir we espace quasi-compact Y C A
tel que A C Y C AT et Y =07, Done Fespace quasi-compact (V7 ')
satisfait & lu condition indiguée plus haut par rapport & Tespace (X, 5
—= (X, 7) considéré au conupencement : nous disons que Uespace (X127 exd

non-compressible par rapport @ Fespace (N, 7)

2081 (N7 27 et awtre espace guasi-compact (différent de Pespace
(N7, =) considéré plus haut). tel qu'il existe un howdomorphisne g (X, <} —
- (X7} ou N C X7 est un ensemble dont Tensembie complémentaire par

rapport 4 l'espace N7, et formd par un seul élément oo N N7 —
Lo}, et T est la topologic induite par la topologic o XD os,
de plus, (A7, 27} est nonscompressible par rapport & (N o) et X €77

alors (X' 2 et (X7, 2") sont homéomorphes.
Pour démontrer cotte proposition, considérons Fapplication /22 (N7, ) —
- (N7 ") dounde par
gof-1(v) s RN
o st = N
Fvidemment, cette application st bijective; nous allons «demontrer
quielle est aussi bicontinue, Montrons que les hages, par £, des cnsembles
=ouverts sont des ensembles t7ouverts, 8 DT e ot Ng D' alors )7 g
et done A(D') = g o fF1(D") est un ensemble s -ouvert. ot voogue V) est
louvert, 11 résulte que (D7) est <"-ouvert,
SED e et NV oe ) alors D = (XN — O)J 1Y ot O est un cnsemble
squasi-compact et sfermd, nous avons A(D) = HN — O to)

Aprde - Aurtenraticd
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ETJ [oiCX”, ot Vensemble X7 F7 = 1 est quasi-compact dans U'espace
LN 27 81 w'est pas -fermé, alors son adhidrence par rapport 4 Ia
topologic =" et A7 =L Y {aw} e, done, il existe un espace quasi-compact
Vo A CNY de maniére que A C Y C AT et ¥ o8 A5 ce qui contredit
T fait que (N7 27) est non-compressible. 11 osuit d'ien que Tensemble
doit étre ='fermd et, par couséguent, Tensemble X7~ 8 E7 () ta) -

ACDTY est <ouvert, 11 st Cvident que, par la méme voie, on peut
demontrer gque guel soit Pensemble D% e 2% on a0 1(DY) & <

3. Nous pouvons démontrer nwintenant que le théoremed Ale x an -
drolf, sur Pimmersion d'un espace Tocalement compact, apparait comme
un cas particulier do thcoréme 1 et de ses conséquences,

Théoréme 2. Powr toul espace localoment guasi-compact (X, 7) il
eXiste e espace compact (X' <) ol wn homdamorphisme f (N, 7)) =
=~ (Xpm)on X=X -’y (of dand i ddment de N')OSE(XT 2
est un anlre espuce conpact, tel quil cviste wn homéonorphisme g1 (X, 2 )=
= (N, 7)ol ND= XY 0t (27 dant un point de X7, alors les es-
paces (X' 2"y of (X7, 2") sonl lomidomor phes.

Llexistence d'un espace quasi-compact (N7, 27 et d’un homéomorphis-
me fosatisfaisant 4 la condition du  théoréme 2, résulte du théoreme 1
De plus, st (N, 7) est un To-espace, alors {7 ) Pest aussi ¢l, par consé.
yuent, (X', 27) apparait comme un espace compact.

Soit (X7, 2" un antre espace compact tel quiil existe un homdowmor
phisme g (No2) = (X, 20 o0 N7 N7 = 0271 ot 7, ot I topologic
induite par =7 sur X7 Vespace {7, 5" est non-compressible par rapport
a Uespace (A7, 7)) eneffet, si 4 est un ensemble gueleonque fermé dans
Pespace (X7, 7)), alors yuel que soit Uespace quasi-compact ¥ C X, ainsi
ue A CY C L7 (AT ctant Padhérence de A par rapport 4 la topologic
), ona ¥ = A7 Pel, du fait que X e7" ot de la remarque 2, il
résulte que les espaces (X', =) ot (X7, ") sent homdomorphes: ainsi le
théoréme d'Alexandroff est complétement démontrd.

§ 2. Dans cette partie, comme nous avons dit plus haut, nous allons
nous occuper de certajnes couditions de quasi-compacité,

D'abord, quelques définitions:

Dédinition 5. Ui espace fopolovigue (N, =) osl un  espace de
- T N b i r N
Lindeloff st fout reconvrement ouverl D de Uespace (X, ©) contient wun
sous-recouvrenenl dénombrable.

Detinition 6. Un fillre T sur X ost, par définition, filtre élémen-
taire associé a la suite (X,},:n i, guel quee soit 'élénent M de 5, on a x, e M
a Pexception d'un nombre fint de termes x,,.

Fhéoréae 3. S7(N, 2) est wn espace topalogique salisfaisant awx con-
ditrons

. -

Ty

b3 .SUH QUELQUES TPROBLEMES DE QUASIT-COMPACITE JiI N

(L N, ©) est un espace de Londoldff, ' _
(V) toud [filtre élémentaire sur N admet un poind wdliérent,
alves (X, 7) ost quasi-com pacl
Démenstration, Supposens, par absurde, it existe un filtre @& sur X

qui n'adinet ancun peint adhérent, done (VM ez g1 en résulte gque Ta
ATz
Famille S o (v M50 W e 7y représente un recouvrement  owverd pour

Pespace X0 dtaut dennd que cet espace satisfait a la condition (1) il
suit. qu'il existe une =ous-famille  dénombrable @, C @, de sorte que
NC YD, o

By AN — M N ML N =M

s
ot M e, 1,2, ... 0, . g
La classe ¢ des ensembles M considérds plus haut ost no syvstéwe
de: géudrateurs pour un diltre 7 sur Voot de plug onoa

(") n VMV, -g.
.H’-:g
La famille g’ Ny M, ' ofinn, Myoe gl est une hase de Ailtre
d At
pour ",
1T est évident gue cette base est denoubrabic {(ecar e systéme de génd-
rateurs g a ce méime caracton
L]
Soit §e=dely, Ay g o et By =N
=I
immédiatement que {(£,), 2 v o5l également une base pour §7, ot que lu
suite (13,),2 o est descendante, Nous assoctons 4 la suite (B,), ¢ & tne suite
de poiuts {u,) de sorte que a, ¢ £, 0 5177 est de {iltre ¢énmentaire associ¢
A ke osuite (), alors

W= 1, 2 ... Oun voit

gt <
Ipatce que si &% est uue base pour 77 alors quel yue soit Uéldment 5,
de la base du filtre §7, on trouve dans B, & Vexception  d'un nombre fing,
tous les points Jde b snite (¢, et par conséquent, it existe un B € & de
maniére que B8, O &) N o ) .
Conformément a la condition (i), 97 adwet wan point adherent;
L. . : £ : ] e p 5 s - ' o
dict et du [ait que §7 < F7il I’Cblllt'i N _£7sF 7 el paree que §C §
L -
il suit que Y £7 5 @, ce qui contredit Ja relation (%) ot de cette fagon
e

te théoreme est complétement démontre,

Le résultat obtenu nous permet de présenter d'une maniére plus com-
mode et plus précise e comportement des cspaces wétrigues du point de
vue de laquasi-compacité ; nous pouvons démontrer notament e
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Théoreme 4. Un espace mdtrigue (N. <) el quasi-compact {donc.
compact) si b selement s swdisfadll @ la condition (1.

La necessiteé est évidente. Riéciproquenient, supposous gue (Y, 7)) satis-
fait a la condition (F];alors, ¢n utilisant fe lemme de Tuk ey, (voire
par ex., (31 p. 62}, 11 en résulte que Uespace considére est séparable, done
il satisfait an deuxiéme axiome de Lo dénombrabilité et par couséguent
11 est un espace de Lindelofl, ¢est-d-dire (N 7] satisfait aussi & la condi-
tion {I,) du théoreme 3. ce qui acheve de prouver le théorlme .

Dautve part, parce que ta condition (1) est équivalente & la eompacite
par des suites, nous avons tout de suite la dédmonstration du

Théordme 5. Dans o espace mdtrigue (X, =) les condilivns suiva-
fes sont dguivalenies deux par dewa.

LY, =) esf wn espace quasi-com padd,
20 (N, =) satisfail a la propricté de Bolsano-Weierstrass (toute partic
infinie de X admet un point ¢accumulation},

3. (X, =) est quasi-compact par des suifes (toute suite (v,) de points
de l'espace X adwmet une valeur d’adhérence).

BIBLIOCGRAPTITE

I Alexandrott I° 5, Hopt HL — Lepoiogie. springer-Verlug, Berling, 1935

2 Bourhaki N Eicnmowds de Mathénaligiee,  Topologio zindrele. Tivee L chap, 1,
ilermanu, Paris, 196}

3. Hewitt I, Stramberg K — Real and Adbatrael Anelyiis Springer-Verlag, Der-
lin 1965

ASUPRA UNOR TROBLLEME DE CVASI-COMPACITATE
Regumut

Rezultatud principal din §1 este o teorema de imersiune a unui spatfin
topologic oarecare intr-un spafin evasi-compact (teorema ) se aratd ca
accastd teoremd contine ca un caz particular binecunoscuta teoremd a i
Alexandrov cu privire [a hicompactificaren unui spatiu local compact.

Teorema 3 din § 2 da doud conditit suficiente  de cvasi-compacitate
a unw spafin topelogic (X, <)

{I) (X, %) este spajiu Lindeloff,

(1) Orice filtru clementar pe X admite un punct aderent.  Aceasta
teoremdt permite 54 se pund in evidentd, foaite simpht, modal in care se
comporti spagitie metrice din punctul de vedere alb cvasi-compacitiyii
rezultatele sint formulate in teoremele 4 9 A

SUR LES ESPACES BITOPOLOGIGUES CONNENES
PAT

T, BIRSAN

[. Lo notion d'espace bitopologigque a ¢té infroduite cn 1963 par
J. ¢ Kelly 727 un ensemble X muni de deux topologies & ¢t Q. Des
propriétés de cus espaces se sont oceupés J. C. Kelly [2], E. . Lane
3 ete. Bn 1967, W . J. Pervin [4]a étudié les espaces bitopologiquies
connexes,

Dans cette Note, nous nous occupons du produit et de Vespace quotient
des espaces bitopologiques connexes. Nous introduirons la notion d'espace
bitopologique localement connexe et indiquerons quelques propriétés.

2. Un espace bitopologique est dit connexe (4], s'il ne peut pas s'ex-
primer comme réunion de deux ensembles nou vides 4 et B tels que
(40 BY YIS N B)= g,

On dit qu'une fonction f: (X, 8, Q) - (X%, &% Q%) est continne [4]
sioles fonctions induites f; (X, 8) = (X%, d%) et £, (X, Q) —» (X%, Q%)
sont continues.

Par le produil des espaces bitopologiques (X, €, @) 7 ¢ I,nous enten
drons Tespace (X, €, &), ou X =1[X; et 2 et & sont les topologies
produits des topologies 4 (f € I} ¢t & (¢ ¢ 1) respectivement.

Théoréme 1. Pour que Uespace bilopologique produit (X, 3, Q) soit
connexe, 1l faut ef il suffit que chacun de ses facteurs (X, 9, &), 1€ 1,
soit connexe,

Niécessité. Supposons que Pespace bhitopologique produit est connexe,
Parce que les espaces facteurs sont les images de Vespace produit par des
ionctions projections et ces fonctions sont ¢videmment continues, il résulte
{{4], théorédme D) que les espaces bitopologigques lacteurs sont econnexes.

Suffisance. Montrons d’abord que le produit d'un nombre iini d'espaces
bitopologiques counexes est connexe. Solent (N} @, &), 17w, les
espaces bitopologiques connexes et (X, #,, &) leur produit. Supposons
par absurde, que espace X, n'est pas connexe. Eu vertu du théoréme
B [4], il existe une foruction continue f: (X, 9, &.) = (D, 2| D, & D),



