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Théoreme 4. Un espace mélrigue (No<) esé quasi-compucd {donc,
compact) i of seulenent st salisfall a la condition (L.

La ndeessité est dvidente. Réciproquenient, supposous que (WY, 7)) satis-
fait. 4 la condition (1);alors, en utilisant le lemme de T uk ey, (voire
par ox., (31 p. 623,00 en résulte que Uespace considére est séparable, done
i1 osatisfait au deuxiéme axiome de o dénombrabilitd et par couséquent
i est un espace de Lindelofl, ¢est-a-dire (V. 7;) satisfait aussi a la condi-
tlon (I} du théoréme 3, ce qui achive Jde prouver le théorcme

Daudve part, parce que la condition (E} est équivalente i la compacite
par des suites, nous avons tout de suite Ja dédmonstration du

Théorte 5. Dans  wn espace mélvigue (N, ) les conditions suivan-
fes sond dynivalentes dewy par deny.

LN, =) est un espace quasi-compadd,

2. (X, =) satisfait & la propriété de Bolzano-1eiersfrass (toute partic
infinie de X admet un point d'accumulation).
3. (X, =) est quasi-compact par des sudtes {toute suite (v,) de points
de Tespace N adwmet une valeur d’adhérence).
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ASUPRA UNOR PROBLEME DE CVASI-COMPACITATE
Regnmut

Rezultatul principal din §1 este o teorema de imersiune a unui spafin
topologic oarecare intr-un spagin evasi-compact (teorema 1) se aratd ca
aceastd teoremd contine ca un caz particelar binccunoscuta teoremd a fui
Alexandroy cu privire la hicompactificarea unui spatiu local compact.

Teorema 3 din § 2 da doud conditii suficiente e cvasi-compacitute
a unui spafiu topologic (X, <)

1) (X, %) este spatiu Lindeloff,

(E) Orice filtru clementar pe X admite un punct aderent.  Aceastd
tcoremit permite 5a s¢ pund in evidentd, foarte simphy, modal o care se
comporti spatilie metrice din punctul de vedere al cvasi-compacititii;
rezultatele sint formulate in teorcmele 4 <1 5.

SUR LES ESPACEs BITOPOLOGIQUES CONNIINER
PAT

T. BIRSAN

I. I.a notion (espace bitopologique a dété mfroduite en 1963 par
J.C Kelly 720 un ensemble X muni de deux topologics & et I Des
proprietés de ces espaces se sont occupés J. € Kelly (2 E P Lane
37, ete. Bu 1967, W . J. Pervin [4] aétudic les espaces bitopologigues
CONNENTs,

Dans cette Note, nous nous occupons du produit et de Vespace quoticnt
des espaces bitopologiques connexes. Nous introduirons la notion d’espace
bitopologique localement connexe et indiquerons quelques proprictés.

2. Un espace bitopologique est dit conneve (4], s'il ne peut pas s'ex-
primer comme réunion de deux ensembles nou vides 4 et B tels que
(1N B YUE N b= 2.

On dit quune fonction jf: (X, &, Q) = (X*, &% Q%) est confinne [4]
s les fonctions induites f; (X, 8) = (X%, 8%) et f,: (X, Q) ~» (X%, Q%)
cont continues.

T'ar le produil des espaces bitopologiques (X}, €, @) 7 ¢ I,nous enten
drons Tespace (X, 8, &), ou N =1l X; et 2 et & sont les topologics
produits des topologies &, (i €I) ¢t & (¢ e} respectivement.

Théoréme 1. Pour gue Uespuce bitopologique produit (X, 3, &) soit
connexe, 1l faut et il suffit que chacun de ses facteurs (X, 9, &), 1 € 1,
soif connexe,

Nigessité, Supposons que Uespace bitopologique produit est connexe.
Parce que les espaces Tacteurs sont les images de Vespace produit par des
innctions projectious et ces fonctions sont ¢videmment continues, il résulte
[74], théoréme D] que les espaces bitopologiques lactcurs sont connexes.

Suffisance. Montrons d’abord que le produit d'un nombre iini d’espaces
bitopologiques counexes est connexe. Sofent (N @, &), 1 <07 n, les
espaces bitopologiques connexes et (X, £, &) leur produit. Supposons
par absurde, que Pespace X, n'est pas connexe. Eu vertu du théoréme
B [4], il existe une fonction continue f: (X, 9, Q) = (D, £ D, & D),
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oit de dernier espace bitopologique est e sous-espace induit sur /) = 0,13
par Pespace (R, 9, &) (£ ¢t & sont loes topologies Jgauche et a0 droite,
respectivement, sur K).

Qait a, — (a;) un point arbitraire appartenant 4O Ny ot fy 0 X, = D
ane fonction partielte définie de Ia maniére soivante: fi{x,) == f{{x}), on
v = d; pour { 28 ..o.n ety s evidemment f; o est continue,
X, étant connexe, il résulte que fyest une fonction constante et par snite
flxi = f(ag) pour tout &+ - (v} dont ;= a;, 75510 Par induction, il ré-
sulte que f{v) = flog) pour tout x= () € Voo Cest-dedire [ oest constante,
ve qui est absarde,

Soit, waintenant. o = (o). F¢f. un point arbitraire de Pespace
(V9 @ et A Vensemble des points v (g eV tels que 3y = a0 sauf
pour un  nombre fini  d’indices 2. On constate que = {J ,«]r.l .

iy

olt oy g, .4, vst Iensemble des points ) ¢ X tels que xy o= a; 50 05 7,
L=1.2 .. &, et la réunion s'etend & tous tes svstémes finis de n indices.

Diaprés ce qui précede, i, Lo estun sous-ensemble conexe de \y car

M

il est, évidemment, homéomorphe au produit 1 .\',.k.
k=1

connexe, comme réunion d'ensembles Lip i, qui ont en commun le point

I {u;) (corollaire 2 41},

11 suit que A est

On pent démontrer (1, po 136 que Pensemble o est dense dans
A dans les deux topologies ot 0 Or, il est {acile d'¢tablir que e fait
que 4 oest connexe et dense dans X dans les deux topologies 2 ot &
implique que FVespace (X, €, 2] est connexe.

Comme dans 1, p. 139, on démontre e

Théoréme 2. Dans espace prodicit (X, 2, &) des espaces bitopologigues
(X, 2,.8). el lacomposaniec connexe 4] du poinl v=1x; st le produit
des composanfes connexes des poinds xy dans les espaces fucteurs Ny

B, Seit (N, €, @) un espace bitopologique et R une relation d'¢quivalen-
ce sur N, [espace quotien! de (X, 2, &) par rapport a K est Uespace bito-
pologique (X] &R, £ R, &R, Cest-d-dire lensemble quotient X R muani des
topologies quotient & R et IR,

]

Théordme 3. Towl espace quolieni d'un espace bitopologique conieve
esl emieae.

Cest une conséquence du  theéorcme 1D 741, parce que la fonction
anonique o (X, 9,Q) = (VK. € R &R ol continuce.

Théoréme 4. Soit (X, 8, &) un espace hitapelogiyue ef R wune relation
i équivalence sur X, St espace quoticit (N|R, 2 K QIR) est connene of
toute clusse d"équivalence suioant R st connexe l'espace bitopologique (N, 9, Q)
est canneye.

it supposunt que A w'est pas connexe, il existerait une disconnexion
N o AlB, ou d oest S-ouvert, et B est &-ouvert (théoréme A, [4]). Ces

+—
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ensembles sont saturés suivant R oen effet, la classe d’équivalence Af
Je xe o, ne peut pas rencontrer f5.car, g1l en serait atnsi, alors M ==
= AN MIBO A, en contradiction avee Uhypothese. Mais alors )
et o (B) sont non vides, respectivement Eiouvert ¢t & R-ouvert et Y[R =
o Ug(BY On est parvenu aiusi o wie contradiction, qui montre
que X oest connexe.

Ou dit qu'un espace bitopelogiyue vst ddalenient discontinie si la compo-
cante comexe de chacun de ses points se réduit & lui-méme. Ainsi est,
par exemple, P'espace (D, £, &10).

Théoreme 5. L'espace guotient de Uespace bilepologique (X, €, Q) sui-
want la relation d équivalence R v apparhient a fa composanie connexe
de A%, est un espace bitopologique totalement discontinn.

De [4] on constate que R, ainsi Aéfini, est nne relation d'équivalence,
les composantes étant les classes d'équivalences. Soit un cusemble dans
NIR qui contient deux points: M = {a, b} (si 3/ a plusicurs points le
raisonnement est analogue}. Pour montrer que 3 nest pas connexe, mon-
trons qu'il existe une application continue du sous-espace M sur (D, £ 1D,
D). A ce but, soient A et I3 les composantes connexes de X dont les
images, par la fonction canonique, sont a ct b cest-d-dire (4} = a et
@(P) == b. L'ensemble .. = 4 {J B {tant non consnexe, la fonction g: L —
- (D, 8D, &'D), défivie sur L par g(A4) =0 et g(B3) = 1, est continuc.
Définissons maintenant la fonction surjective f: M — (D, £1D, &|D) par
fla) = 0, f(b) = 1. 1l reste & démontrer que [ est coutinue, En effet, d'a-
prés le théoréme 1, [13, p. 92, et la définition d'une fonction contine
dans un espace bitopologique, pour gue f soit coutinue if faut et il suifit
que foq. soit continue; mais fog, =g et g est continue. Donc M
nest pas connexe. On est parvenu ainsi 4 la cunclusioi.

4. Délinition. On dit que Pespace bitopologigue (N. 9, &) est D-locale-
ment connexe par rapport ¢ & st lout point de X possede 1n systeme fonda-
mental de@-voisinages conncxes (bitopologiques). On dit que X est réciprogute-
ment localement connexe s'il est S-localenent connexe par rapport a & et
Q-localement conneve par rapport a 2.

Le fait que X ct connese (S-localement connexe par rapport i &}
w'implique pas que X est S-localement connexe par rapport & @ (connexe},
comine le montre le cas particulier des espaces topologiques, quand £=8&.

Théorémne 6. Pour quun espace bitopologique (X, €, &) seit 9-locale-
ment connexe par rapport a4 il faut el il suffit que toute compusanile conncxe
de tout ensemble S-onvert non vide soif F-ouvert,

Nécessité., Dans l'espace bitopologique A, @-localement connexe par
rapport & &, considérons un ensewbie A non vide et Z-ouvert, une com-
posante connexe B de A ¢t v ¢ B. Il existe un &-voisinage connexe I
de v oqui est continu dans . ; alors V' C B, Par conséquent, 17 étant un
g-voisittage dans X, B est f-ouvert.
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Suffisance, 11 sagit de démontrer que N est g-localement connexe
par rapport &S Soit v e X oot T7oun fevoisinase ouvert de v En overty
de Thypothése, L composante connexe qui contient 1 par rapport a4 P
anrait un “-voisinage ouwvert connexe de o dans X Coqg. fd

Ce théoréme implique fe fait que, dans un espace bitopologique #-loca-
lement connese par rapport 4 @, les composantes connexes sont <-ouver-
tes ot done en méme temps d-fermdes, S Pespace bitopologique X est
reciproquentent docalement connexe,  des  composantes  connexes  sont
s-ouvertes ot d-ouvertes et on peat dire que XN oest Ia somne bitopologi-
gite de ses composantes connexes, expression dont le sens s‘entend  Taci-
lement.

Rioon suit e méme chemin quien [11, p. 140, on obtient :

Théorime 7. Pour gue Pespace bilopologique produit (X, 5, &) des es-
paces (N, 9, &), 7 €1, soil B-localement conneve par rapport & & {(récipro-
qucment Jocaloment comnexe) il faul ot it suffil que les espaces facteurs X,
soient S-localement copnexes par rapport & Q, {(réciprogquement (ocalenient
connexely, 1€ A el Xy osord connexe pour toul i, sauf pour un nombre fini,

Théoréme 8. Soit (N, 2, &) wun expace hitopologigue et R une relation
d'équrvalence dans N. St (N, 9,8} est -lucalement connexe puar rapport
o (rdel proquentent localement connexe), ators Cespace quotient (N R, &R,
SUR) est & R-localement connexe pur vapport @ QR (réciproquement localement
COnNexe|., i

Remargue. En considérant € = & dans les théoremes de cette Nofe,
ou retrouve les théorémes correspondants pour les espaces topulogiques,
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ASUPRA SPATIILOR BITOPOLOGICE CONLXNIT
Rezmunat

Nofiunea de spatin bitopologic a fost introdusi de T, C, Kelly
2L 0In 1967 W, ] Pervin 4] a studiat unele proprictati ale spatiilor
bitopologice conexe.

In Notd ne ocupiim cu spatinl-produs de spajii bitopolugice si cu spa-
finl~cit al unui spatin hitopologic, introducem notiunca de spatin bitopo-
logic local conex st indicim unele proprietafi ale for,

SUR LE COMPORTEMENT ASVMPTOTIOUE DES SOLUTIONS DES
FOUNTIONS DIFPERENTIELLES ORDINAIRES

PAR

LoAVRMIESCT

Daus ce travail nous allons ctodier Pexistence des solutions conver-

gentes, intégrables et uniformément continues sur K A~y pour

des Cquations  différenticlles ordinaires. On dit que fa fouction (f) est

convergente ' existe lim aff) - 2. On dit que ta fonction x{/) esl
F i )

f

tubégrable Sl existe Hm { vfs)dy < = . Ces genres de comportements sont

' 1w
lids cntre eux; en effel, wne solution conversente est en méme temps
uniformuément continuc. D'autre part une fonction dérivable st conver-
vente stoet seulement siosa dérivée est intéerable.

1. Nous allons étudier dabord Vexistenee des solutions convergentes
pour Péquation,
1) e b =0,
ot a{f) et L) sont des fonctions continues sur K. Des résultats semblables
ont été obtenus par Levin [11], 12], Teherkassoff (191, Opial

13, Corduncanu (6, Gheorghiu [8, 91, (107,

Nous associons 4 'équation (i) Uéquation
{2) 4t et + W) =0

a(t)y et b{t) ctant des fonctions continues sur R
Nous allons considérer le cas od.
3 h{f) = D
Sth(t) = 0 pour { = 7, alors, parce que ka solution de I'équation (1) s'éerit
=

of) = (1) + (1) exp \n(s) as |

=

1
A (8)

ds,

W

.



