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Suffisanee. 1 <agit de démontrer que N est g-localement connexe
par rapport & 2 Soit v e N et 17 oun F-voisinage ouvert de v, Bn overty
de Thypothése, In composante connexe qui contient 1 par rapport i 17
aurait un fH-volsinage ouvert connexe de 1 dans X Coqg.o fod

Ce théoreme implique e fait gue, dans un espace bitopologique #-loca-
lement connexe par rapport 4 @, les composantes connexes sont S-ouver-
tes ot done en méme temps S-fermées. S espace bitopologique X est
réciproquement localement conunexe,  fes  composantes  connexes  sont
Zeouvertes ot c-ouvertes et on peut dire que X oest la somine hitopologi~
gite de ses composantes connexes, expression dont le sens <entend  aci-
lement.

Ntoon suit le méme chemin quien {1, p. 140, on obtient :

Théorime 7. Ponr gie Lespace bitopologique produit (X, 9, &) des es-
paces (Xo, &, &), 7€, soil A-localement connexe par rapport @ & {récipro-
guenment focaloment comnexc) il faul et 0l suffit que les espaces fuclours X
soteal -localement connexes par rapporl & & (réciproquenent localement
comexe)y 1€ L, el Ny soit connexe pour tout i, saufl pour un nombre fini,

Théoréme 8. Soit (X, 8,&) wn espace hitapologigue of R une relation
diquivalence dans N. Ni (N, 2, &) st S-localement connexe per rapport i
& {réeproquement localement connexe), wlors espace quoticnt (XN K, € R,
QR) ext & R-localement connexe pay vapport i &R (réciproquement localement
CanneNe). i

Remargue, En cousidérunt € = & dans les théoremes de cette Note,
on retrouve fes théorémes correspondants pour les espaces topologiques.
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ASUPRA sPATIHLOR TBITOPOLOGICE CONEXE
Rezummat

Notinmea e spatin bitopologic o fost introdusi de I C Kelly
21 Tn 1967 W. J. Pervin 41 a studiat unele proprictiti ale spatiilor
bitopologice conexe.

In Notd ne ocupam cu spatiul-produs de spatii bitopotogice si cu spa-
finl-cit al unui spatin bitopologic, introducem nofiunca de spatiu bitopo-
logic local conex s indicim unele proprietiifi ale lor,

SUR LE COMPORTEMENT ASVMDPTOTIQUE DIEX SOLUTIONS DIES

FOUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
AR

U AVRAESCT

Dans ce travail nous allons étudier Uexistence des solutions conver-
ventes, intégrables ot wniformément continues sur K 0 L) pous
des dquations  différenticlles ordinaires. Un dit que la fouction v(f) est
convergente S existe lm v() - v, On dit que la fonction v(f) est

- Fi

I
iafigrable Sl existe ime § a{sjds < - . Ces genres de comportements sont

. L
liés cutre cux; en effet, une solution convergente est en méme temps
uniforinédment continue. D'autre part une fonction dérivable ost conver-
wente sioet seutenment si sa dérivée est intdgruble

I. Nous allons ¢tudier dabord Vexistence des solutions convergentes
pour Péquation,

{t} o aftyy” oW 0,

ol aft) et O(f) sont des fonctions continues sur & . Des résultats seiblables

ont ¢té obtenus par Le vin [11], 121 Teherkassoff 19, Opial
13, Corduneann (6, Gheorghiu [8., 971, 7107,

Nous associons & Uéquation (b} Uéyuation

i - " ({([‘;l‘ ! ".-'r,.-"l -0

aft] et bl etant des fonctions continues sur R
Nous allons considérer le cas od,

i3 b{f) == 0.
SUA(H = 0 pour ! = 1 alors, parce que la zolution de 'équation (1) s'éerit
L .
{f} () 4+ 2Ty oexp \n shods \ ds, + =T,
{t} { gttt ] | ( AP

r



208 ' C. AVRAMFESCU >
ol r
A{t) = exp g a{s)ds,
L)

il résulte que da condition nécessaire et suffisante pour que toutes les
solutions de P'équation (1) soient couvergentes st que l'on ait

(4] \ a ko
Vi
[

Done il reste 4 considérer seulement le eas ol bty <O pour ¢ = T
. , N

ffll‘lu,;ort;ne booSE b < O pour t = T, alors la condition nécessaire et
suffisante pour que tonles les solufions de Iéguation (1 '

f ’ ) . 1 e sorent conver, 2
est que on ail ! L G

L ‘o ¢ ;
(3) g mgaw — b(pydr Lds < o+ o
0 a

Démonstration. Remarquons d’abord que (3) implique {4). En effet,

la fonction 1; A(sH—b(s))ds admet une limite, finie ou won, mais positive
1 v
quand ¢ — o« Et alors la limite
1

lim 449

4w

1
e S A(s) (—2(s)) ds

existe et est finie, ce qui- nous montre que (4) a lieu, compte tenu de (5).
D’autre part, de (2) il s’ensuit

v g —a()v —b(f),
d'ot il résulte, d'aprés le lemme de Tchaplyguine que la solution

de I'équation (2} qui vérifie ta condition initiale #?{0) = ¢ > 0, est inférieure
A la solution de I'équation

¥ o= —alfly - (1),

avec la méme condition initiale. Sion désigne par p{#) 12 solution de cette
derniére équation, on a alors,

(6) ' {) -+ p*{f) 4 altyolt) + L{t) = 0.

Nous avons wmontré ainsi que les hypothéses du théoréme de N. Gheor -

-

R COMPOURTEMENT ASYMPTOTIQUE s S0LUTIONS DES BEQUATIONS a4

e liw (90 the 3) <ont remplics. co qui nots assure que la conclusion de
notre théoréme cst vraie, Renurgquons encore que dans les hypothéses du
théoreme 1, toutes Ies solutions de Udquation (1) deviennent monotones
pour ¢ assez grand.

2. Passons maintenant 4 Pégquation non-homogéne,
{71 R 1 (A KA 1O Ry £ V3]

oll f(f) vst une fonction continue sur & . Roit v (/). vl le svsteme fonda-
mental de Pégquation (1 détenmind par les conditious initiales

(8] q(0) = w0y =1, x(0) =0, x () =0

Parce que la solution géndérale de Péguation (7} est
f I
O Ay =0 () - a4 () \ 1) nsids — v{0 g Js) vo{s) ds

A(s) .
0 D

oh ¢, et ¢, sout des constantes arbitraires, il résulte que si

O]
A

()

alors toutes les solutions de Véquations (7) sont convergentes, Cette obser-
vation nous permet de passer d des équations non-linéaires.

Soient filf, ¥y, o, Xw ¥y, - -, V), =1, ..., u, des fonctions définies
dans D= [{f, x;, v}, £ e Ry, i< oo Ty | <+ o}

Théoréme 2. Admettons les hvpotleses suivantes :

1) f; sont des fouctions continues dans D,

2 des dérivées af [y, 3f [y, existent of ces dérivées sont Jdes fonelions
confines dans D,

3) bt) < ufy 0y, = 0, Bflox. = al), on a,t) et bt} sont des fonc-

- b

tions continues sur Ry

(10

i

fi

R _
4} \ - —R A T= by dr Vds = s
21 A (s ( (

al %

o
I

Al = exp [ ayfs)ds,
0
S B R L P 7 1.4 TR L PR W S U P

ol B (8 sont des fonctions continues sur Ry
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alors foutes es salutions duw svsiéne,

(L) Sl Xy e X X ) = 0,

1 L]
SO convergenies.

Diémoenstration. Les couditions imposdes permettent, grice au lennne
d'Hadamard, d'éerire fe systéme (11} sous la forme

09) [ kit v 0PV ";,)‘. gl vy, RO 11 Ky =
| ey | R TIPREY (RPN S| RN

DYapres Uhvpothiese 35 1 tésulle que
(13) ke za (h, L) <g <0, L eR,.

Soit C1 = Ci{R,, R} Vespace des fonctions x{f) = (v,{f), ..., x.(f)), conti-
nues ot aux dérivées du premier ordre continues sur K, dont la topologie
est définic avec Ja famille de scii-nornes

Xp = sup max oy {f) < sup max )],
rEle. 2§ £Slo k1§ !

Cette famille définit dans €1 une topologic d'espace vectoriel localement
convexe, séparé et mdtrisable,

Soit M Penscinble de toutes les fonctions de €1 qui vérifient les con-
ditions

(14 vi(0) = =%, L’ 0y = 3., X (N1 =< M, L; (P)] vy,

olt M et N sont deux nowbres positifs. Définissons sur I un opérateur
/I de la maniére suivante: & chaque fonction +(f) € M nous associons
Ly solution unique /fx du probléme,

(15) A e (R O e o VO o8 41 s (R (] SRt - 1O
o (= — L N W e ity (e ),
(16 2 (0] ==y, = (0 = 8.

Il est ais¢ de voir que les solutions du probleme (15) (16) sont bornées

. —

COMPORTEMENT ASYAPTOVIQUE DES SOLUTIONS DES EQLUATIONS i

-

par des nombres qui ne dépendent pas que de gl bz B Done o et
choisit M et NV sulfisamment grands de maniére que Fon ait A 9RC 9K, Du
théorene 11 résulte que toutes les solutions du probleme (157 (18] =ont con
vergentes. L'ensemble 9 et Vopérateur /1 satisfont aux conditions du theo-
rempe de Schaunder-Tvehonoff, conpme on e vdnifie aisément. co qut nous
perinel decouchire Pexistenee dun point fine pour Popdratenr /e qui
demontre lo theéoréme.

3. Pour dobteniv dautres conditions allesistence des =olutions con-
vergentes, nous atlons suivre Ta méthode de 1o comparaison. Cette methode
4 ¢td utilisée par Conti 1537 dans le but d'obtentr des théorénmes dexis
tence globale, et par Cordunceanu 7 dans la theorie de Ta <tabilite.
Les derniéres anndes. cette méthode o ¢té appliquee & 'étude du compor-
tement des solutions par plusicurs awteurs,  comme par excemple Yoo«
hizawa I8, Brauver [, 4], Talpalaru 4 . Avramescu |1

Considérons te systeme différentict

() = f{t, v. ¥)

ot et fif, 1) sont des vecteurs & n composantes reetles, On suppose que
{7, &, v) est continue dans D o= {f ¢ K. jv . ¥; ol signtfic
la norme de Kot gque par tout point de [l passe une scule integrale
du svstéme (3)

Soit off, #) uone Tonction sealaire, camtivue ponr {7 & K et telle que
Iéequation

(1) ro— wll

admet une solution upique satisfaisant a1 la condition inttiale #(0F— r, - O,
pour tout ry.
Soit Flé v vl une fonction reelie, non-negative st O ifferentiable
e tout point de 0 Définizsons la derivée T v v) de Lo fonetion (/v
par rapport an svstéme (S & Ualde de T formule,
(17) I (o) lim A ek 4 Fesealflieal g
h=0 I

It est aise de voir que stoa(f) ext wne solution Jde Uéquation (81, afors

2 L L v, () vl .

(18 N R (AR b

Théoreme 3. Admelions les

1) ralf, r) =

2y oexiste T e RO, el que ponr tenl | T, e wil
R U TR Y L 0 PO e

contdiifens  sirvaales
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A T vt il v b i ally oSt arne fonclion continie of crofssaile
sir Ko, avaul dirieée cantinne sur R ol a((y 0, a’() £ 0

Vors, st fowfes fos soludions e Udyuatron (19} sond dndégralles, il yésulte
gree doiefes des soliulfons e Uigualion {S) sonl conpergenfes.

Demeonsteation. De (171 ot de Uhy pothiese 35,11 2"ensuit, dapres e leme
de Wazewski 16,

{14} R N PR 1 Y = o (4 T /.

it #(f) est 1 solution de Peguation (1), satisfaisant a L condition intiale,
{204 VEE, (Y, (1)) r(T).

'hvpotheése 1) nous assure que r{f) est non-crotssante, d'ol il résulte yue
r(0) 0, et done #ff) ost définie sur /0 ot elle est intderable; 1l suit
it e,

T #{¢) 0.

iPx

De Vhvpothése 3) 01 résulte, comple tenu de (19,

(21 {3 e o= (D
Muais.
: d
1 {80} . ¥ =l (r{fpk i
{i3:0 T JEELL !, iy ———————— -
. i P ¥ a ()

ve ul montre gque ta fonction o= Yr{f)) est tutegrable. Liinegalite (21) nous
montre gue la lonction () est ausst intégrable, Nons aurons done,
. . : g
() — adayl| = || fas1ds ] o § iAW) lds. F oz
d a

o déduit el que Ju fonction v est eonvergente.

Remargue, Nous avons suppose que roll, 7] conserve un certain signe ;
adors 11 est nécessaire de supposer que ce signce est negatif, parce qu'il
n'existe paz de fonctions positives croissantes et intégrables,

Corollaire. S dauns [o t00opime 3 on remplace les hvpotheses 1) of 2)
o e snbeande,

174, LI | I~ ] (. voxk ¢ e 4D,

alors la conclusion dn idvrome veste valadle.

Fu oeffet, dans ce cas Uéguation (190 est de Ta forie # —cr dont
les solutions sont r(f) — r() - exp(—f).

Le théoréme suivant ne fait pas recours a Pequation  de comparai-
son (19).

7 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE ks SOLUTIONS DES BEQUATIONS Ay

Théoréme 5. St
23] I, x, v edj il ¢ = ),

alers dontes Tes solubions de Uiguation (8) soud convergeides

Démonstration. Lua fonction
() P {6 (@) 5 oo F L a (s ds.
n
st non-croissante, parce qgue, en vertwde (23] 070 <2 00 Mads alors on
S h(0), eest-d-dire,

O PO (0 = —c 0 v (s)ods DO, oy, [0y,

on i résulte,
i
T a7 () Hefsaz (He) B{O (U] a7 (0))
i

viooqui o montre que A () est intégrable.

A0 Boit A{t) et g{f) deux fonctions positives et localement integrables
sur Ry Wintoer 17 a montré que =i ces fonetions satisfont aux con-
Jditions,

(24 Fdtinn =3 . Falydrs o
0

alors toutes les solutions de Pequation,
[23) o=y g ()
sont convergentes, Posons,

el Jun # {{]

L4 2 4

Théoréme 5. Dans les condrtions (24) o

£ o R

126) g [j 218 rf.s’u’{ - .
ool

low fonetions oy ity sonl Ddddgradles.

Eu effet, en appliquant Je théoréme de UHosprtal nous aurons.

lim f-r(::w)_ﬂ ) 11 =i =hir{a
T u(s) s e =g
[}
o
d'ob, compte tenn du falt que les fonctious vl — 7l ot f els)ds sont
positives, 1 resulte dapres (26) quoe e il est intc.'-:.:r:lliwlt-.
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Corollaire. Soif i) of g dewy fonctions définies el tocalement senima-
bles sir R, avee gt) O pour £ o 0 0 et bl - O pour lout 1 salisfaisant
aun condifions,

(247) Sl = ¥ Co(tdt 0,
¢ "

(26) [

!

}-'(\'.l’\’.-ff- 1+

Y
i
Vors deades les fonctions 1{t POV sonl tnliégrables,
e effet, de Végalite,
s g
Cedr el 0 Rt
01 1
qui ='obtient en intégrant Uequation (25), 31 résulte que #() {0y, Done
OIS 11 VOIS ([11':'1 zl])]ﬂii]llel' le théoreme [H’(’L‘édt'llt sur intervalle |7, Cf,).
5. Nous allons chercher maintenant Pexistence des selutions intégra-
Bles pour Uéquation linéaire sealaire,
{27) Foea(fir - b
a(fhy ot b dtant des fonctions Joealcment somnables sur N
Théoreme G. Fu supposant qne.
Vo bt exp {ef) koo ke =,

f !
2y les fonctions. exp { Ffafs) | ochds | foexp : IHd(s) + ¢ ds}- e,
0 1+ u J

I
sopt byrides sur Ko,
foutes Ios solutions v Péguation (270 sond ol égrables

Démensiration, Considerons Vequation.

{28 o= {all) o) b(f) exp (ef).

DVapres Perron 18, en tenant compte de nos hypotheses, i reésulte
que toutes les solutivus de Péquation (28) sont borndes. Mais il est aisc
de voir que les solutions de U'équation (27) out la forme #(f) = u{{) exp({—cf}.
ce qui montre que les solutions de UVéquation  (27) =ont intdégrables,
Ce résultat peut étre formuic aussi pour des svstémes non-lindaires,

Théeréme 7. ldmettons les fvpothéses suivandes

fd Ay b 1. ,on, sand des fonctious conttnnes pour
le Ry vy e R

20 daf dye sont des fonctions continues pour 4 g Ko, v e R
30 f o sty oie a {f) sont des fonctions confinues s Ky

x COMPORTEMENT ASYMITOTIQUE DES SOLUTIONS DBES KQUATIONS AR
T R O L I TP ' Fexp (—of). & 0 s ir:
S fes fenciians
[ | [ |
exp S s) ---c,}r/.\'I-. Foxp) {05 fx] fir
i n u

vt "*UI’H‘H N
Vs fondes tes sodifions o svsidme,
(2N R A ¥ S SN ) T |

r 1]
setl inldgrables,

Dicmonstration. la démonstration est semblable a a démonstration

di théerome 20 Grace an lemme  dadamard leo svsteme (291 peul

<‘eorre

(30 ookl o e filla O . o vl
0417, L
A ey, R X
{31} Ko \ BT Ly 20 ALLgFS
] . o
Done nous aurons "
(32} L W i ()

Nous envisagerons dans Pespace € (R0 R des fonctions continues s
fooa vadenrs dans A7 avee la topologie de Ta convergence cotmpacte
feoir 20 chy 3,83, w0, Vopérateur Hoqui it correspondre i chigue v e ¢
i solution H oy da problene,

{3 5 et U, (YR () ISURY b | JRN Y V) DU O UM RO O [
(d-‘l 3 {tn 'ii
Comnie nous avous ohserve plus haut, Ta solution du probleme (83 (4
et de T forne

) — ) exp (=),
a0 st Ta solution du probléme

RET! i, O (DR () TS TR o TP B FY RO () FPIPINI | R WY £ Jdexp o d)

1

{33 ITE (1 R

Mats pown La solution du problee (35), (36). ona une évaluation de Ia
forime.
”l'([” =~ ‘II:’(”i- Cin dr’)'

Drone ~1 nous constdérons Uensemble 9N = (v v e C0he Ky o0 N
ot N, M, nous aurons FOR C MR Lenseinhle 9K st évidoument con

Tuals Mateaalea



- ———— -—————— - —_———— — L]
306 L. AVRAMESCU 10 (

vexe et fermé dans Co. Pour montrer la continnité de Vopérateur 71 il faut
montrer gue si (v), € Co est une suite qui converge uniformément sur tout
intervalle feré et borné de K. a une fonction 1{t), la suite /1(x), Converge
dans le méme intervalle a /v, Mais cette chase est presque évidente. Eafin
il reste a4 montrer que Vensemble /1R este compact dans €. Mais Vineluy-
sion AIRC IR nous montre que les fonctions Jdo Vensemble 7798 sont
uniformément bornées. Du plus, pour tout v e [ M on anra

iy f2 I3 ",
(B — () S S TSN T a (B -k oexp (e, O s ;T
ty I n

e qui nous montre que les fonctions de Vensemble /190 sont dquicontinues
sur tout intervalle borné et fermé de K. Par conséguent Te théoréme ' As-
coli est applicable et la compacité de Pensemble MO est établic, Les

considérations exposées plus haut nous montrent que Ueasemble 90 et ’I
Vopérateur 71 satisfont aux conditions du théoréme de  Schauder-
Tychonoff, ce qui nous permet de conclure sur Uexistence d'un point '
fixe pour Vepdratenr M, Mais ce point fixe sera une solution de notre pro-
bléme, ]

. Nous allons utiliser encore la méthode de Ta comparaison, pour
Fobtenir un théoréme d'existence pour des solutions intégrables.

Soit (4, x} une fonetion scalaire définie et différentiable pour f ¢ &,
v e R Posons,

{r. v) - lim ]I.KI_%__,"'L'T:"IU}‘ﬂL.\_I

Bl Il

ot f(¢, v1 est une fouction continue dars K. % £ a valeurs dans R* Con-
sidérens Uéguation

{(37) a = )

et supposons gue cette équation admet une solution unique pour toute
eotdition initiale, T est aisé de voir que s v{f) est une solution de 'éyua-
tion {371 alors on a,

(38 U, xifyy = i [T AT
ot

Thésreme B, Admettons dos condilions  suivanieos -

Doa(lia ) = T v aie alf) est une fonclion continue of croissante
dans K| avec af)) - O
2 ¢ W olf, Vit 3} ponr £ 2T =0
i {
Sy V{1 wshds) <2 [ oels, V(s v (s ds. quelle que soil la fonction con-
a a

trnme (. of 4 a -

11 COMPORTEMENT ARYMPTOTIQUE DES SOLLTIONS DES EQUATIONS Rl

B wllov) est yon-diécroissante par rapport g quel que soil e RO lors
st dotdes des solutions de équation () & valewrs  initiales positives sont
converganlos, (L orésulle que fondes les solutions de Uéguation (37) sont inddé-
2rables.

Démonstration. Twe Thypothese 23 1 résalte o

(N VOIS RSN (N VR

et dones diaprés e lemme de Wazewskio it s ensuit

(39 Y (f)) ww K1) pour iy
olt 1{f) est une solution de léquation (37) ¢t o/ est b solution de 1'équation
(I} avec la condition initiale J(f) = F{L {7, Nous aurons,
i r i
P v shdsy < f ey, Tsy v(shhds <20 7 oolsortsnds  rtlh - vy,
‘ ! 2 1. I

Paree que r(f)estoconvergente, a1 résulte gque s (1) ra) - 0 quand
r

a = 2. Mais de Phypothése 1) 41 résubte que o v(sids =0 quand g=rv s
a

co quioachéve o démonstration,

Remarque. L'hyvpothese 3) pent étre remplacée par la suivante

3] (. §oxishds) @ f U xthids, 0w T
o a

qui estomoins restrictive, ais plus compliguee
D bex applications, on pent cholsit par exemple w(/, /) Sririz{(f). on
it g osatisfont aux conditions (24). Pour 1747, 1) VoL fes hivpothieses
20 et 3y seront satislaites si
Vi AU v el v
Théoveme D, Ndmcllons Phypothése 1) du Hidordme 8 of encore fes
fivpotheses sutvwiiles
201 ) el T )Y powr f 0
r H
Sp V(5w syeds) o 0 Vs, s (s)ds, queelle yiee sedf B fonction cone
a - a
e Al), b za =T
Alors st Léquation (L) w dowdes les solulions intégrables, i yésulic que ley
solulions de équation (37) sonl intégrables,
Démonstralion. Parce que nous avons

(G () sy =T
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ol vi/] est une soluntion de Pequation (377 ot (/) ost T solution de 'equa-

tion {15 avee Lo condition dnitiade #(7) = (7 000, 10 on résalte,
H ' T
L(r, 7 v {snds) COLTs vis)) s Tor(syds / " .

el dapres 1l sTeusuit

Il' s p™ ! (_li r{spds ]

1
ceomquil ddmontre le théoréme,

Remarque. Dans ce théoreme on ne peut pas choisiv conume & -
tude T, v) == v, parce que, comme nous avons déjil olserve, w{l, r)
ne peut pas étre positit Dans ceocas on peut prendre par exemple
Pl x)=a exp(-=bl) - v oita el Bosont des nombres positifs, ou dautres
fonctions du méme type. Comme  équation  Jde comparaison on peut
prendre équation (27).

7. Nous allons é¢tablir maintenant un théorcme concernant I ésistence
dos solutions uniformément  continoes sur Ko

Soit el 1) une fonetion coutivue dans Ko - K Ko 4 valenrs
dans Ry, et soit f{, v v) une fonetion confinue dans K R0z B
valeurs dans A% Considérous les éguations,

(-Hh) Vi f{ Ty
{(-+1) = w7,

¢t supposins que te problome de Chauchy adimet une solution W
pour chacune, quelles que solent Tes valeurs initinles

Thioréme 19, Supposous gie,
(42 HEo v N TR
Advrs sodes solutvons de Fégnation (A1) sont uniformément conlinues sur K
il vésulle gue les solutions de Iéquation (0] sonf aussi witiformément comfy.

sies sl W

Dimonstration. Soit o/l une solution de Péquation (40 <t pons

posons v{f) Vit alors voest Ta solution de Péguation

v )

Papris le lennme de Wazewski il résulte que At i), ol
uiE) st la solution de éguation (411 avee la condition {0 Aty
0} - vy I <'ensuit Fic
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A - x(a) .: (%) | lef st r[ Vs () - w(a), A =

it
'y ’ Ly : N »
cooqui pots wontre que ) est nniformément continte s N
Corollaire. S0 w(in, @) - w(f vy of sf Pégualion wmif el
fonsfes des sofitions borndes, alors o conclusion e hidarcae reste i
Fon offet, dans ce cas i rcsulte dlapres (13 que es solutions de Tequa
tion (410 ont les dérivées borndes sur R
8. Nous allons ¢tudier wmaintenant undernier probleme, Jic aux prece
dents, Soit /, € K. une suite convergente vers o Nous posobs Ll iestion

suivante s s pour une solution de Uéquation (42), v on o lin v(f,) = 1
nor .

dans quelles conditions peut-on conclure gue limv(/) - Lo Nous donnerons
¥

e reponse particlle i cette question. Dans ce but nous allons demontrer
le lemme sudvant:

Lemine, Seil f, wie suile convergent vers infind, sefesfarsant quy con-
pitions
(43) W, < ey, lint ({0 — 6} =0,

n-r

Soil eft) wne fonclion sealaire continne, lelle qite.

3

(34) im g(f,} == f.

Paaded
Aors pour existence de la limile

{43 Hm g (f)

[
i faut ot 1 suffit que g(l) soit wniformément cantinue siur R

Démenstration. La néeessité résulte du fait que toutes les fonctions
convergentes sont uniformément continues. Montrons maintenant la suffx-
sance, On pent supposer dans () gque - 0, parce quion peut remplacer
o{f) par g(f) — L. 81 gf) ne converge pas a aero quand { = 7., alors 11 existe
me suite {7 = 7 ¢t un nombre positil 4, tels gue.

{-45) (G| = .
Pour chaque su 1l existe un nombre a,;, tel que
(47} fum = Iu. E {':m 1

Mais g{f) étant une fonction uniforménient continue, il existe un nmulzre
positif ¢, qui dépend seulement de f, tcl que, quels que soent 7y, 7y, € Ry,
| o . | 4 ‘ e tie T
avee r, — r,l < o, il résulte que [g(r) — g{r) - 2 Parce que o ——
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= O il existe un entier positif X, tel que oo N implique 4, - f .
SN estosuffisannnent grand, nous aurons en ménge temps #(4,) o j2
pour n oo NooSoit o N nous aurons

Ty - ¢

Hpir

ot
d'ol il résulte,

#(F,) gl ) g {Fy) et ) g

. W :

Ce qui est enn contrivdiction avee Fincgalité (461 Le lemme se trouve ainsi
démontre,
Remargue, 1 comdition 4, | £, = 0 st aussi nécessaire, Far effet
pour la fouction sin /, qui est uniformeément continue sur & Lona sin mir -
01 maiz =in £ ne tend pas aozéro quand £ = w0 Eyoatilisant e theoréme
I ou son corollaire, ou peut obtenir des résulfats conerets qui peuvent
s formuler de la maniére suivante: =i les hyvpotheses «du théoréme 10
oudde soun corollaire sont satisfaites ot s potr une solution aff)  de 1'¢-
quation (40) nous avons lim il == Loow 4 satisfait aux conditions {43},

(e v

Mors il resulte que cette solution est vonvergente,

Remarque. Nous wvous démontre le lemune dans le cas (4 une fone-
bron scalaire, mais il est aisé de voir qu'il reste valable dans le cas des fone
tions vectoriclles.

Semdnaire Mathématiqe.
Fuiversité de Crainea
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ORDINARE

Rezumat

Se cerccteazd existenta solupiilor convergente, integrabile 5t l{mfvr)ru'i
continne pe semiaxa [0, --0). O solufic se va numi convergentd ctacg te<
ire limitd finitd la 490, O solutie se va numi /nfegrabild dacd ea este lute
vrabild in sens Riemann [0, <o)



