ASUPRA UNEI CLASE DE ENDOMORTFISME
ASOCIATE INELELOR SLABE

DE

TUDORA LUCHIAN

Comunicare prezentatd in srsiunca stintifecd a Upicorsudii A1 T, Cuza”
din 2697 aclombric 1088

1. Se numeste inel slab, 17, [2), 9l un grup aditiv abelian A, in
i

care se mai defineste o operatie ,,-" — -0 numim inmuljire — cu pro-
prietdtile
{1) x - 0= voEs e,
(2 0 x=nxb Lo,
praed,

cu @, $-endomorfisme ale grupului A, iar ¢ element fixat ; inmultirea este
legati de adunare prin legile de distributivitate slaba

(3) ¥y L) +x-0=x-¥+x-3%
4 (v £2) - x -0 o=y v -
Din orice inel obisnuit 2+ sc porte o etrui un inel slab b, 721, alegind
dous endomorfisme o, b, aie grupal iy 2 . si defivind in acesta o noud

inmulyire ,, -’ prin
(3) % v = gy b oke, gy v eE U

Tnvers, oricirui inel elab 2 i se poate arocia un inel abienuit A* wnie, avind
acelasi grup aditiv U, si inmuitirea definita prin

(6) s y=x-y—a-0—0.y 00
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fn lucrarile [3]—[7], am studiat diverse probleme legate de teoria
inelelor siabe.

tntr-o Noti precedentd, {8], am introdus, in inelul slab 2, anumite
endomorfisme D,, S, ale grupului aditiv 91,, prin

{7) D, =x -a —0.qa,
(7") 1S, =a-x—a -0,
pral, a2

si am demonstrat o serie de proprietiti ale lor, dintre care cele mai multe
sint analoge cu acelea ale endomorfismelor R,, L, (multiplicarile fa dreapta
si stinga) dintr-un inel obisnuit. In Nota prezentd voi pune in eviden{i
noi proprietati ale acestor transformari. In propozitiile ce urmeazi, textul
din paranteze reprezinti enunful propozitiilor duale, prin dualitatea dreapta-
stinga.

2, Din [8] se stie ¢i

(8) Da = Ru =,
(8') Sa e La + ‘:J
raed,

n particular D, = ¢, Sa == &

Fie ¥ homomortfismul de inele : A* 8 (A, cu ax = R, unde U
este inelul asociativ obisnuit asociat prin {(§) cu inelu! slab considerat -,
iar §(21;) este inelul endomorfismelor grupului aditiv 9. ; se stie cd Im 3=
=@(A*) inelul multiplicirilor la dreapta ale lui 2~ si N, nuclenl lui y este
ideal bilater in 2%, anihilatorul siu la dreapta. La fel, fie y, antihomomor-
fismul de inele ,: U = 5(WUy), cu ap = L.: avem Imy = £(U7)
inelul multiplicarilor la stinga in A*, si Ny,, nucleul lui 7, este ideal hila-
ter, anihilatorul la stinga al lui 2*. Din (8), (8) rezultad imediat

Propozitia 1. Peniru inelul slab ', D, = Dy (S, = S,) dacd 5i numas
daci a —ba N, (@ —b& Ny

Consecinta 1. Dacd 3 (x.) este monomorfism, N, = (0), (¥, = (0}},
adicd y: U*— R (U) este izomorfism (y, : U»— £ (U*) este antiizomorfism),
atunci pentru inelul slab ', D, - Dy (S, = S;) dacd §i numai dacd a = b.
Aceasti situatie apare, de exemply, cind inelul 2* are umtate,

Observatia 1. Daca U este inel neasociativ, putem restringe y (4}
la grupuri aditive si propozitia 1 si consecinta 1 ramin valabile.

Fie ®, & C 8(2U;) submulfimile

© =D, Was W), &= Silyae ]
Definim aplicatiile 3, 'yy prin
9 2 U > ® cuay =D
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(&} A = S cu dyy = Se

Indiferent dacd inclul obignuit 2 este sau nu asociativ, 7 si 'y, au, in pri-
vinga adunirti, proprictdfile urmitoarce

(1) Dy oy = Da -+ Du, — Dy,
(lU') Sa, e — Su, + 511;. 5 [i}
si deduse din cle

Daos, = Doy — Duy + Dy, Sur—a, = Sa, — Su, + Sy

D, = — D, +2D,, S..=— S, +25,

D, = XD, — (n— DD, S, =%S, —(n—1)Ss
.‘1_..'1, L Tﬂi 1

Dy = 1D, — (5 = 1) Dy, S,, == 1S, — {n — 1}Sa

Dacit ¢ {770 este un homomorfism de la grupoidul multiplicativ. 2 in
s, D, adicd

(a - &)y = (ay]) > (by)) sau
(11) Dy = D, X Dy,

atunci cvident ¢i ® = Wy esteun subsemigrup multiplicativ al semi-
grupului multiplicativ i (2 ) 51 ©. este imagine homomorfi a grapoidului
multiplicativ ..

Analog, dacd 'y, este antiomomortfism de grupoizi multiplicativi,
adicad

@ 0) 'y = (b ) = {a 74

st
{11,} Sap =3, % S,

atunci &y — A"y, este subsemigrup multiplicativ imagine antihomomorfa
a i AL

Din consecinta 1, cu observatia 1 i din faptul ca a(U,;) este inel aso-
ciativ si asociativitatea inelului slab 9 implicd asociativitatea inelului
obisuuit asociat 27, 8, rezultd:

Propozitia 2. Dacd y, ¢ste izomorfism de gripuri aditive, 3 UL —~R. (U,
(2 U = £ (A7) este anliizomorfism) iar homomorfism: U - ® . (4
mzfihm'nomorfism: A — $ ) de grupoiz multiplicativi, atuncl 3 esle izo~
morfism U =& (% antiizomorfisn < W = &) mai vezultd cd fnelul slab

W este asvcialiv si deci si W* este inel asociativ.
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fu [8] s-a demonstrat ci conditiile homowmoriism, (107, < 'y,
antillomomorfism, {11,), relativ la fnmultire” sint conditii necesare pentru
asociativitatea inclului stab 96 ; cu accasta propozifia 2 se poate completa
in felul urmitor:

Propozitia 2'. Pentri un fuel obiynuit AU~ fara divizeri absolufi ai lui
sero la dreapta (stinga). condifia ca aplicalia y: U — 6 csle fromoniorfism
(ry s W = & antihomomorfism) reluliv la innaliive este suficientd ca inclul
slab A sd fie asociativ, si deci alrage faptul cd ~y, esle antihomomorfism
(- homomorfism) relativ la inmulfive st ca W este inel wsocialiv,

Cautind conditii pentru ca aplicatia y s fic homomorfism de grupoizi
multiplicativi (*y, antihomomorfism), se demonstreazd ugor

Propozitia 3. Pentru cu aplicatia y 1 U — ), cu ay: = D, sd fie Jievno-
morfism relativ la bamuldfive sinl necesare condifitle

{12) D= (13) Ry = Rop, 1. (14) Rp, = @Ry, Fo
sau echivalentele lov respective
{12 D,=at; (13) ol, =L py; (4) $L, =1Ly,
caci (12) rezultd imediat din (1) pentru a = b =0; (11} peuntru b=10
si (8), (1) dau
Rogict o= (K. +3)p cu (12) D Ry + Re+9 = Bug+ D= {13).
Tot (11} pentru a = 0, prin acclagi procedeu, da (14}, Apoi din (13) rezulta
Fx, v X {ag) = (v % a)p = a{ply) = a(L,o), ya=>(13)
si evident reciproc; la fel, din (14) rezulta
P, 8 (09 = (vp) X b= b(HL,) = Lo, yb = (14
si reciproc.
Observatia 2. Conditiile (12), (13), (14) implicd
{13) Doy =D, Dy — [y By — Kava]
Aceasta rezultd adunind membru cu membru relatiile (12), (13), {14}, apoi
adunind ambilor membri K, i utilizind {3) si (8}
Res+ Roy+ D+ Roco = Rio+ o884 9+ Rsw =
=200

= Raivoasitnict o =R X Ry Rag-FoRy 4 5 FK Ry, R o = (15).

Din observatia 2 rezultd

Propozitia 4. Dacd inelul slab U satisface condijia cd y: eske fiomo-
morfism relativ la innudive, Dy Dy= Da., {*yy antthomomorfisi, S, Sy= Se-a)s
atunci inelul obisnuit asocial Wx este asociativ,

Caci Doy = Do D, = (12), (13), (14} =3 (13) si finind scama de (11}, =
= R, R, = R, ,, deci U= este asociativ,
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ar

Ohservind ca, daci inelul obisnuit ¥ este asociativ, relatia {13) devine
(11), rezultd
Propozitia 5. Conditiile  mnecescre si suficicnte ca 7 : U - ®, cu
ay- — Dy, sd fie fomomorfisin velaliv la inwmudjive sint relafiile (12), (13),
(14) si WA asociativ.
Oinervafia 3. Ta cazul A+ aseciativ, relatia (13) sau (13) este echi-
valentda cu
i :
(137 Dyle=1L,D,, pxv,ves.
Aceasta rezultil adunind membru cu membru relagia (13%) cu relatia R, L, =
= LR, sl utilizind (8).
Nataral ¢a afirmatii duale sint valabile pentra aplicatia vy U — &,
anuwne
Propozitia 3. DPentrie ca vy W - 8, cu dyy = S, sd fie homowmor-
Sfiswy relativ la tnwmudfive sint nccesave condiftifle

(12,) Se =% (13) Lo = Lob pa: (14) R, — R, po
say respectiv echivalentele lur
(121) Se= 4% (13) WR, = R.D, pr: (1) L, = UL, pa

Observagia 2. (12)), (13,), (1) = (15;) Seo = SuS. — Lo La— Laxs].
) Propozitia 3,. [uclul obignuit Wx asosiativ 50 condifide (12,), (13)) (14),
sinl necesare st suficieitte ca -y, U — 8, cu ayy = S, sd fie homomorfism
relativ la finultire.

Observatia 3,. Daci U~ este inel asociativ, atunci {13} sau (13]) este
echivalentd cu
(131) Sy. f\)* = 1[", S Fy. .

¥

3. In [8] s-a generalizat notiunea de cvasiregularitate, data de Jacob-
son-Baer, pentru inele asoclative, in felul wrmitor: intr-un inel obisnuit
9 (nuobligator asociativ) un clement a se numeste cvasiregulat sau cvasi-
inversabil la stinga {(dresapta} relativ la perechea de  endomorfisme o,
v = (U} dacd a cste inversabil la stinga (dreapta) in inelul slab U con-
struit cu o, ¢ s (3), sau, ceea ce este tot una (couform lemei 3 din [3]),
dacd endomorfismul D,(S,) este epimorfism. Cazul lut Jacobsou-Baer se
obfine pentru ¢ =9 =1, ¢ =0 si Y* asociativ).

Se pune atunci problema dc a caracteriza faptul ci I, (S,) este epi-
morfism prin o relatie algebricd in ® (§). Vol ariita c¢i aceasta este posibil
in cazul % inel asociativ fird divizori absoluti ai lui zero fa dreapta
(stinga).

~ Hste ngor de verifieat ¢, in orice inel obisnuit (chiar neasociativ),
afirmatia ,, R, (L,) este epimorfism® este echivalenta cu afirmajia , .« este
inversabil la stinga (dreapta) in U*. Daca U* este asociativ, v :a — K,
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este un epimorfism de inele (y,:a = L, antiepimorfism), in particular de
semigrupuri multiplicative, deci avem implicatiile : R, este epimorfism

W~
= « este inversabil la stinga in U = R, este nversabil la stinga in w2y,

LA
(L, epimorfisim =5 « inversabil la dreapta in A« = [, inversabil la stinga
in £(2%). Asa fncit avem:

Propozitia 6. Penfru un bicl asoctativ N+, R, (L) epinwrfisn tmplicd
faptul cd R, (L) este inversabil la stinga in inelul R (A*) (e (UA*)).

Reciproca nu este, in geueral, adevirati, dar dacd y este un izomor-
fism, N, = (0), (7, antiizomorfism, N, = (), avem s implicatia inversd :
R, (L) inversabil la stinga in @(2A*). {£(AU)), implica R, (I} epimorfism
al fui 20 . Avem deci

Propozitia 7. Dacd U este incl asocialiv fard divizori absoluft al i
sero la dreapla (stinga), R, (La) este cpimorfism dacd st nwmai dacd R, | Lid
este Diversabil la stinga in 2 (U%), {2 (2A%)).

Propozifii analoge se pot demonstra pentru Dy, S,. In [8] s-a demon
strat

Propozitia 8. (Lema 3 iu [81). Elemeniul a @ U (inel slab), esle inver
sabil la stinga (dreapta) in W, ducd si nmai dacd D, (S,) este epimorfism
pentrie A .

Consecina 2. Dacit inelul slab U cste asociativ i in el existd micar
un element a pentru care D,, 5, sint sitnultan epimorfisme, atunci inelul
slab 9 are unitate # si mulfimile de endomorfisme ®, & sint semigrupurl
multiplicative cu unitate in inelul &(2).

Caci, din propozifia 8 rezultd ¢i in semigrupul multiplicativ existil
un clement a inversabil la dreapta si stinga, in sensul ¢i ceuatiile v - @ = &,
a - v =15 au solutii pentru orice b & 2; se stie din teoria semigrupurilor
i, in aceste conditii. semigrupul 2 este In mod necesar semigrup cu uni-
tate n,
oy =x-u=x pyel=>5D, =3 -0 ~0 1t=2x= D,=1as®;
WS =t#-v—n-0=x=5 =/ s asociativitatea lui A implicd
®., &. semigrupari multiplicative (8], teorema 1).

Din propozitia 8 rezultd ci daci y : 9 — ® . este homomorfism,
atunci avem implicatiile: D, este epimorfism = 4 este inversabil la stinga in
AN = D, este inversabil 1a stinga in ® . La fel, pentru -y, antihomomorfism,

" & 1)
A -2 S, avew: S, epimorfismy = @ inversabil la dreapta in 2 = S, in-
versabil la stinga in & . Am demonstrat astfel

Propozitia 6'. Dacd penirie inelul slab U, aplicatia - este homomor-
fisu (-yy antihomomorfism) relativ lu iwmultire, alunci D, epimorfism = D,
inversabil la stinga in ® . (S, epimorfism = S, inversubil la stinga in 8 ).

Tinind scama de acestea $i de propozitia 2, avem
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Propozitin 7. Dacd W= este un inel fard divizori absolufi ai [ui zero
la dreapta (stinga) si, pentru inelul slab A, aplicatia y': W — &, este un
homomorfism (-y, 1 U — 8. esfe antihomomorfisn) relatie Ta inmultive, alunci

»

V) Awvem y isomorfism de senigrupuri multiplicative A = & . (7, anli-
izomorfisn : W - 8 ) st dect W este inel slah asocialiv.

2 Aplicatia y, W = S este wn antihomomorfisn de senmigrupuri
mudtiphicative (g homomorfism . U — @),

3) D, (S,) este epimorfism al grupulul aditiv W, dacd si monal dacd
D, (S.), este inwersabil la stinga in ®. ($.).

4 Sa, (Do) cpimorfism pentrn % tmplicd S, (D}, inversabil la slinga
in semigrupul mudtiplicativ 8. (®,:). (Rezultd din 2)).

3) Subscmigrupul ndtiplicativ. S, (®.) este imagine anliltonomorfi
(homomorfay a senigripului © 7 prin 4= V72 @ = S D= S, (77t o8~
— ®  antthomomorfism, S, » D). (Rezultd din 1) si 2)).

6) Faptul ci D, (S,) esle epimorfism tmplica japtul ci S, (Dy) esle
inversabil la dreapla in &, (©.). (Rezulta din 3) 51 5)).

Consecinta 3. Intr-un inel U= fird divizori absoluti ai lui zero la dreapta
(stinga) si in care D,y = D, x Dy (S, =35, x S,), un clement a este
cvasiregulat la dreapta (stinga) relativ la endomorfismele o si ¢, daca s
numai daci D,, (S,) este inversabil la stinga in ®. (§.). Se justificd prin
propozitia 7', 3.).

Propozitia 9. Dacd aplicatia 5 : W ~ S este un izomorfisn  sau
W - & un antiizomorfism de semigrupuri multiplicative, atunct din
existenta unidi ag W, ci D, si S, simultan cpimorfisme, adicd a cvasivegultat
Bilater in W=, rezultd cd W este inel slab asociativ cu unitate, ®, S« sint
subsemigrupuri cu wnitatea I & & (U.), iar D, S, sint aulomorfisme ale
grupului aditiv Y ..

Primele doud afirmatii rezulti din propozifia 7-, 1) §i consecinfa 2.
Din demonstrarea consecintei 2 se mai vede cii @ este inversabil bilater in
9, iar din izomorfismut v : U —» @, rezultd cd D, este inversabil bilater

in ®,. Din antihomomorfismul 7, : A — ® . rezultd cd §i S, este inversabil

bilater: deci D, si S, sint automorfisme ale tui U..

%. Se poate constata si aici (ca si in [8]) ca inelele slabe pot constitui
o metodd de investigatie in teoria inelelor obignuite, Aceasta apare clar,
de exemplu, in consecina 3. La fel, propozitia 7' enuntd §i demonstreaza
simplu proprietiti nebanale ale unor clase &, & de endomorfisme ale gru-
pului aditiv al unui inel obisnuit 20*: astfel privita, aceastd propozitie s-ar
enunta sub forma:

Propozitia 7%, Dacd U~ este un inel fard divizori absoluft ai lui zero
la dreapta (stinga), lar o, endomorfisme ale grupului aditiv U. salisficind
proprietatea cd multimea de endomorfisme ® = (Dily. & A%, D, = R, + o}

este subsemigrup multiplicativ, ®. C 6« (Uy), anwine prin
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(1 DDpy= Dot = Doty can-c, T, b= ¥

(5 = {SJpa = U, S, = Lo+ 4} esle subsemigiup multiplicativ, 8. C
C 2. (UL prin
(117} SaSs = Sk-a = Sui i Zeges )

cit ¢ fixal in W, alunci:
1) endomarfismele D,, S, sint perrndabile iufre ele

0,5, = S8,D,, pabsU,

ceea cc [mplicd asociativitatea inelulud U mal avent co = oy
2) mudfimea de endomorfisme § este subsemigrup mulfiplicalie, §. C
C 2. (U}, anuiie prin (.11’)_ (® . subsemigrup . C 5. (21 ), prive (LH).
3), 4), 3), 6) au accleasi enunfuri ca in propozipa /-
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ON A CLASS OF ENDOMORPHISMS ASROCIATED WITH WEAK RINGS

SuInnary

A weak ring o, [17, (2], is an abelian additive group 2; in which a
multiplication ,,-”" is defined, with the properties (1), (2}, (3), (4), where
¢ and ¥ are group endomorphisms of .., ¢ a Tixed element. If A* is an ordi-
nary ring, then its additive group ., with a new multiplication ,, -** defined
by (5}, is a weak ring o ; conversely, to the weak ring 2, it corresponds
an ordinary ring 20* with the same additive group and the multiplication
,, %' defined by (6). In (8] and the present Note, we studied some endo-
morphisms of A, D,, S, defined by (7), (7'), wicl are the analogous of K,
L, of an ordinary ring. Defining the mappings z, 'z, by (9), (9'), we prove:

9 ASUPRA UNEL CLASE DE ENDOMORFISME 279

Proposition 2'. 1f A* has no right {left) annihilators and »: 2 - ® 15 an
homomorphism (7, : 2% —» 4 an antihomomorphism) for the multiplication
(that is (11), respectively (11,), hoids), then the weak ning A is associative
and hence 'z, is an antihomomorphisim {y- an homomorphism) for the
muitiplication and 7 is an associative ordinary ring. Proposition 5. ' is
an homomorphism for the multiplication if and only 1f (12), (13}, {14} hold
and 9 is associative, Proposition 7-. If 2* has no rizhi (left) annihilators
and, for the weak ring U, (1) (respectively (11,)) holds, then: 1}z W->8,
is an isomorplism of multiplicative semigroups ("7, is an antiisomorphism),
and hence 9 is an associative weak-ring; 2) vy, s an artihomomorphism
of multiplicative semigroups (7 @ homomorphism: A — B 3} Du(Sa)
is an epimorphism of the additive group .. if, and only if 1, (S) is left
invertiple in ®©,(Sy): 4) So (D) is an cpimorphism of U implies that 5,
(D,) is left invertible in the multiplicative semigroup . () ;3 the multi-
plicative subsemigroup & (@) is an autihomoemorphic (11()1[}011101‘}_)1]1(:-
map of ®by 771 @y > S, P> Se (770 I — B antihomomor)
phisme, S, = D) ; 6) D, (S} 1s an epimorphism implies that S, (D) is righ-
invertible in $, {®,). Here the weck rings appear as method of investigat
tion in the theory of ordinarv rings, especially of 3(U.) — the cundomor-
phism ring of AU..



