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FUNCTID ATROAPE-PERIODIVE DEPINAIXNDY D PARAMITRI
[Resiniat

Se considerd spafiul vectorial topologic B, al functiilor /1 R = #Z > .\
(unde R este mulfimea numerelor reale, £ o mulfime oarceare, X etxm‘sp'lﬁh{
vectorial topologic separat Hausdorff, complct’ prin siruri ’Genet';lliy';tc'|
marginite pe multimile £, a ¢aror reuniune este £, O functiebf din b’ se
numegte s-aproape-periodicii dacd este s-continua in ¢ $i pentru orice ])erc“cflc
(¥ ), %) 4% o vecinatate varceare o originii in X, Z, C Z), existd un mumar
pozitiv [ = (1", 2), incit orice interval al axel reale cc;ntine micar 1‘111
numar T astfel o fit 702 - f(42) €1 pentru t € R gl 227, Se stabi-
leste echivalenfa acestei definitil cu definijia s-normalitafii st iL enumers
proprietitile generale ale hunctiilor definite, ale ciror demonstratii F(:‘?l.llt;l
din Nota precedentd a antorului, din acest volum, ‘ o

LQUATIONS AUN DERIVEES FRECHET
PAR

CORNELIU URSESCU

1. Introduction
Dans cet article, on ¢tudic Uéquation aux dérivies I'réchet™

(1. 1) ‘;’\"_(r;. Fla, n(o).

Cette équation, qui contient aussi le cas particulier des équations scalaires
aux dérivées particlles de la forme

{1.2) i (3, .o =Fle, oo N i (V)
ox,

7PN R % ) B
a ¢té considérée dans différents travaux 1, 3, 97, 1107, [13], [14].
157, 1167 dans des hypothéses qui supposent I'existence des dérivées par-
ticlles de Fréchet dfjdx et df/dv et I'existence d'une liaison cntre les fone-
tions f, df/dx et df/dv, liaison qui est nommée , Ia condition d'intégrabilité
compléte’

Le probleme de Vexistence de la solution de I'équation (1.1), sans
supposer Vexistence de la derivée particlic Fréchet df/dxv et en utilisant
une ,condition d'intégrabilit¢ complete”, qui généralise la condition clas-
sique et qui exprime une liaison entre les fonctions fet df/ dv {formule {4.2)),
fait I'objct de ce travail

On étudic ensuite la dépendance de la solution de U'équation {(L.1)
d'un paramétre et enfin on étudie I'équation linéaire et homogene aux
dérivées de Frechet

* Pour tont ce que eeneerne b dérvee de Frochet, voar 4L 5 6y [k
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L’¢quation (1.3) contient le cas particulier des équations scalaires
de la Torme

(}H- q OH'
1.4 T T T N CO TR O B
( ) a.‘:l( 1 pril ’.‘I) lé"[’d_\'k(l P ,_f)

e L e Y, e, ) =0,

Les principaux ¢léments utilisés dans les déntonstrations des théorémes
concernant 'équation (1.1) sont le théoreme 2.1 et les définitions (3.3)—(3.7).

Dans Pétude de I'équation (1.1), on peut poser le probléme suivant :
st est la solution d'une équation u(x) = g(x, 1) ¢t v est la solution d'une
¢quation o{x) = Ay, u, ), alors dans quelles conditions Ju/dx existe-t-il
et quand avons-nous Jdifdy = w?

Le théortme 2.1 donne une réponse a un probléme analogue, mais
plus géndral, dans la théorie des espaces métriques.

Dans les deuxiémes membres des formwules de définition (3.3)—(3.7),
¢'est I'intégrale Riemann-Graves qui intervient. Les propriétés des svmboles
intégraux, définis par les formules (3.3) —(3.7}, se déduisent a 1aide du
théoreme 2.2 qui a été énoned dans un cas particulier dans [16].

Dans le cas des espaces cuclidiens, 1a formule (3.11) est la formule de
Stokes. Le théortme 3.4 a ¢té¢ démontré par Lepage [12] pour le cas

particulier des founctions /et g lindaires en et V=RV = R,

2. Un théoréme de point Tixe

Comme o sait, le théoréme de point fixe de Banach alfirme que si
Vespace métrique (Y, gy) est complet ¢t Popérateur £ X — X est contrac-
tant, alors 1l existe un point fixe unique de lopératenr /. Le théoréme sui-
vant donne, dans des hypothéses convenables, la possibilité d’obtenir
Pappartenance d'un point fixe 4 un sousensembic ¥ de .\

Theordme 200 Supposons que los hvpolhises swivantes svient vérifides

a) Pespace  mélrique (X, ox) est complet, Y T X, lespace nidlrigqiee
(£, 22) cst complet;

b) lopirateur f: X — X st contracland (soil v, son poini five) et
fyrcy.

i

lopératenr g Y — Z est fermé

) il existe wn opératenr i X X X — Z avee les propriétés

¢} fes opéralcurs hix, ). X = Z sonl igalement contractants (soil z,
e point five de Popératewr hx,, -)):

2]

—_—
— e

¥ Par (e v o Sl vy o entend Pl vy fle vjAy
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[y les opératenrs hi-, )1 N — £ sonl conlinus
g) g(f(2)) = h(y g}
Alors v, €V of glx,) =z, _ ) )
: : oD e R .
Démonstration. Cousidérons la suite v, = flv), v, —.-’(.‘n.'um‘ vl
N - | ) N,
Par le théoreme de Banach, on a lim v, = v, et ga(v,. vo) o (2" {1 —a}| X
., nie® . ' . 4 R
ey, (V) ol % est le cocflicient de contraction de l'opérateur f. Comune
ve Y et YTV, il rés T Soit 8z le bre positif qui
veYet fIY)CY, il résulte que v,&Y. Soit 4(z) le nombre positil g
correspond aw nombre positil @ dans la définition de la L“(‘).lltl'!“lll’lic 'd'(-
Vopérateur (-, z,) au point v, et v(=) un nombre naturel qui véritie Findégalité:

viz)
Zeon(v V) < 8(s)
1—=
Sion = v(z), wlors:
n ¥z} o
s Ya) € —— x2S () < ——ex (1 (1) = 3(3)
k- ) | — = ] — =«

Soit 8 le coeflicient d’¢gale contraction des opérateurs iy, -}. Comme
sx(V,, ¥u) < (2}, il résulte que
o r(@(vns 1) 54} = pr(eUf(30), <) = (i (vm, g(3a)). (¥ 22))
= pr (v, gl0a) s A(va, 2)) b a2l 2 Bl 24} =
< B pxle(va), 20 + 5.
Pour n > v(z), on démontre, par induction, l'inégalité:

1 — B"—'J(S) .

o2(glr) 220 B0 ar(@lvan) 2a) + o
Il ¢n résulte que 1
llz_nf i 22(8(x) . 24} < EE

ou, puisque @ est positif arbitraire, lim sup z2(g(r.), 24) —0 ¢t done

n-F ® , | )

lim o,(g(v,), vy) = 0. Comme lim v, = x,, lim g{y,) =z, ct Topérateur
s 2 ' - ' H-3 . _Jl-rm
o est fermé, il résulte que v, &Y et glvy) = 24
) bord ¢ vral i ¢ lace les 1étés ¢} ct f) par:

Le théoreme reste vral si on remplace les proprictes } ; .

) les opératenrs hix, -} Z = Z sont conlractants (soit = le pont Jia
de Dopératenr (x,, )}, o _ .

Y les opérateurs h(-,z): N = £ sonl dgalement conttnus.

Théoréme 2.2, Si (X, ox) ef (Y, py) sonl des espaces métriques, la Sfone-

. . . ; hre
tion f+ X =Y est continte et K est un compact de X, alors pour tout nom L

posilif <, il existe wn nombre positif 3(zc) tel que pour ¥ & X, ¥ & K et
ox(x', &) < 8(2) on ail s {(f(x), flx)) < =.
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Démonstration. Soit 8y{) le nombre positif gui correspond an nembre
positif e dans la défimtion de la continuité de la fonction [ au point .
La famille de boules ouvertes S(v, 1/2 8 (¢f2)), ot x & K, recouvre le
compact K. Done, il existe un ensemble fini de points x,, ..., v, de N
tel que la famille S(x;, 1/23,,(2f2)), olt e =1, ... 2%, rccouvre X, Le nombre

8(5)=min{; h‘(jJ' i=1,... ,u}.

a la propriété du théoréme énoncé. Encffet, soit v’ X, v & KN et px(a”, v) <
< 8(z); comme vy NN, x appartient 4 une boule S(x;, 1/25 .(z/2)) De U'iné-

galité
TN | - ~ [z
sy (v, x) < 5 3, 5 < By 5l

il résulte oy( f(x}, f(1y)) <

, i , T je ~ [z
fx (4, 1) 2l )+ oxlr 1) < 3+ a(z]; h,i(‘—z-),

=2 ¢t de Vindgalité
&

on obtient py(f(a7), flx)) <
oy (S}, F) < ov(f(8) . flx) + pv(fx), f(¥)) < =,

et le théoréme est démontré.

¢/2. On déduit finalement l'inégalité

3. Formules de calenl intégral

Nous supposerons A et X des espaces linéaires normés, Y un espace
de Banach, A4 un ensemble ouvert de A, I3 un ensemble ouvert et convexe
de X et

C=iv oy — el <7},

ot ce=Y ety > 0 sont fnxes‘-_
Théortme 3.1, St les fonclions

o {0t 1} =Y,
vt fe) O0—=d, 04y, &+

sont continues, alors

on g

* Pour les intégrales de cc paragraphe, voir (7., [81
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” ) oo L[4 5
D o 0

,5(1__& 1— f:) _,)(/1' 1= fg]ﬁl 15(1 oty ’_zﬂ i\ dt,
oo 7w 22 22 J

Démonsiration. 1'intégrale {o(N)df se décompose daus les intégrales
0

12 1 )
§ o(Ndt, § (), dans tesquelles on fait les changements de variable £ = <f2

L 172
t — (z4-1)/2 respeetivement, en obtenant ainsi le second membre de (3.1).

Iintégrale
={y

\{ \ i)rh’,}f?tl

se décompose dans les iutégrales

4\’{ l\_,( . )Li’z’q}.h‘l, Q{]\:(‘, igj.(itg}dil,

0 g
il | I

dans lesquelles on fait les changements de variables

-

= i < 13-
tl § - fl : 1__ "_1 tl st 1 2‘1 — D

2 2 2 2
/= "T,z , 7, - IT_".f_-, 2'2.—1+T21 32::3,
o ’ 2 2 G

en obtenant ainsi le second membre de (3.2).
Définition. Considérans les  fonctions continues f: B LX,Y) e
CB = LN, L(X, Y)), (1LY, }) est Vespace linéatre novmé des opératenrs

hucmm et continus de N a Y, cfc). Pour des points Xy, %, Xy, Xy de B, on
note :

1
(3.3) \f{o;- () - \f(xu Li(x — v (v — xo)dt,
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(3.4) g J0)(d0) = \ J(0)(d0) - \ JU0)(dD) + \ 710} (d0),

(ry, -\, ) (\,.‘ D] [Xy . X} {2z 1)
1
(3.5) R £ (0) (d0) = \!g (¥y =[x — xa)) (% — vo) dt,
[x .. 1} U
bores
(‘3(3) 1\\ (()(d ){d,0) \l \ glxq f(x) — vy
Tp. v ik %)

Al (v — ) v (v ) f”-:}‘”

(3.7) &S 2(0)(d,0) (d,0) = \l{l\b(xt (6 — v}

Ly — wo)) (s — 1) (v, — .\-(,)df._.}:if,

Théoréme 3.2, Siles fonctions [+ B — LN, Y)etg: B = L{X, L(\, Y))
sont conlinues, alo;s pour fous les poinls x), Xy, Xy n’o B oon a les dgalilés

(3.8) R FLOY(dD) = \j‘(()) (d0) + \f(()) (),

(3.9) I\\ 2(0) (fflt))::fj) - Sg g:(z;l):l',())(a’z()} n
~L \\ (0) (4,0)/(d.0) t \\(o (4,0)(d:0) +
o \\ o :‘0" ; .0}
(3.10) ' ) (d0) N S 7(0) (d0) f(m(fm)
H o

+ g £(0)(d0) + \ () (d0),

(Z, Zr, 2 (S, 2, Gul®
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- 1 . i . 1
oit = (v, Iy = (4 ay) of Ty= o (AR )
Démonstration, Tes égalités (3.8) ¢t (3.9) résultent des formules (3.1)
et {3.2) appliquées aux fonctions:
(= flay -, — o)) (v — 1),
(L, ) = gloy 4 H{xy — vg) - falvy — va)) (v — vl = ).

Movennant fa formule:

\'_f(n)(dn) - _\'f(n) ()
{ra. 1) T
t (3.8), on démontre (3.10),

Théoréme 3.3 (Stokes). S7 da fonction [ B = L{N_ Y| est dérivable
Fréchet et df|dx: B — L(X, L{XN. Y)) est contihue, alors pour lous points
Ny, Xy, Xy odle B oon oo évalité

19

(3.11) Sf(()){:!()) - \\ df(u.(d 0y(d,0) ;f(n)(;/._,n) (d,0).
TN L (v 5

Démonstration.

\\ O 0y, 0)(da®) — 2L (0)(d,0) (4,0} =

JOx o
Vv )

_\{'\3{(‘\1 -0 (v, — X)) (v — ¥} {xa v )(U,}dl
_\!\gi (s = xy) L(a — o)) (v vy ) \,)d!}dl, =
i{l \’_f)_f(\ b (xe — 1) Ll — X)) (s )d:,},n

Yo ! ) (¥
. {\a S+ 40 ) o (i — X)) ,)rii}
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_\{.f(\': I (v — xa)) {2y ) = Sl by h (v Tl)}‘“:

- \{f("“:l |- vy — X))y — ¥~ Sl Ll — w)) (v -"l)} il

Par des changements de variables convenables, on arrive & Uexpres-
sion

qui est lc premier membre de (3.11).

Théoréme 3.4 (Lepage). Supposons que la fonction f:B € —
— L{X, Y) est continue, dérivable Frichet par vapport a la variable y, 0f/dy:
B Co LY, LN, Y)) et g: B« C = L(X, L{X,Y)} soni continues,
pour tous points xy, Xy, X3 de B et v de C on a égalité

(3.12) S 70, v)(dh) = Sg (0, V), 0) (d.0) .

.
T Xgo 3gh* {4y, Xy, ¥

Alors, pour tous les points xy, Xy, Xy de B et pour foute fonction r: B - C
dérivable Fréchet avec ol/0x: B — L(X,Y) continue, on a I'égalité

(3.13) Rf(o, 1(0)) (d0) = QS (0, 7{0)) (d,0) (d,0)

.
R T Y 1 g (rp. 7z, x5)

n “ 3{(0, ir(O))(gf(O)(d,O))(n’zﬂ) .

[ay, 4z, 3)

% o, w05

= 5 (0 (420)]({:\0) .

Démonstration. Soit T le point (v, vy, vy) de B xX B> B et [T]
I'enveloppe convexe des points v, v,, Y. Le théoréme 3.2 donne un procédé

) ) Lo g Lo PO
d’obtenir quatre points (¥, %, Z.), (), 220 %0, (Bon 20, %), (Eaue, &4) de
B = B = B. Si nous répétons ce procédé n fois, nous obtiendrons 4% points
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de By B B, T:¢0=1,..., 4. Evidemment [1;] C [77]. Soit: ; €
S [F] (F=1....4). On a alors de (3.10):

\'f(n, HOY(d0) = igf(n, 1(0)) (d1)

i T
)

an

{00 10— S, 40N — RO b)) + o (Y

' 42 S-f('r.l.’fa(()]] (0} | i} \'f(ﬂ' I (7)) et 0) 2‘: S.f('fmff (i} (40}

» . A\

! ! !

1 i
Nous allons démontrer maintenant quon a les cgalités:

o 3§ 0700, (0) =7 100 = 00, 1 )+t (1) (000 =0

"
t

o

tim 3\ 70 (0) (@0) =

H—w fea]
.

T
i

2 RS g{ (0, & (0)) (g—fi(ﬁ) (d,O)) (d.6) %{(0. 1(0)) [%%' (9) (deﬂ))(dl“h

T

1im4E \f(() () (d0) = “g (0, 7 (0}) (d,0) (d,0}},

Am il o, ole
7 T
4
limy Sf(-r,, R () (d0) = 0.
=m =1 4
2

D’abord, les fonctions 9f/dv et g sont uniformément contimites sur le com-
pact K ¢ B = € des points (v, 2(x')) ot v & 'T] et V' € T soit 8(z)
le nombre positif qui correspond au nombre positil < dans la définition
de la continuité uniforme <es fonctions df/dv et g sur le compact K. Si
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d est le diametre de Vensemble [ 77, alors, évidemment 2" est e diametre
des ensembles 10 () I, ... 4. Soit, pour linstant

w (V) =L (e ) — floi, ).
Alors
S Ay — fln 2(0) — Jlx b)) - flag, Bl =
= {o(h(x)) — »(h{r )l

: I/
70t =[S e ) () [

- s af )
i || gy (A G H e =) — ;{ (s A (1))

< sup "”’ o+ 1 (0 — a1l 5 = .
teo || dx '
St d/2" = 5 (2}, alors
4"
2 S SO = [l 7 (O) — [0, b () 4 f (5, 4 () (d0)
i=| -7‘:_
ek o d ,d ol
< T 5 X &) 3d? s —(x) =
S e o FICI
cequi démontre la premiére égalité. On obtient maintenant de {(45.11)
- (0 of
(7o, o)) a0y 2 \EATRIONE
tml =11 oy
o Y

&, f

oh
g g

. (;”: (0 (d.m) @0 =9 tan (o

) (I/ZO)) (d,0)

et on o de (3.12)

M o
> {702 ) (a0) = 2\5::(0. (7.0} (d,0) (d.0).
im] Ja= |,
£ T
i
A Taide des nouvelles expressions et par un procédé analogue, on
démontre les deux ¢galités suivantes. La quatrieme ¢galité ¢st vraie, car

Fn_n.
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chaque membre de la suite est null Licgalite (3.13) ost une conséquence
des quatre dgalités démontrées.

Solent Ies fonctions continues [0 X B - L(N,Y), #:d « B >
= LIN,L{Y YD) et les fonettons [0 A B BoY, Gid B o B —
— LN, Y) données par les formules

(3.14) I (o, X, ) = & 70 0) (10),
(.‘l|...l_.

(3.15) G (e ¥y, Ta) = g o 0) (0,
(,r,.. 1

Les thdorcmes 3.5, 3.6 ot 3.7 C¢tablissent des proprictes des fonctions
et 6L

Théoréme 3.5, Les fouclions oA 0 B B oY otGol 20 B X B -
— LN, Y) sont continues.

Démonstralion.  Soient le point (z, v, 1. & . B x B et le com-
pact N ¢Z 4 =~ B form¢é par les points (0, v, == £ (v, — &) o0t 04 L
Solent m = sup { f(x, v} ;0. x) & K} et 3(2) le nombre positif qui corres-
pond au nombre positit = par le théoréme 220 S Ay, lAx), (idn] sont
plus petits que 8 (), alors

-8, vy Axv, v A —Fag, w) <
\ JO - An vy Ay s - A, — g — ) %

Vo= A} = S vy ) (v - ) S

flve — ) - {1 — D Ay = B (D Ax 0 - | A () -

- \ SO LA v A (e — v (1 — ) Ax, AL
0
S oxy (v — o)) e — < (2 m)(lAx | + 1A - 2y - vy
et la continuité de la fonction I est promvée. On démontre la continuité
de la fonction €& de la méme lacon.
Théoréme 3.6, ST powr loute terne de poinls vy, vy, vy de B ool 7 de |
on a égalité
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(3.16) S_mgm@my; % ¢ O 0) (d,0) (d20),

[ PRRTV A (»‘v‘*"a- 1)

alors la fonction I est dérivable Fréchel par rupport awx variables v, ot x,
el on a les egalilis

(3.17) Ol st ¥y, ) = f (o, N4 G (s ) ),
dv,

(3.18) ;j’(z,rh xy) = f {7 £5) — G (¥, X2
T

Démonstration.

F o, xy, e+ Ax) — F (v, 4y —

_ xfoum@w). g S 0) (d0)

o
(xg a) I PO VR § P AP PR W P

2 R& ¢ (0, 0) (d,0) (d,0)

Ng, g, by o A fhey dg Ayl

_\I ‘g lg(}_, x4 4 (v, va)) (vy — xe) (A df, bl

13 LoatiA TN AIX DERIVELS FRCCHLET A51

A Talde des formuales précédentes, on deduit Ies incgalites

Fn,xg, ve = Ax) — Fnoay v) = S0 ) () -G x, v (A || €

& (0 0) {dy0) (.0) + G () 3y, 1) (Aay) |

A
B
S
EE]

si lAxv, < §(e), ot A(z) est le nombre positif qui correspond au nombre
positif ¢ dans la définition de la continuité de la fonction f au point v,
et dans la définition de la continuité uniforme de la fonction g aux points
(n, & + Hy, — x,)) olt O =2 fF <0 1. La dérivabilité de la fonction I par
rapport 4 la variable x, est prouvée. De l'égalité

P, xy, v = — 10, v, Xy
on déduit
of (., Xy, xa) = 01 {7, v, 4y} = [, ) F GG, vy, ).
9.y Oy '

Théoréme 3.7, Si la fonction [ ost dértvable Fréchel par rapport a la
variable 1 ¢l Of dn: A = B - L{\, L(X, Y)) est continue, alors la fonction
17 est dévivable Fréchet pay rapporl & la variable 3. et on o Uégalilé
(3.1 i (7,.x,, v.} (A%) = \ di(}., 0) (A%} (0],

02 J oo

by, Xy

Démonstration. Soit 3(z) le nombre positif qui correspond au nombre
positil =, dans le théoréme 2.2, a 1a fonction df/ 0% et an compact K forme
par les points (7, v, + v, — a7)) ott 0 = £ -2 1. S | A% < 3 (s} alors
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Hf(’ Ar, xS {ve = X)) = S0 F (v — )

af .
. 6{ R R X)) (A%) <T;L:1)I 3{ (. =A%, ¥,
Ly — ) ;)i: {(r, w1 (rs ) ” A7, 2| A

et par conséyuent

07

(a1,

H P+ b, xy, ) — £ (0 vy, 1) — S T 0) () (d0) I -

g AR v, — 1y

ce qui démontre le théoreme.

Supposons maintenant que les fonctions f1 B — L{(N,Y), ¢. 8 —
— L(X, Z{\Y)) soient continues ¢t que les fouctions F: B > Y, G: B —
- L(X, Y) solent donndes par les formules

(3.20) I {x) = Q S0) (d0),
(.\'....',I)
(3.21) G(v) — \ o (0) {d1).
(-\.: 1
. (_I‘cs théorcmes 3.8 ¢t 3.9 dtablissent des propricétés des fonctions [
L I,
~ Théoréme 3.8, Les Sonctions Fo B =Y o B = L{N,Y) sonl con-
finies, ’
Thioreme 3.9, Si pour lonle lerne de peinls X, v, Xy de Bon a Uézalile

(3.22) \ 740 (d0) = “ o () (d,0) {40},
e -

alors ta fonction I' est dérivable Iréchet ol on

oF

(3.23)
ox

() = f(x) — G {x).

Les démonstrations des théoremes 3.8 ot 3.9 <ont identiques 4 eelles
des théorémes 3.5 ¢t 3.6,

=
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4. Résolation dune dquation anx dérivees Froelie

Considérons le svsteme

(4.1
nix,) = vy,

Théoreme 4.0, Supposons que les hypolhises sulwantes soient vérifices:

a) la fonction f1B x C — LIN, YY est dértvablc Fréchet par rapport
i la variable v les fonctions f of Offdy: R ow € = L{Y, L(X, Y)) sonl bornées
ot continues | les fouetions Offdv{x, <) € — LY, L(X, Y)) sont wniformé-
ment confinues, dgalvment par rapport a v € B

D) pour fonfe ferne de polids Xy Xy Ny de B el v ode Con o Pégalité

Loy

LI P A (v de 2l

(4.2} \ 710, v) (d0) = \\ 19010, ) (7 (0, v) (du8)) (d,0) —

= Y0, ) (F(0. ) (40 (€0}
dy i

Hors il exisle wne solution wnique du svsteme (E1} difinie sur Uensemble
] vy & B v, - — x <

vt m=sup Y flv, ) s re B, ve )
La démonstration du théoréme peut étre divisée cn trois parties:
a) toute solution du systeme (4.1) définic sur D est une solution coi-
tinue de U'équation

{+.3} vy = v, + \ F(0, 1 (0)) (d0);

b} il existe une solution uniguce de Uégnation (h3) définie ¢t continue
sur 1) en outre, cette solution est dérivable Iréchet ct cette dérivée est
bornée et continue

¢) la solution de U'équation (4.3) définie ct continue sur I} est la solu-
tion du systéme (+4.1).

a) Soit u# une solution du systeme (4.1) définic sur 0. La fonction
est coutinue et

ﬂ
ox

v+ § 70, w0 () (@0) = u () + S (0) (d0) =

g, 4] {ry. )
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= {xy) - \—;;- vy - (v — x )l = g (1)

b) Nous alions appliquer a '¢quation (4.3) le théoréme 2.1, On introduit
les ensembles, ctriques et opérateurs qui vérifient les conditions du
théoreme 2.1 :

Soit U7 Venserble des fonctions continues - ) — ¢ (qui-véribient
Vinégalité | n{v) — v,| < lv— vyl Soit [2]

s (i, 1) = sup [y (4) =y () o= s =50 ; ¢ & Dy,

ol
| ¢ ' _ }
! = su I\ of Ll vy=8, =,
) pl_!!dv(\ ‘)i' 7=

Llespace méirigue (U, g0} ost complei: Soit V' Pensemble des tonctiois
v & U dérivables Fréchet el dont Ta dérivde Fréchet est bornée et continue.
Soit W ensemble des fonctions i 1) —» L{X, Y) bornces ¢t continues ot

ou (i), w,) = sup 1 wp (V) — e, (W)l Wi - vl p o= D}

Liespace métrique (W, o) est complel: Soit

P () () = v, \ T40, 1 (0)) (6.

{vy. 1)

P () est une fouction définie sur I of qui vérifie les inégalitis :
LD (u) (x) — vy, mity — x, 0.
() (x) — ¢

Pofu) (v) — v, My TR

My =~¢ r.
La continuité de la fouction f entraine la coutinuite de la fonetion

Pa) (théoreme 3.8). On a démontré ajusi que P {7 — 7. Maintenant
O aAvons

o (1" (ar)), P {uy)) = :«'up\.-' (¥t = ) = oy (= )
b
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sy — v, dtoem e g

1

Cooy (e, ) sup\lll, Xrem gt WER bl
1
o
s
U (”i' H-») 5115) (l — il e= ta o [”I’ ”;3" |:‘] e m)‘
) B v

ce qui démontre que Fopdratear P oest contractant;  soit i, son fmm;)ﬁ;s.

. " v . ; ETo e . L. ). a
1, est 'unique solution de Uéquation (4.3), détinie ot wll.t’tnullvgt sur v
formule (4.2) ¢t le théoréme 3.4 (Lepage) entraiment 1égalite

{700,000 woy = &\ 'g\f‘,((” . (0))(31‘ (0) (d,0) —
It -.'.' vt (‘\-,..\‘-:A o

Toof dv ..
70, @ (1) (u’lu))(dz())— \\ 0{' ((]""(U))(a.y(o" (d,0) —

i .r,.'.v:. £Xy)
wﬂuwmmmymy

o1l

S 710, v (0)) (d0) = \\ IC(O,U(O),%(O))(a’lt})(dg@),

ey [ TP %)
(Fh, 1

o, pour x € B, yel(, 1 & LN, Y), App e, A e X, on mnote

Rx, v, 2 (A) (Asy) = gf (v, v) (= (Ayx) — [ {x 2 (39) (Qex)
_ :

I (4, ) (5 () — F(5. 1) (3a)) (A4,

oy

T ILa fonction P{e) est dérivable Fréchet (théoréme 3.9) et on a 'égalité

(formule (3.23))

aja).fv) (%) = S (v, v (¥) S‘ kG, v (),

ot )
d0).
S0 (40

T b

Pio 1o Foenc: il 9x
Comme les fonctions [ ct df/dy sont bornees, la fonction 0{11 I(L;lli
s 3 i . =3 B e
vst aussi bornde et comme les fonctions f et df/dy sont continues, k
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tion J[P{v}]/dr est aussi continue (théoréme 3.8). Ainsi a d¢ 1
Dyt A ( Bl Ast on a démontré que
. au
@ @) (¥) = —(x).
ov
OnaQ: Vo WetQest ferme, car, si im gy (v, 0)=0 et lim g (Ju,/dx, w)—

k= 2 H—s 0

= 0, alors # est dérivable Fréchet ot dn/dy = . Soit

R{u, w) (x) = v, u(x)) — \ RO, (1), w (0)) (0).

R{u, w) est une fonction définie sur ), & valeurs dans LY, Y}, bornée
parce que les fonetions f et dffdv sont borndes, et continue parcc: que les
fonctions f et Jf/dv sont continues (théoréme 3.8}, Done R CU X W o
Maintenant, nous avons . ‘

o (R (1, w)), B (1, w,)) <

1
Sllll)s:ﬂ:" ity (.1‘1, | l‘(_\‘ — X,l] — ';r,:e(_r" —+ [( e ""0))” |[L 1-“!!_,” gt —
0

e
Eh Pl,-(‘ij,,l, u.',,_‘) (l — [3_ n;),

ce qui denote yue les opdratenrs R{u, -) sont dgalement contraclants (suil
wy le point f:,}c de Popérateur R(uy, -)). Les fouctions f(x, ) et &(x, -, w(x))
sont unitormément continues sur €, également par rapport & v éll)’ Miig-
que la fonction dffgy est bornée et la fonction Offdv (v, -) est uﬁi}o]rmé-
ment continae sur C, également par rapport 4 x € B. Soit 8(¢) Ie nombre
po§1t‘1f qui correspond au nowmbre positif ¢ dans la définition de la conti-
nuit¢ mentionnée pour les fonctions flv, -) et k(x, -, w(v)). Si
fr

PII(”]_, Il':) <. 0 (:) ¢ ™

alors oy (x) — w, (v) | == 8 (g) ct enfin:

o {R (i), w), R (u,, w) =

sup {2 + = Xr—=x, e T :(i } -—),
ce qui montre que les opératenrs R (-, w) sonl continus.
Avee la formule:
0P (v)

Q (P ) == z{wﬂ)-n@g@m
X

"o

e
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~J

on a vérifie toutes les conditions du théoréme 2.1 pour les espaces U, 17, 1T
et les opérateurs P, Q, K. La conclusion est que i, € I7 et Qi) — Wy
I unique solution 1, de Uéquation (4.3) définie et continue sur /) est déri-
vable Fréchet et cette dérivée est bornde et continue.

¢) La fouction x = f(x, #(x)} cst un élément de T et clle est le point
fixe de Topérateur R{u, -}, vu que k(x, wufa), flv, n(x}h) — 0. 11 résulte que

Oty |
—={ ).
dx

f(\' 'H_..'._ (")) . t."=!: ("') () (”::‘.; (":'

On a ausel égalité

Uy ("'U) = P (”:k:' (1'.,': = Vo

Avee cette troisitme étape, le théoréme +.1 est complétement démontré.,

5. La dépendance du paramétre

Considéroms To systeme:

Dy S ———
(5.1) 5 (n, 2) = fin, x, 1 (3, 2},

w (n, g (1)) = 4 (0.

Thioreme 3.1, Supposons que les hvpothises sutvantes soicnl vévifides:

a) la fonction f:4 x Bx C = L{N,Y) est dérvable Frichet par
rapport anx variables 3. el v les fonctions f, Offdr: 4 % B x C = L(A,
LN, YY) et offov: i o B st C = LY, L{(X, X)) sonl bornées et continues
les fonctions  Ofldn (n, v, )€ = L{A, L(X, Y)) ot iy (r, v, ) C ~
- LY, L(X, YY) sont uniformément continues, également par rapport @
red et e By

b) pour toute terne de points x, xy, Ay de B, vde Cel % de A, on a
I'éealité

(5.2) ﬂfm&ﬂwm=gggu&mum&m@wwm—

{x, .\‘1. 1) (Xy, Az 13)
gf (7, 0, V(G 0, %) (4, 0)) (d.0) ;
‘\?

¢y les fonctions g:d = B et hid = C sont dérivables Fyéchet; les
onctions Oglon: A4 — L{A, X) et b0 A — L{A,Y) sont bornées et con-

Hrues,

L2
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Mors il existe wne solition wnique du svsiéme (5.1) définie sur I'ensemble

D={x):ved, xeB @) —cl 4 mlx —g@) <,

oit m—=sup{|f(, vyl ned veB vell

En outre, cetle solulion est dévivable Fréchel pay rapport @ la variable 7. :
les fonctions duldx of duldi sonl bornées eof conlinves of on a les éoalilés

" 0‘3:(;’1 () (30) (37) = %_ (X, 16 (1, 4)) (A7) (Ax) -
(5.3) 3: (o v, 0t (i 0(37 (. ¥) (2 ;.))(m},
O o a0l =20y — 1 fOu ) b o) 9 3]
> (2 g (7)) e (1) = S0 g (), A ) o (?-;] :

Démonstration. Te théoréme 4.1 affirme que, pour chaque . & A,
il existe une solution unique # (7, ) du svstéme

du - )
Y () = (7, v, u (0],
(g () = i (),
définie sur l'ensemble
voxe B, hn) — el + v — g0 < 1l

¢t cette solution vérifie 1'égalité

(%) = h(7) + g 700 0, 1 (B)) (49,

[ERVARE S

Ainsi, nous avons démontré qu'il existe une solutiou unigue du systéme
(5.1), définie sur D. Pour déduire les autres propriétés de la solution du
systeme (5.1), nous allons appliquer le théoréme 2.1 a I'équation

(5.4) w(n, x) =0 () + \ £, 0, 1 (5, 0)) (d0).
(s (2 1)
Soit U lenscmble des fonctions continues z: D = € qui vérifient
Vinégalit¢ la (2, x) — A (W) || << m | x — g (3} ]]. Soit

ou (aty, 102) = sup (g (1, ¥) — wy (1, ) o= 117 H O (1, ) @ D,

|
ol l:sup{ e, v e B, .\!e('}.

|30
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L'espace mévique {7, g.) est complet: Soit 17 Tensemble des fonctions
7 {7 dérivables Fréchet par rappert aux variables 7 et x et dont les déri-
vies Fréchet sont borndées et continues, Soit 17 Uenscemble des fonctions
W)= LIX,Y) borndes et continues et

ety cwn) =up e (1, 0} — @l (2 ) TP e ) & D)

ot el a2l =l T = sup”

98 vt =l [ eenace métriane
= ()] e ) Lespace métrique
01 |, J

(317, 21 ) est complet. Soit 17 ensemble des fonctions &' 0 1) — LA, )
hornées ¢t continues el

o (0wl = sup il (8 — w0 ) flet T st o, v e Dy

I'espace métrique (1177, zp0) est complet. Soit W= 17 0 17 et
py (g ) = max fo, (), @), gy (w) . @)

Lespace métrigue (W, gn) est complel, Soit

\ 70 0, u (1)) (20).

.
[ER YNy

PG, ) =hn)-

P () est une fonction définie sur 1 et vérifie les inégalites:

Py, vy =)= m)y—g@I
Py, y) —cl = P@)@x)—h@) =100 —cll<miy—g@) +
- Wh ) — <

I.a continuité des fonctions f, g, & entraine la continuité de la tonction

(i) (théoréme 3.3). Donce, on a démontré que P: U — ['. Maintenant
nous avons

o {1 (i), PP () <

"~

= sup\] 0, g () (= g () — s (0, g ()

7. al
[t

ir

F{y —g (N x — g ()| dt e M =s@lg (1 — ¢ W) oy (aty, 1),

fa =]
ceoui montre que lopératenr Poest condractant; soil iy son pount fixe.
i, est Punique solution définie ct continue sur D de 'équation (3.4). La
R - . - s ~ y SR
formule (3.2) et le théoréme 3.4 (Lepage) entrainent Végalitc
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S F 0 0, 00 0) (d0) = \\ Ao, 0 o 0)x

MR
ov . ol
x (()x (7 0) (d,0) — 7 (2. 0, 00, O)) (dlﬁ)) (d,0) —
odf . . T
g\ e 0 000,00 [a.\- ( 0) (D) — [ 0.0 (7, O)) (rf._,l}))(d,()),
ol .
g 70, 0,90 0) (d0) \\ k, {, 0, (.. 0). 3*11 o m)({f,m (d.,0),
[oys e ) * (J'.»..l‘-.-, Vi) \

o, porn ed,ve B vel, s, e LN, Y), Ay e N, A.v &N, on note

by (7, v, 2} (Ag0) () = g—f X, (7 (A x) —
N

=[x, ) (A {34) _3{— (h v, ) (20 (Aux) — £ (0 1, 0)(800) (A1),

La fonction P(v) est dérivable Fréchet par rapport 2 Ia vari 11)10 X
(théoreme 3.6) et on a Uégalité (formule (3.18})

o7 ()
ox

(X)) = [ (0 1, 0 (1 2)) — S by (o 0,9 0 0), 2 0)) ().
(& (), 1) o

La fonction P{») cst dérivable Fréchet par rapport i la variable ;.
(théortme 3.7) et on a I'égalité (formules (3.17) et {3.19))

a_i;_") A X)) = s;’ﬂ (v} -+ {—f(l, g (1 () +
‘ 7 ; dv dz ..}
e fl’[ .y ’ vy , — A, ‘ o -4 ) [
! ) "Sm) (%, 0, v (2, 0) e (. 0)) (m)} {a}\ "’i

- \ ks (7, 0, v (2, 0), %}‘i (., 0)) (d0),
e 1, '
oit, pour . e d, ¥ = B, yel e l{A XN), Av e X, Av A, on note

h@X%J@ﬂMU=%&%ﬁMN@@+ 0 %, ) (2 (2) (A%).

&l
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Comme les Yonctions [, Affdn, offdv, dg/dr. Ohfdn sont borndes, les
fonctions g P{x)1/éx et o P(v}3/an sont aussi bornées, ¢t comme tes fonctions
[ooflan, df dv, g, dgidn, I, A dn sont continues, ies fonctions d7P{) 'dv
¢t J[P{v) 1/ dn sont aussi continues (théoréme 3.5). Ainsi on a démontré
que {17 ST Soit

0" (1) 0 1) = S0 )
0" () 0 3) =2 o ),

Q@) (. x) = (Q" () {n, X}, Q" {#) {7, 1))
On a Q: 17 = 1 ¢ef Q esf fermé. Soit

R (o, wh (0, x) = f0, o, u (5, 8)) — \ By (3 60w (n, 0), w7, 0)) (A1),

M2 0. 2)
I (”' e (}“ ) =— (}} -l l—f(}., o (}.:-, I (:")'l

»

By (0, 0, 0 (2, 0), 0" (2, 0] (;{'(];}u{dg (Ir.:} L

di.

+ \ ke (1) 0, 10 (0 0, 167 (2, O)) (40,
([ (}..1. v)
R (i, @) (n, v} = (R (u, @) (n, ¥), R (u, w) (., ¥)).
Par la méme méthode que celle du § 4, on montre que £ U x 17— H
Maintenant nous avons
k

o (R (1, w0)), R (0, 10)) = SLI])\ZI' wi (n, g () - (e - g () -

(ke 5},

wylt, g (1) 1 (x — g )|y — g () [ dLemt X o

ir I'r

(1= ¢ ) oyl w) < (V") gy (0, 0,

t

P g (R"(ar, ), R (22, w3)) :(5;]}.)'821!1” w, (7 & () ¢ g (=))
]
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— @ O g () -1 (0 — g @Iy — g ()] dlt gmr a0
t
e sup | ] 0 @ 00 41 (= £ G1) — w5 G () = £ (v = g (1)

s (). ) 5111)\ {207 A el =Nl —gdb | v — o (2) ]|
o,

]

r

(l =—'{= "'Ip;i' {'.t'l k Ec'_,),

cn (R (”’ Wil R (“’ a ::.::: 4 (l “_;H) #n (mlu “"2).

ce qui montre que les opérateurs Riu, -} sonl également contractants; soit
wy le point fixe de Popérateur R(u,, -). Les fonctions f{x, v, -), &, x, -,
w'(r, 4]} et Ay(n, v, -, w'(x, x)) sont uniformément continues sur C, égale-
ment par rapport a (7, vj &€ 2, puisque la fonction df/dv est hornée ct
les fonctions Of/dx (1, v, -} et df/dv (x, v, -} sont uniformément continues
sur C également par rapport a % & .4, v & B. Par la méthode du § 4,
on montre que les opéralenrs R{-, w) son! continus. Enfin
O(P(v)) = Rie, Q).

Les espaces U7, 17, 7 ¢t les opérateurs 2, Q, R vérifient les conditions
du théoréme 2.1. La conclusion est u, € 17 et Qu,) = w,. La solution
unique #, (définie ¢t continue sur D) de Iéquation (5.4) est dérivable
Fréchet par rapport aux variables 7. ¢t x. Mais comme nous avons remarqud
au commencement de la démonstration, n, est 'unique solution définie
sur [} de Véquation (3.1}, Vu qu'on a les cgalités:

it
ox

Ry(ox, o (2,0), S, 0, 0 2) =0,

(2, ¥h = fr, X, g (7 X)),
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on obtient la formule plus simple

ity . ol . i i s Jr)g . ]
\ = f L), it (n ) —
= (2. ¥) 5 () — (f0 g @) () s { }I
\ k, (/ 0, 1t,,, (7, 0. ‘)a’i i 0}) (d0),
g lrl, x)

qui est équivalente aux formules (5.3). La démonstration du théoréme
est terminde.

6. La dépendance de la sohition des valears initiales

Considérons le svsteme

()“(1 b
6.1) gyt T

Théoréme G0, Si les hvpothéses du théoréme 4.1 sont wdrifides, alors
i existe wne solution wnique du svstome (6.1) définie sur Uensemble
D=yyv:Lq:veB ieB reClq—cl|l+mliv— 3l <ri;
en outre, cetle solution est dérivable Fréchet par rapporl aux variables % ef 4]
les fonctions Owu|dx, Ou/0% el Quld sonl bornées ef conlinmes; on a les éga-
lités:

0 . e
X E o) (Ax) (A% =
ox ()Z_( Q)
(6.2) = gf (v, 20 (v %, 7)) (jl: (v %, 1) (AE_]) {Ax),
v g
du .
G L) =—Sl
\ 98
P16z () ()
0 0,
(6.3) - ;’f (v, (x; % (g’: (xv; %) (A'f.-*] (31),
‘I 1
P55 0 () = A
\ 27
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dur ) dit .
3.4 NI voon e eV S{E ) =),
(6.4) e :M( . } JE =0

Démonstration. Ln considérant le couple (Z.4) comme paramétre 7,
on obtient les formules (6.2) et (6.3) (théoréme A1),

Puis, Fexpression

dir . . it . - .
(V3 2o A2 - S e o) (f (2 ) (AD)
0 an
et une solution du svstéme
07" . - of : vy B oG Ty
5o (65 5m A = S0 (v (v 3o (v 27 A9)),

§o=

piE o, AT 0.

Mais ce systéme a sculement la solution nulle et done ta formule (6.4) est
¢tablic,

7. La réselution d'une équation linéaire et honwogéne
aux dérivies Fréched

Considérons I svstéme
o dut ,
_ — (v, v) r, vibe (f (v, v} =0,
- ERIR G| TR
{re v =g (v).

(pour la notation, voir la note infra de Pintroduction)

Théorime 7.1, Supposons que la fmuhon [ osalisfail anx hvpotheses
du théoréme 4.1 et la fonction g: C — 7, olt Z est un espace linéaire normé,
est dérivable Fréchet. Alors il existe une solution wunigue diu svstéme (I.]}
idéfinic ef dérivable Iréchet sur Uensemble

D=frvy;xebvelCiiv—c|Lmlyr— x,) <.
Démonstration. 11 existe une solution unique du systéme
| % x:zm) = fle o %),
dx
| vi{i: i n)=r1
définie sur Uensemble (théoréme 6.1}

(7.3) v, L), veB e rel, |v—c +m i—x|<r.
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De plus, cette solution est dérivable I'rechet par rapport anx variables
2ol v et on oo 'egalite
~ o N ow , : e
{7.4) P R AN oyl LG ) =
= 1

Supposons que le svstéme (7.1) a une solution u: [ — £ dérivable
I'réchet sur /). Nous allons démontrer que cette solution est donnée par
la formule

(7.9) (v, v =g (v{v,: x, )},

ot » est la solution du systeme (7.2).
Soit (%, v} € 1) ¢t v un point de Pensemble

iy = x, )< rl.

RS

(7.G) vox & B iy — o H-om
Iensemble (7.6) est non-vide {puisqu'il contient les points I ¢t v,),
convexe et ouvert. Le point (v £, «) appartient & ensemble (7.3) parce que

o=l ol — by — el mlly — I - mily =l
Done Texpression #(x; 2, 1) est définie. Le point (v, v{x: %, )} & D
puise[ue
el vy L el;
v{v: o) — il o]y — gl olvi o) =l i —¢
mllx — xyi < omlpy — i

Done w(y, #(v: 2, ) est déhinie, IE résulte de (7.1)

d . 0 . A P ¥
d{:( urelv i q)) 4 {a_’f{l R RV ,,I_.lr_ e el Do) =0,

g’:( voa(a s, w4 {d—u_(h % (2 &, 'f;.l}la{g—v(x: s 'r,)} = (),
ott hien

7.7) du(\'r(x"-'-r))d()

(7. S v E ) = 0.

Comme l'ensemble (7.6} est connexe, on constate de (7.7) que la foue-
tion v = uf{v, v{v; I, 7)) définie sur (7.6) est constante sur (7.6). Conme

les points v, ¢t I apparticunent & Uensemble (7.6) on peut derire

wln e (s L a)) = (v v (v L9) = g (0 (xa: L)),
il gy =ac (G w5 5 o)) =8 (v, IL0).

L'unicite de la solution du svsteme (7.1 a ¢té démontrée.
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En outre, Ia tonction donnée par la formule (7.3) véritie le systéme (7.1).

:T(\ ¥ A :3?( v, } L (x, )= {g_i(i' (X0 ¥, _\'))}olai (e 3 v;}

HEE 00 } A oo s -

;{%(” (0, ,\'))}--{0—”(-1-.,»-, ") .{‘f” (¥, , .v)} Ut ik =0,

vy, v) =g v (v ¥ V) =g ().

Le théoreme est complétement démontre,

8. Intégrales premiéres

Considérons 1'équation (1.1).

Détinition. On appelle intégrale promiere de 'égnation (1.1) tode fone-
Lon {(x, v) = o{x, v} définic suy un sous-ensemble de Uensemble de définition
de la fonction f cf telle que pour touie solution x — u(x) de 'équation (1.1),
dont le graphique est contenu dans Uensembie de définition de la fonction g,
la fonction x — g(x, u(x}) est constantc.

Sous certaines h}potlléses de régularité pour la fouction f, on peut
démontrer, comme dansg le th(nrému {7.1) qu’um_ fonction # est intdgrdk
premiére de U'équation (1.1) si, et seulement s1, 2 est une solution de 'édqua-
tion (1.3). Le théoréme 7.1 pu1t stre considérd un nthéoréme d'existence
des intégrales premnéres’” de Ueéquation (1.1}

Une hypothése utilisée dans la résolution de leéquation (1.1} a é¢é
I'égalité (4.2). 51 f avait une dérivée TFréchet Jdf/ dy continue, alors, selon
la formule {3.11) (Stokes)

\' 79, v) (d0]

(20, X3, x3)7
SS U (0, v (d,0) (doll) ‘f (0, ¥) (d20) (i, 1},
e ,‘x:, x;)
et Uégalité (4.2) deviendrait
of (v, v) (Ax) (Auy) — ”f V) (AL (A ) =
oy 0\
of

& ) (3 0 ) 30— L) () ) Q).
oV ay

9 EWUATIONS AUX DERIVEES FRECHET 367

ot bien

U e ) (o Bend - L) () (A0) (Aa3) =
ax oy
(:[{-I., AR A YIRS FEVEHIE glr (v, ) (e v) Qe ) (3 1),
oX L]

et on reconnait el la condition classique Jd'imtégrabilité compléte.

En utilisant la propriéte des fonctions de variables réetles d’étre déri-
vables Fréchet siclles ont des dérivées partielles continues, ou peut résoudre
a I'aide des théorémes 4.1 et 7.1 les systemes des équations (1.2) et (1.4).
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LCUATIL (U DERIVATE FRECHET

Se ‘:-illll(lill?.’:l ceuafiile (11} 1 (1.3), unde funcia feste derivabila Fréchet
numai in raport cu variabila v osi functiile £ si df dv satisfac condigia de
completi integrabilitate (4.2]. Existenfa i unicitatea solutici ccuatici
(1.1} 51 dependenta acestei solutii de parametru se deduce dupd aceeasi
schemd, expusdt in teorema 2.1 Pentru ecuatia (3.1) sc indicd umltime‘a
pe care existd o solufie unicd.

s CORNELIU URSESCU Sy

ON THE APPROXIMATI SOLUTION OIF NON-LINEAR
FUNCTIONAL LEQUATIONS. I
BY

AL BALAZS and G, GOLDNER

In the paper [2] using the divided difference of a non linear fune-
tional F7{x) defined in a Banach space two methods for solving the cquation

(1 Fx) =0

are given. The advantage of these methods in comparison with Sergejeff’s
method [4] for the solving of operational equations, consists in the fact
that, in the methods of the paper {2], the existence and the boundedness
of the inverse of the divided difference are not assumed. The convergence
of the above mentioned methods is proved under the couditions of the
existence and boundedness of the divided difference of F(x}.

The present paper shows: a) the existence of a divided difference for
functionals defined in Banach spaces, and b) it proves a Theorem concer-
ning the existence of the solution of the equation (1) under conditions,
analogical to those of the theorem given iu paper [4].

1. We shall denote with F, o (3] the divided difference of the func-
tional F{x) in the points a', »"" & .

Theorem 1. For every (v, 2”') & X X X, there cxists a linear functional
Foow € X* with the properties

{a) Foop (30— x7) = F) - (")
E() = F)L
Jx" — 27|

(b) £, el

Proof. For fixed (¥, x"”) € X x X and given F, let us define
foar [H" — 2] = rF(X) — rb ("



