SOLUTIONS PERIODIQUES ET PRESQUE-PERIODIQUILS
DES SYSTEMES DIFFERENTIELS
PAR

IOTALPALALIE

Itans ce travail, nous allons considérer quelques problemes coneer-
nant Uexistence des solutions périodiques et presque-périodiques de certains
svstémes différentiels. Ia méthode yue nous allons utiliser sera celle du
point fixe sous la forme du théoréme de Banach et celle de la fonction
de Liapounov.

1. Soit A(f) une matrice du type » » n satisfaisant aux conditions:

17 A1) est continue et w-périodique ;

27 le systéeme

(1.1} xo= ).

ot v & K", n'a pas des solutions w-périodiques (4} = 0.

Désignons par X (/) la matrice fondamentale du systeme (1.1) telle
que X(0Y == E. S§i v = x() est une solution quelconque du systéme (1.1),
alors x = x(f = @) est aussi une solution du systéeme (L.1).

On sait que nous avons

X A4 w) = X{f) - X{o).
IYautre part la matrice B = X(w) — F cst telle que det B = det {(X{aw)—
| L%'Zx;_e(f)fet, i nous supposons que det B = () il existe un vecteur A 3=0
de sorte que
B = (X{e) — E)i=0.
l.a fonction x(f} = X{¢)/ est une solution du systéme (1.1) et il est évident
que x{f) =z 0. Mais
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W4 o) = X(+ o)h = X(OX{(a)h = X(O)h = x())

ce qui constitue une coutradiction.
Remarquons cncore le fait que

B X (o) = No)B ', No)B = BX(w),
ce qul suit de
B 'X{w) = (A" o) — F)X () = — XNo) = X)X o)—F) =
X{w) 37!
ct de
X(o)B = X(o)(Y{w) — E}) = X}l — X~ YHo))X(w) =
= {(Y{o) — E)X{(w) — BX|w).
Du fait gque
X+ o) = X)X (w)
il s’ensuit
-1 4 o) = X- o)X ().
En vertu des conditions 1° ¢t 2° 11 résulte que le systéme
(1.2) v = A(l)x - flf),

ol f{/) est une fonetion w-périodique, a une solution w-périodique et seul-
menet une.

Plus précisément, on peut démontrer le

Lemme. La fonction

(1.3) a{t) = — X()B-1X () S\ L (s) f(s)ds

est une solulion w-périodique du systeme (1.2).
La démonstration du lemme peut étre faite en vérifiant que (¢ + o) =
= u(f) et que
du

= Alu + 1),

et peut étre trouvée, par exemple, dans [3] et [4].
Dans ce qui suit nous allons considérer le systéme

(1.4) ¥ = A{)x +rg8(t; %),

olt & est un paramétre réel et g{f; -) est un opérateur défini sur C(—

%0, 00,
pour { & (— 20, oo) {espace des fonctions continues et bornées sur {— ¢, o0},
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avanl des valeurs dans R*). Pour marquer le fait que te résultat de Uappli-
cation de Vopérateur g a une fouction ¥(f) & €(— oo, o) ust ausst uue fone-

tion de ¢ nous allons éerire encore g(t; x) = (G)().
Soit P(w) Vespace de Baunach des fouctions e-périodiques sur Taxe
récl, avec la norme vlp = sup  ix(¢)].
el @, w)

Délinition L1, Lopératenr glt, x) defini pour (I, v) &€ (— 20, 20} %
X Plw) sappelle w-périodigue st pour loule fonction () € (w) la fonclion
glts o) = {Gojlt) € P(w). _

A Paide du lemme et de la délinition on peut établir aisément un
théoréme qui donne la forme de Ia solution e-périodique du systéme (1.4).

Théeoréme 1.1, Si fa matrice () salisfail aux conditions 17 ef 2° o
Popératenr g{l; x) est w-périodique, alors toute solution o-périodique du
svsteme (1.4) ext wne sollion w-périodique du svsléme des équations inlégrales

i
{1.5) vy = — X () B "X (w) \ N(s) gls s v,
‘!
el réctproquement.
Démonstralion. Soit v = u(l} uue solution w-périodique du systéme

(1.4) et
Tty = rglt s u) = n(Gu){t).

Alors x = u{f} cst une solution o-périodique du svstéme

(1.6) ¥ = All)x + k().

Du fait que (1.6} a une seule solution e-périodique, en vertu duo lemme
il résulte que
it

ult) = — X()B X (o) \ X- M s)yh(s)ds,

]
et par conséquent uff) est une solution w-périodique du svsteme (1.3)
Soit maintenant v = z({} une solution w-périodique du systéme (1.5
Alors la fonction

My =gl 0) = (G
ist e-périodique.

Selon le lemme, la fonction
!

o) = — X(OB 1.\'(0);.\')\' (s)l{s)ds
.1

est la solution w-périodique Ju systeme
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_'l:' = A (f}ﬁ - /(!:',
cest-d-dire v — #{f] cst la solution du svstéme (1.4}, cc qui démontre le
théoreme 1.1, _
Soit de nouveau le svstéme des ¢quations intégrales (1.5) et notons
(TW){{) = — 2 X(1) 5~ ],\'(m}\ N-{s)a(s s vids.

Remarquons que si les conditions 17 ¢t 27 sont remplies ct Popérateur
zlt: v) est o-périodique alors lopérateur 7 est tel que F{P(w)) C Plw).

Dauns ce qui suit nous allons considérer Uopératenr 77 défini sur Iespace
Pla).

Théoreme L2, S la matrice A() salisfai! anwy conditions 17 of 27
Fopiratenr o(t: x) est w-périodique ot satisfml @ la condition

oft:xy — gty - Llv — vp,

=
pour toute paire x, v & P(w), alors il existe une sulution wnigue w-piriodique
du systéme (LA4), dis que 7. est asses pelil.

Démonstration. Nous avons fait la remarque que T(P(ow)) C Plw).
Puisque I'espace P{o) est un espace de Banach, il reste 4 montrer ¢ue
Vopératenr 7" est un opérateur contractant, ce qui permet dappliquer le
théoréme du point fixe de Banach, en choisissant (o) comme espace
fondamental avec

s(ue, v) = sup |ill) — 2 = [l — vlp.
te{— o, w)

Qoit dans le domaine (M) : 0 <t <Z w, 0 =5 < 2o
sup (X + w}B N Ys)| =
Si les fonctions u(f) et »{f} appartiennent & Uespace P(o) nous avons:

fren

(Tu)(t) — (T = I S X(OB-1 X (o) X-1 (s [igls ; u) —

!

) (9]
— g(s; v)|lds = [ mS Ll — vlpds =2 mSLp (1r, v) ds nmes (i, ),
{4 )

et par conséquent
s((Ta)(), (T9)()) = 2 Lmog(u, v).

Si nous prenons

5 SOLUTIONS DES SYSTREMES DIFFERENTIELS ATY
X 1
7| < -,
Litw
il résulte que Vopérateur 77 est contractant ct le théoréme 1.2 est démontré.

Remarques, 1. Dans le cas particudier oft g(f; x) \A‘(/, 8, v(sh) ds

i
la fonction z(4) é¢tant e-périodique et la fonction vectorielle A(¢, s, X) w-pério-
dique par rapport 4 ¢ et continue dans le domaine (A} {/ & (>0, 29),
ve R s oo vl (ol le nombre »oest tel que [ =(f) 7y, des résultats sem-
blables ont ¢té¢ établis par I V. By kov et M. ITmanaliev 31

2. Un autre cas particulier intéressant est celui ot g(f; x) = gt x)
avee A, = v (s), oz < s 7T, clest-d-dire g {/; v} est un opdrateur de
Volterra.

2. Dans ce paragraphe nous allons considérer le probléme de Pexistence
des solutions presque-périodiques pour un certain svstéme  d'équations
différentielles en utilisant une fonction de Liapounov particulicre et la
mcéthode du point fixe.

Considérons d'abord le svstéme d'¢quations différenticlles

(2.1) xo= f{t, x) - (),

olt f{t, 2} & C{(— o0, 00) X R"), fil,, x) & CY(R*) pour tout point {, €
& (— o0, %0) ct la fonction i(f) & C(—oo. oo}, toutes les deux avee des
valeurs dans R*. Soit A{/, x) le plus grand nombre caractéristique de la
matrice

Joltoxy = 5 LAL @ 0 5 (A (),

oft A = (a)1cjen €St une matrice constante, svmétrique, positivement
définie.
Théoréme 2.0, Supposons que les condilions suivanles sont remplies:

a) A4 ) 2 < O pour {t, x) € (—o0, 20) X K",
b) [ fi4, 0) B et I Y

alors il existe une solution borndée unigue die svsteme (2.1), v = x() (1x{/) RY.
Si de plus les fonctions f{t, x} et h{f) sont presque-périodiques par rapport a
{, wniformément par rapport a x, pour Ix R, alors la solulion borndée
v = x(f) est aussi presque-périodique.

Démonstration. Remarquons d’abord que la démonstration du théoreme
est semblable an théoreme 2 dd a4 B, I Demidoviteh 27, avee
la modification due a la présence du terme A(f). Soit la fonction 1(x) =

(.1x, x} pour laquelle nous avons
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2w (Ax, ) 7 2GR,

oft 2, 2 sont des constantes positives,
STy = x(f) est une solution du syvsteme (2.1) on obtient

V(x() = 20150, x(0) 2Hﬂ\)) 2(A1).
QA[f(E, x) — flt, O], 2) = 2(AfL O), ¥) + 2(.;;:(1;,1-].

D'aprés le lemme de Demidoviteh [2] et ki condition a) nous avous

(LS, x) — [l 0], &) =2 AL x) | — (i) — V()
KV {x(h)). ’
De 1a condition b} on obtient
F(a(t) = — 2RV((0) + 2B 4 llxll < — 26V {x(1))
+2pay S )
or !
(2.2) S V(x() = — RV (x() + 7V (3(0),
on -
) E+v)
o

En utilisant le résultat sur les indgalités différentielles (par exemple [1],
p. HG) on trouve

.3
T M=) ¥y
F{x(f)) [\/1 {x(fy) e —] ,
Aot il résulte Vexistence des solutions borndes.
Pour démontrer I'unicité de la solution bornée x = x(f), considérons

fa fonetion 7 = ((1(xv — &), v — x) olt ¥ = x(f) est une autre solution du
svstéme (2.1) supposée aussi hornée. Mais alors il s'ensuit

l, P = (1 @) — Sl x(), x(0) — ¥e) < — lke() — (),
d’oit
Ty < — 221,

c'est-a-dire

7 SOLUTTONS  DES SYSTEMES DIFFERENTIELS 381

(2.3) ) — XN < /2t — S e, 4,

Sionous faisons {, » —oo il résulte que x(f) == x(f) pour { € (—o0, w0,
done Tunicité de la solution bornée,
Démontrons maintenant la deuxicmce partie du théoréme.
Remarquons d'abord que du fait que f{f, v} et A{f) sont presque-pério-
diques, la condition b) est remplie. Soit |[v{({}] < K. Alors du fait que f{t, x)
est umfnrmemmt presque-périodique de ¢ pour v =2 R il résulte que
pour tout ¥ = 0 il existe s(v) > ¢ tel que tout intervalle de I'axe réel

de longueur o contient au woins un nombre 7 tel que
JU == 0y = fl, | <t —oc<<l < oo, |4 2 R

et respectivement

Bt + =) — bl < 7,
Posons

() = (A5 4 2) — ¥(OL <+ 5) — x().
Alors
Sy o (A (- ) e (A5
— (U, X (1) = A0, W+ 2) — () —
LS = (4 =) = S = x(O)], (4 =) — (o) +
EALLAC 4 = () — fll X)) ], X6 - =) — 2(0) +
(AL + =) = 401, ¥+ 2) — 2(0) < — 2 V() -+ 44| K
el done

4.0 R
= i opour § =Ly,

(2.4) (1) <= V(1) em 25 000

Sinous faisons ¢, - — 30 nous obtenonus

vy < ML e

. . :x

c'est-a-dire

(2.5) lx{f =) — x()) < ho,

olt 7= 2\ Al K222 c¢ qui prouve que la solution v = x{f) est presque-

périodique.
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Remargue. Un résultat stmilaire peat &tre démontr¢ dans le cas on

f(E, ¥) est périodique de ! uniformément par rapport & 1, R et Aft)
est périedique,

Pans ce qui suit nous allous ¢tablir Texistence des solutions presque-
périodiques pour un systeme perturb¢ de la forme
(2.6) F =2 + gl )

ot f(¢. ¥} est la fonction définie par le théoréme 2.1 et g{t; x) est P'opérateur
défini dans le paragraphe 1. Nous donnons d’abord la

Détinition 2.1, L'opératenr glt; x) défini pour ({, 1) & (—oo, oo) ¥
w A1, ok AP est I'espace de Banach des fonctions presque-périodiques sur
(—o0, 0o), sappelle presque-périodique st pour loule fonction off)y & AP
la fonction gt; 7) = (o)) € 4 P.

En utilisant maintenant le théoréme 2.1 ct le théoréme du point fixe
de Banach nous pouvons démontrer le

Théoreme 2.2, Supposons que les conditions du théorcme 2.1 sout rem-
plies ot que l'opératenr g{(; vy satisfail a la condilion

(2.7) glt o) — gl Il < Lile — i,

pour foutes (5, y) € {90, 00) X AP AP

Alors si |AlLlo < 1 e svsteme (2.68) a une solufion nuique presqucs
périodique.

Démonsiration. Pour toute o & <2, soit T la solution unigue presgue-
périodique du systénie

(2.8) © =Sl 3) 4 gl o),
ou, autrement éerit,
(2.8.) v=f{l, ¥) + (G

cette solution existe d'aprés le théortme 2.1
Par couséquent lopératenr 7 est tel que TPy Al
Nous allons démontrer encore que 1 est un opérateur contractasnt.
Soient les fonctions o, b & AP ¢t v = Ty, v = T4 les solutions du
systeéne (2.6) qui correspondent A o) et Y(f) respectivement,
Considérons la founction V() = (A[x{) — v(&)], +(f) — () qul 1nous
donne

Dy = (A y(O] xly - v(0) = (AU @) — Sy el o)

ol ), x(0) — v() = (AT @) — Ji xO)] <) = x(O) +
e — gl D1 ) — ().

aprés le lemme de B P Demidovitch
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(AL 20) — fit, v, x(t) — v(0) < AW D) — 3O <

Zlx(t) — v < — = V().

"7‘!!

De méme, d'apres Uinegalité de Cauchy,
(Alglt; o) — glt; D)1 x(6) — @) <2 i gl ») — gl 9 o) — v <
[|Ai L

——{lo — i 2 (8).

Al — Yap 10O — ¥Ol <
I

Par conséquent

. 1 .. 2 Al L
(29) PO = S0+ — g 0,
ol
(299 5 V() — al7(l) == blp — glap V2 1),
ol
@ = oc” = (), ().:i'.!”_rL} 0.
2 ¥

Ln utilisant le méme résultat sur les inegalites ditférentielles employé
dans la démonstration du théoreme 2.1 nous obtenons

(2.10) Vi) < mgw(r—,»J 4 (b”go- P
¢4

ol encore

(2.10.) sy = [T e 4 ble — 9llap
a

olt F(t,) = VF(x{f,), vi{,)).
De Tinegalité (2.10) on obtient
b

7

al o

(2.11) o) — v < VWV () e 4 o — Wlap, § =Ly

Nous démontrons maintenant que Pindgalité (2.11) implique
b

al'a

(2.12) ¥o) — 2

llp — Sllap, ¢ = dy
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Lin cifet, si inégalité (2.12) n'est pas vraic alors il existe s <0 et/ &
& (—oo, oo) tels que

. = b , £ .
,‘(f) = _‘I(i) - ([l!y’_ i? - ".}!i.‘”’ _Ii' '; » £z fﬂ _; -\ (3)

Comme x(f) ¢t v{f) sont presque-périodiques, il existe =3 f, — £ - N{g)
qui est z/3-presque-période de Xt} — () et donc

b ~ - ~ - e
Dol — Ylap + = = 1D — ¥l < U3 — ¥ @] — T+ =) —
al
- . 5 Ze b
T A ) — < = = Do —
3  ale
d'oit = < 2¢/3, ce qui n'est pas possible et par conséquent inégalité (2.12)
cst démontrée,
Dans le méme temps, 'inégalité (2.12) implique

(2.13) To — Tdhur <

T CP_":J!.I.F';

al z

¢ est-a-dire
1

(T, T9) < mply, v),

ol

b A RLa”  RANL
= <

afol a7 @

o=

ce qui démontre le théoréme 2.2
Remargues. 1. Un résultat similaire peut étre obtenu dans le cas
de la périedicité.
2. Un cas particulier intéressant cst le cas des dquations intégro-
différentielles
= LX) gl )

i}

!
ou g{f; x) = Rk(l s)x(s)ds, cet opérateur satisfaisant 4 la définition 2.2

- ¥
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SOLUTID PERIODICE 51 APROAPE-PERIGIICE
PENTRET ALSTEMIG DIPERENTIALE

Rzt

[ucrarea, care cuprinde doud pari, este consacrati existentei solujiilor
periodice si aproape-periodice ale unot sisteme diferentiale.

in partea intil se studiazd existenta solutiilor periodice pentrn siste-
mul (1.4) obginut din sistemnt {1.1) prin adingarea unui termen perturbator
care este wn operator definit pe spatiul functiilor continue si mirgmite,

Metoda de lneru este datd de aplicarca teoremet de punct fix a
Banach.

in partea a doun se studiazd existenta solutiilor aproape-periodice
pentrut sistemul (2.6) folosiud atit teorema de punct fix a ha Banach cit
si o lunctie Liapunov de formi particulard.



