SUL COMPORTAMENTO ASINTOTICO DI UNA EQUAZIONE
INTEGRALE NON LINEARE®

11

Gl DLWARGEO

1. Introeduzione

Si consideri 'equazione integrale non lineare
{

L1 a{l) = ft) - \‘Ic(! = ulols))ds

con le seguentl ipotest:

1.2 Ia funzione reale f{f} & definita per £ 2 0 insieme con la sua deri-
vata prima f'(8), ed inoltre f{t), /'(t) &€ .0, 0, +0).

1.3 La funzione reale A(f) & definita per ¢ = 0 insicme con la sua deri-
vata prima A'(f) ed inoltre A{f), 4'{) € £, 0, 4 s0) ) £,[0, + o0). Sotto
queste ipotesi esiste la trasformata unilatera di Tourier sulla semiretta

0, + oo) della funzione &(f).
Sia
o

14 k(i o) =\'k({) exp (— fwt)dt

1

tale transformata unilatera.

1.5. La funzione reale o(s) ¢ continua sull’asse reale, ¢(0) =0 ed inoltre
tale che

1.6 0 < auls) < pat

+ Lavoro svolto nell” ambito del Comitato i Sclenze Matematiche del CNR,
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ove 8 & un numero reale positivo. Esiste inoltre un numero reale v = 0
tale che la disuguaglianza

1.7 = r_; A Re {1 4 1oy} Bl 0

¢ soddisfatta per ogni numero reale .

Nei paragrafi successivi s dimostreranno vari teorenn relativi al com-
portamiento asintotico delle soluziouni a{f) deil’equazione 1.1, In particolare
nella sezione 2 si enuncera un teorema 2.1 di attrazione globale della solu-
zione off) = 0 per le soluzioni limitate dell’equazione 1.1, teorcma gia
dimostrate nel lavoro |1 ed analogo ad un teorena 1)1Lsult'lto nel lavoro
[2]. Nella sezione 2 si presentano noltre 1 lemni necessari alla dimostra-
zione dei teoremi. La dimostrazione del teorema menzionato, oltre a quella
A un nuovo teorema di attrazione globale, viene svolta nella sexione 3.
l.a tecnica che usercimo in queste dimostrazioni & essenzialmente dovuta
a C. Corduncanu 3] cd il nostro contributo consiste nel dimostrare
i risultati di attrazione per una classe di sistemi diversa da quella conside-
rata dall'autore citato. La dimostrazione del teorema 2.1 presentata in
(uesto lavoro corregge ¢ completa 1 risultati preliminari presentati nel
favoro [1

L autore ringrazia it professor Aldo Glizzetti ed il professor Constantin
Corduncanu per i preziosi consigli.

2, Teoremi di atirazione globale

2.1, Teorema. Siano soddisfutte le condizioni 1.2, 1.3, 1.5, 1.6 ed 1.7,
della sezione precedente; allova se oll) ¢ wna soluzione dell eqnazione 11
lomitata per & -0, si ha:

»

s lim o(f) = 0.
fard

La dimestrazione di questo teorema ¢ basata sul seguenti fennni:
2.3, Lemma. (Nohel 41). Sia a(f) wne soluzione dell'equazione {1.1)
che esiste suown inlervallo massimo 70, B). Se Uequasione 1.1 soddisfa le con-
diziont 1.2 ed 1.3 ¢ se |6{t) ¢ limitata sull intervallo 0, 8), allora 3 —= -+ oo,
2.4. Lemma. Sotto le ipotesi falte, le soluzioni limitate o(t) dell'equazione

L1 sono uniformemente continne su £ = 0.

Dimostrazione. St consideri la funzione

¢

2.5, S'0) = J0) + kO lo)] + \ KU — 2) 5o
.l)

ottenuta differenziando la 1.1, Sia

2.6 5(t) = () 4 (),

ove
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A{t) — K0 e ()] -| \f\ ( — 2)lalz) de.

4]

™
]

Essendo a{f) per ipotesi, limitata, esiste un numero reale positive 8 tale che
ls{/)] =< &,

Quindi, dalla condizione 1.6,

2.8 sla() ] < Bls()] < 3,
mentre
I ! .aa
\k’(; = S [als)] dx | < {38\!&’(/ 2| dx _@,s\ k() dt.
0 -ll 'I)
Quindi introducendo fa 2.7 ¢ la 2.8 nella 2.6, si ha che w(f) ¢ una funzione
limitata. Sia
229 P 1=aR

I:-ssendo (1) (2.6) somma di una funzione sommabile su [0, - ) {ipotesi

1.2) e di una funzione limitata, la funzione a(f) & una funzione uniforme-
mente continua. Infatti, fissato e > (0 arbitrario, per l'ipotesi 1.2, esiste
un A/, sufficientemente plccnlo, tale che

15 M
2,10 Sf’(:)d.: 3 :
'
nra, dalle 2.6, 29 ¢ 2.10 si ha:
f:_\: f~ At
211 a(t -- Al) — &{f)] - l\f‘(z)ri,z ) 4 Sgi(f]{if.{'. -r:)— - vl
! i
¢ scegliendo A tale che
(Al < EE—
si ha che, per ogni =0 esiste un 2> 0 sufficientemente piceolo, tale che
2.12 Gt - Af) —s(t)] < = per |A] <72

da cui segue Vasserto. ) o .
213, Lemma (Barbilat [3]). Sia g(x) una funzione limitata sull'tuter-
vl [0, L oc), ¢ tale che



P, SZEGH . - 4

390 ' g
2.14 Hm g{x) = %, |k < + oe,
X=y @&
Se su [0, 4+ ool tale intervally esiste ed ¢ wntformemente conlinua la derivata
o' (x), st ha:
2.15 lim g'(xv) — (L

Wy = O

218, Lemma. {Nohel, [4]). Se¢ [lequazione 1.1 soddisfa le 1polesi 1.2
ed 1.3, esiste allora wn wunero B> 0, tale che Uequazione 1.1 aunnetle almeno
una soluzione continua su [0, B).

2.17. Lemma. (Popov, [8], p. 38). Se le funzioni conlinue o{t) ¢ o'(/)

sono limiale per { >0, la funzione continna gle) ¢ lale che gls) () ]‘)e ¥
@
c =0, g(0) =0 cd \g{s{t)) < oc, allora lim &(f) = (.
= >
[

3. Dimostrazione del teorema 2.1,
Seguendo Popov {6] definiamo la funzionc

3.1 o) = olo(z)) per o=zl
S 0 per z=>1

La funzione ¢(z) cosi definita ha chiaramente la proprietd oz €
2,10, + o0) V.2, 0, + oo). Lissa in particolare ammette trasformata di

Fourier unilatera sulla semiretta [0, + oo). Si indichi con o {iw) tale tras-
formata di Fourier, ossia

F

715, (fw) = Rrp, (z) exp (— {wzjdz.

Si introduca la funzione

32

‘-.r

i + k' - D] olZ)dz [; —-rfe(m] o) (z = 0).

A motivo della definizione 3.1 la funzione 7,(z} pud cssere rappresentata
nel seguente modo

(e — 5] ole(D)dE — [é . ~.ffe(0)] olalz))

per O =<z < ¢

L

Tenendo conto delle 11 e 2.4, 1a
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3.4 302 = \ [k{z — %) + k' (z — D )ela(D)dE per 22> 1,

3.3 diventa:

3.5 7 (2) = s(2) ) o

Dalle espressioni 3.4 ¢ 3.3 si vede (3] che esiste Ia 1rw~101111'111 unila-
tera di Fourier della funzione 7,(z) sulla semiretta [0, + oo, ossia:

3.6 Tlie) -—Q;., (2) exp (— oz,

0
S caleoli ora in dettaglio tale trasformata basandesi sulla definizione 3.2
della funzione 7,(z). T cnendo presente la propricta dell'integrale di convo-

luzione di due funzioni [7], si ha:
i ~ . -~ — L i\~
3.7 o) =R (fo) I (o) + £{0)] — 6 o {fw)=

1 - > . bt +

[ - [—) L (1 vy b ()| o (o).

} 5

Si definisca ora la seguentc funzione ausiliaria
!

3.8 S(f) = \, (2) o(a(2))dz.

;!
Per 1a definizione 3.1 si ha anche

o

3.9 Sl g?.,(z) (2},

Applicando la uguaglianza di Parseval 7] alla 3.9, si ha:

3.10 3{l) = ;] \—it(iw) o (—ie)d e

I

-

¢ osostituendo 1a 3.7 nella 3,10, st ha
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311 o) \ [1)_ I
. ]

e

{1 - fey) 7‘:(."(-;)} [ {7 ) %l e

9_«"—:8

Ora essendo per la definizione 3.8, o) una funzione reale, 3 ha che la 3011
¢ eruivalente alla

uw

3.12 2{l) = '-g Rc{— L ,'(.,-;)’E(fc.;)} S (i)t o,
. f

= ]

@

Ora introducendo nella 3.12 la disugnaghanza 1.7, che ¢ vertficata per
ipotesi, ¢i ha finalmente

3.13 () « O

IValtra parte, introducendo Ia 3.5 nella 3.8, per In 313 <1 ha

3.14 o{t) = grp((:(z))r:(z)u’s v R o(a{z)) a'(2)dz —

.tl i
Ora
.t olf} ajt :1(0)
3.15 \eto e @ = (ot = | elort = ete)e
l) nill) W "o

ed essendo per la 11
3.16 a{0) = f{0y,

sostituendo la 3.16 ¢ 3.15 nella 3.14 ¢ ha:

3.7 \“() — 57| = 760+ 17 et +

0

GUI) f(‘.']
+ v \@(u)du = \ plu)du.
0 b

D’altra parte per la condizione 1.5, dalla 3.17, si ha:
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. t. \ l l i .‘n ) " ey . kd

J.18 (s — alalz)) ola(z))d v\ s R )
S \{( RICOI L \( Sl

ove

SG & - \.c‘:(;u:/u

& un numero reale positivo che dipeade solo dalla particolare Tunzione »
¢ dalla condizione iniziale f(0) ¢ v & un numero reale positivo, tale che

3.20 e~ v per 0

SEoha quindi che
3.21 0 \ oe) — ~ ol e(eledz — & per 1= 0.
‘_ 3
ove k¢ uua costante ¢he dipende solo dai dati del problema ¢ dalle condi-

zioni iniziali,
Sia ora

1 A -
A a2ty = o{a(f)) {c(!) . wla{l)) (.
IJ
Dai lemmi 2.3 ¢ 2.4 «i ha che la funzione limitata 6{f) ¢ definita sull'intero
intervallo [0, +— o0} ed ivi uniformemente continua, quindi le funziom
o(c(t)) ¢ glf) sono uniformemente continue su [0, — o). Iustste quindi
finito 1l
!
3.23 lim \g(z)d: .
=

)

Si pud quindi applicare il femma 2,12 alla funzione 3.21 dimostrande
cosi che

. 1
3.24 liny o(s{) {a(!) : o(a ([))} 0
[ [.
. . . I
Siocongideri ora la funzione z(q) |@ = ofa}| che per 6 € a. 0! ha un

miimo positivo u, che tende a zero solo per ¢ — 0. Preso ora un numers
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reale positivo ¢ = 0, per Ta 3.24, esiste un 2, = O tale chie per ogni ! o
si ha g(f) < w,. ¢ quindi s(f)] = «. Da cut s ha che
3.25 lim () = 0,

= e

ed il teorema ¢ cost dimostrato.
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ASUPRA COMPORTARII ASIMPTOTICE A UNEI ECUATIT INTEGRALE NELIXNIARL

Ttezimmat

Se studiaza ecuatia (1.1) pe semiaxa ¢ 0, stabilindu-se faptul cd
lim o(f) = 0 pentru { - oo, unde o(f) este o solutic mirginitd iar f{f), k(1)
si o(s) satisfac conditiile (1.2}, (1.3), (1.5})—(1.7) din text.

Autorul foloseste metoda lui V. M. Popov din teoria stabilitdtii siste-
melor de reglaj automat.

MOBIUS TRANSFORMATIONS AND A CLASS
OF RICCATI FQUATIONS

BY

1B SURVANARAYANY and J. KANDE

1. TIntreduction

In this paper we shall give an algebraic structore of a class of Riceati
equations of the type
dv .
(4) Y44 B+ O
dx
where A, B, C are functions of x. In order to study the structure, we shall
first study some of the algebraic properties of the linear homogeneous
second order equation
d2v
(B) — -} /:‘2_\' =0,
d x?
where k is an integrable function of ¥ over the interval [y, x]. Overa parti-
tion I’ of [x,, x| a sequence of step functions is defined over the subintervals
of P which converge uniformly to #2(x) as the norm of I approaches zero.
The solution of the differential equation over each subinterval with con-
stant k% gives an infinitesimal Mobius transformation and the product
of these transformations in limit leads to the solution of the Riccati equa-
tion corresponding to B, namely

dx

We shall use this idea to generalize the result obtained by Davis (111
p- 110,



