ASUPRA UNEI CLASE DE FIBRARI DIFERENTIABILE
DE

MIRCEA CRATOVEANT

in acest articol vom prezenta generaliziri ale unor rezultate date de
Eells [3], 4.

. Reamintim intii unele notiuni si rezultate privind teoria G-fibra-
telor principale [S5].

Fic & un spatiu topologic si G un grup topologic actionind continuu
la dreapta pe §. Aceasta inseammi cii este definitd o aplicajie continud
w1 ¥ o« G — ¥ astfel incit

(I} v, @8s) =% (e {x, g} g2
sl
(11} oy, ¢} = ¥,

pricate ar fi v € §, g, g, €6, unde prin ¢ am notat clementul neutru al
lui ;. Vom spune ci & este un G-spafin.

Fie & — §/G spatinl orbitelor si f: 8 — & aplicatia - cit respectiva
in raport cu actiunea lui G pe . Dotdm & cu topologia cit, adicd cu cea
mai find topologie pentru care aplicatia f este continud ; se mai zice in acest
caz cit @ este topologizat cu topologia coindusd de aplicajia cit f.

Cind o(r, g) = v se Intimpla dacd si numai dacd g = ¢, actiunea lui
6 se numteste [iberd. Notind cu F mulfimea {(¥, ¥;) €9 < § existig & G,
anic pentru care 1, — (v, g)} obtinem o aplicatie y: F -G definitd prin
(%, (¥, g)) = g Daca aplicatia y este continud, actiunea lui G pe & se
numeste propric. Dacd orice punct ¥ &€ % arc o vecinatate V, pe care
existd o sectiune coutinua S,, adici o aplicatic continud S5,: V, -8 astfel
ca fo S, = idy , actiunea lui G se numegte local irfeiald. Vom spune ci
18 = & este un G-fibrat principal sau, pe scurt, un G-fibrat dacd acfiu-
nea continui a lui G pe & este liberd, proprie si local triviald,
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Un G-fibrat [ 8 — & sc numeste Gountversal dacd spatinl 8 este
contractibil.

Un izomorfism de G-fibrate peste @ este un homeowmorfism y care
realizeazi comutativitatea diagrawmei

L
(-

Il

si care in plus satisface condifia;
slo (v, 2) = %' (7 (x), gh, oricare ar fi v =9 =0,

Teorema de elasificare, Fie G un grup topologic si f18 — & un G-fibrat
wniversal. IFie B un spatiu topologic paracompact. Atunct elascle de izomorfism
ale G-fibralelor peste B sint in corespondentd nalurald bijectivd cu clasele
de homotopic ale aplicafiilor lui B in .

Teorema de clasificare rimine valabild si pentru cazul cind (¢ este
wn grup diferentiabil, iar & si B, C=-varictati paracompacte finit dimensio-
nale, anume clasele de izomorfism ale G-fibratelor diferentiabile de clasa
C- peste & sint in corespondenta naturald bijectivd cu C”-clasele diferen-
tiabile de homotopie ale aplicatiilor lui B in &,

2. Iie G un grup Lie conex finit-dimensional. Dacd H este un subgrup
inchis al lui &, vom nota cu B spatiul omogen G/H al clasclor la stinga ale
lui H. Se stic ci aplicatia-cit 2: G — B este o fibrare local triviali de
clasi €@,

Vom presupune mai departe ¢i G admite o structurd riemanniani
sting invariantd datd de un produs interior pe algebra Lie a grupului G.
Prin urmare fibratul tangent al lui G, T(G} are o structurd riemanniani
indusa de cea a lui G. Dacd #, v sint vectori tangenti intr-un punct ¢ €6,
adica u, v & T, (G), vom nota cu < u, v, produsul lor interior, iar cu
i), lungimea Ini 2. In acest caz, H actioneazd ca un grup de izometrii
pe G, cu clasele date drept orbite. Se stie ¢d I este completi in orice strue-
turd riemanniand G-invariantd |6, p. 145

n cele ce urmeazi vom considera o clasi speciald de spatii de drumuri
pe G, care constituic o variantd a spafiului de drumuri cu originea intr-un
punct, consideratd pentru prima oard de citre Serre 127, In acest
scop diam urmdtearea

Definitie 2.0, Vom spune cid o aplicatic x: [ -G (/ (), 1) este
un p-drum admisibil pe G, dacd el satisface wrmdtvarele lrel condifii

(AY x(0) = ¢, ¢ fiind elementul weutru al Ini G

(B) x estc absolul continud in metrica lul G. Din {B) urmeazii cd vec-
torul tangent x'(f) existd aproape peste tot;

(C) aplicatia tangentd x': 1 — T(G) este de clasd L', adicd integrala
in sens Lebesguc
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esle __.'ﬁ.".'[ il
Mai departe vom nota cu E2{G) totalitatea p-drumurilor admisibile
pe G, Dacd v = EF(G), atunct v {f) = =50 ¥ () pentru toi { & [ peutru care
v{f) exista, unde cu z; am notat proiectia fbratului tangent (1G], =, G).
Sa mai observam ¢i pentru g < p avem £ (G)CET(G). Daci v, v €
e L0 (G), iar o este legea de compozitie grupald a lui G atuned legea

P ) () =2 (x (0, x ()

organizeazi mulimea 22 (GY ca un grup.

P () poate i dotat cu urmitoarca topologic de spaiu metric: daci
v, v EP(G), definim distanfa dintre v g v oca fiind

d [x, v) = sup 2 (v (). v ().

unde g este o distanti pe G definita de structora vienannmand a lai ¢ 371,
E?{G) deviue in acest fel un grup topologic (metrizabil). Grupul £7{(G) este
contractibil deoarece existi aplicatia continud 4 a produsului cartezian
Er(Gy = I in Er () definitda prin Th (x, 0 ](s) = x7(1 — fjs] cu proprictatile

(v, ) = x,
h{x, 1) e,
e !) = e,

unde e este aplicatia constantd e [ — fch. e este prin unmare clementul
neutru al lui £?{G).

Fie wf: EP {G) - G aplicatia Serre definita prin g (x)=x (1) 5i Q" {G)
subgrupul p-drumurilor admisibile inchise in ¢ pe G, adica QF ((5)
— Ker pf. Daca notam E7 (G, H)={xe EF (G} v(1)e I}, atuncd £7 (G, {1}
este un subgrup inchis ab lui E7 () s1 compunerea

We=geul EP{(G) G > B

este o reprezentare a lui B oca spativ omogen al ni EF (G), cu EP (G, 1)
ca fibri peste b, — 1. (H) = B.

Analog ca in [3] se demonstreaza

Teorema V. (K0 (G), v, B) este wn K0 (G, H)-fibral principal,

e asemeneca avem

Teorema 2. EXG) este un grup Lie infinit-dimensional modelal de un
spatin. Banach separabil. Aplicatia

wh P (G) - G

csfe i epimorfism fibral analilic,
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Demonstratia acestei afirmatii foloseste detalii tehnice prezentate in
21, [3]; de aceca renuntim la ea. Reamintim doar modul cum se defineste
spatiul tangent la EF(G) in punctul x. Acesta va {i prin definitie spatiul
Banach separabil al tuturor aplicatiilor # <1 = T(6) ce satisfac urmitoa-
vele conditii:

{a) =g ou (f) = x {{) oricare ar ntel,

{(b) 1 (0) =0, unde 0" este elementul neutru al algebrei Lic a lai G,
L.(G),
(c} aplicatia u ecste absolut continui in metrica fui 7{G), eimpul vee
torilor ¢i tangenti este de clasa L? si norma

[ up

(1} il = \ w5, dt
0 )
este [initd.

Norma (1) inzestreazd EP(G) cu o structurd Pinsler naturala, ceea cc
tnseamnd ci fiecdrui punct v al lui EP(G), x& L7 (), i s-a atagat o norma
Il |, in spatiul tangent in ¥ la E#(G), T (E?(G)), care este compatibild cu
structura de spatiu Banach a acestuia, corespondenta & — il i, fiind continua
< local wniformid pe E? {G).

Din teorema 1 si teorema 2 urmeazd i

Teorema 3. v* este o aplicajie fibrald analiticd.

3. Presupunem ci G este conex, compact si semistmplu. Ultimele doud
conditii impun ca forma biliniard

(2) (X, ¥) = Trace (ad X ad Y

definita pe L(G) = L(G) (N L(G), Y e L(G)) si fie nedegeneratd si
pozitiv definitd [6, p. 140—141]. Prin ad X am notat aplicatia liniard
Y - [X, Y] alui L(G) in el insusi. Forma (2) numitd forma lui Killing
a algebrei L(G) defineste pe G o structurd riemanniani bi-invariantd anicd.
in plus au loc proprictitile

F(=X,=Y) = F(X, ¥} pentra orice automorfism < al algebrei Lic
L{(G), s

HX, YL Z) = FY, [2, X)) =F(£, [X, Y]) oricare ar fi X, Y, £/ &
e L (G).

F(X, Y} defineste pe L(G) un produs interior de tipul celui cousiderat
in § 2 si pentru a pastra notafia luam [X[? = (X, X). Atunci, fard a

restringe generalitatea, putem presupune ca

{3) X, ¥l X -4 ¥

oricare ar fi X, Y = L{G).
84 definim acum algebra Lie L (E#(G)) a lui E? (G). Prin definitie
ea va coincide cu spatiul tangent in e la grupul E? (&), adicd

L (E? (G) 4t Te (E* (G)).
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Asadar L (EP (G)) constd din mulfimea  p-drumurilor admisibile pe
L(G) cu originea in 0. Dacd w, v L(E? (G)) vom defini [w, vl L(E ()
prin urmitoarea relatic
(4) ([, 9 ) () = Tae (1), = ()], oricare ar i F &/,

unde partea dreaptd a acestel relatii este construitd cu ajutorul crosetuiud
din (). Intr-adevidr, daci w v/ - L{;) satisfac condifiile de tipul
(a), (b‘), (c) atunci si #, 2] { = L{{:) satisface aceleast conditii.
B4 observam ¢ in baza definitiel date avem
L(Er () = EF (I ((3)).
Are loc
"¢ ana A - rofer 553 = Tin= r Lo
_ Teorema 4. L (EENGY) este o algebrd Lie-Banach, adicd croselud definit
prin (4} respectd structura de spativ: Banach a lui 1. (E? (G)).
. Demonstrafic. Sa notdm cu lalle norma lui w e L (E7(G)) definita de
(1), iar cu M, — max {l» {H}. Avem atunci

tel
) Mo < 2 fe.
cici aplicind inegalitatea lui Holder din £ (G} obfinem :

2 —aMl=Ha{) —u{0) —(@{)—u@)]=

¥ z :
= l \u' (5) ds — \-u’ {s) ds|| = gsgn (f — shu' (s)ds| =
1o i » |

' L Wy g 1 14p
g\ sgn (F — s) o' (s) || ds < \ | sgu (¢ — 5) |7 ds) \“ﬂ-’ {s)y |1 cfs] =luil,
i b AN !
pentru orice { & 7, unde 1/p + 1/g = 1. Asadar
My = max {12 () — v (W] =2 Tl
tel

o . . R . - .
Pinind acum seama de inegalitatea lui Minkowski in L(G), precum si de
relatiile (3) si (3) gdsim cid

! 1p 1 1'p
e, w]ll, = S'l e, w7)° (8) 'if_:ﬁ dly = g! w(l), w(t) ] + [ulf), v di) <
g ¢ y
% oo e
<[\ @, v e @t} + S::'u W, v @rd| <
a o
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1p | I
< \ W (O e ()0 de) \ a )l () Fdl] <
0 %
s 1 1'p E 1p
< M u' ()P de - M, \ o (N Pdt] L2l vl
0 0

inegalitate care ne aratd ¢ crosctul definit prin (4) este continuu in norma
corespunzitoare lui {1) pentru spatial L (£7 {G)).
Sa definim acum aplicatin w' @ L(E? (G)) - L(G] prin relajia u’ (i)
(1), Aplicatia u” este liniard. Mai mult, din punctul de vedere al strue-
turi de algebri Lie, ca este chiar un epimorfism, deoarcee sint satisficute
relatiile

w? (L (E? (G))) = L (©)

81
wh ([, v} u, v (U = T (D), o {1)7] = Tuf (u), 2" (v} .
* * L
S dovedim acium urmitoarea
Lemi. P este o aplicatic mdrginitd@ si prin urimare continnd.
Demonstratie. Aplicind inegalitatea lui Hélder din L(G) obtinem
(6) () — u(fy) L, — 5],
oricare ar {1 /,, 4, &7, unde 1/p /g 1. intr-adevir avem
i fe t, Ty
: : ¢
(1) — 1 {ty) \u’ {s)ds | < \ ' (s) ds) << \tfsi .
i i |
A 1 1 L
\I ' (s)|# ds fa — 8 V9 - \ u' (shfds = |{, — & "Ml
[ D

Dar atunci, in baza lai {6) rezulti cd

uh 1 (1 w (1) — 2 (0) ull et

In baza proprictitilor algebrice ale lui w” s a lemei demounstrate
urmeazi
Teorema 3. Dacd G este un grup Lie conex, compact si semisimblu,

atunci ul este un epimorfisne contini de algebre Lie al candd nuclen L{QHG)) =
— QP(L(G)) este idealul inchis al p-drumurilor admisibile pe 1(G) inchise
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in O Cu alle cuvinle
!
O = LG - L{EMG) - L(G) -0
esfe o e exael de algebre Lie-Banach.
Corolar. Grupul QNGY ol p-drionurior admisibile pe G inchise in ¢ for-
meazd un subgrip al lui EMNG) cu proprictatea ed
codim (2 (G}, QF (7)) = dim 6.

5@ mai observim ¢d dacd A este un subgrup inchis al lui ¢ si dacd
notam

WP ol LEP(G)) - L(G) — L(G)/L{I]),

atunci giral de spatit vectoriale
b
O = L(EP (GO ) —» L(EP(G) = L{GYL(H) -0

este exact.

4. Tie & lgebri Lie-Banach peste ¢ ’ri ¢

- e a o oalgebra Lie-Banach peste corpul K. DPrintr-un Jd-modul
Banach vom infelege ansamblul format dinti-un spajiu Banach E peste
K s un homomort}sm continuu It d=dg, unde cu Qg s-a notat algebra Lic-
Banach a operatorilor liniari continui pe E. Dacdi r @ E 51 X € &, atunci
h(X)e este o aplicatie biliniard continua in raport cu (X, ¢} si in plus avem
)Y (AY)ye) = () (XN)e) = (LY, Y }e,

unde cu Y, 1] se noteazd crogetul din & al elementelor X s Y e &. Colan-
furile n-dimensionale ale lni & din E sint definite drept clemente  din
" LA P . . . B
2o (@, ..., d; E), adica elemente din spatiul Banach peste K al aplicatiilor
n-linjare 2 &% ... X & — E continue i alternante, Notam L) (d,...,a; E)
prin C* (<, E} i, prin definifie, luam C° (&, E) = E,

Daca T este un ideal inchis din @, putem defini pe fiecare " (J, E)
o structurd de e-modul Banach. Pentru aceasta vom proceda inductiv.
Pentru # = 0 avem (%I, E) — E si afirmatia noastri este adevarata.

}?entru "> O, 2eC"(J E), Yed, Y, ..., Y, &d definim homomor-
Fismul continou

Ard -, .
i E)

prin formula



414 MIRCEA CRALOVEANU R

in particular, C*(d, E} are o structurd de d-modul Banach oricare
ar fi » nenegativ.

Operatorul de cofrontieri este o aplicafie liniard coutinud 4 : C*(4, E)
— C*+1{@, E) astfel ca d? = O, d(R{X)z) = A(X)dx 51 pentru 2 & C&, E) =
= E, (d=)(X) == #(X)2 Pentru 2 > 0 definim  inductiv prin formula

(da)y = 2 (X)) % -~ d (2x),

unde, daci a2 C" (4, E) atunci pentru VY & & defimm sy €1 (4, E)
punind
ax (N1 ee X = 2 (5, X, L, X,

Procedind  atunci inductiv patem arita ci obtinem urmitoarea
formula

o) (No,. .., Xy = 2{ (— DFELN) 2 (No,eo 0 Xyyoo, X)) +
Hi—-0

2= N a ([N, XN N, X, Xy X,
i<
unde semnul ~ indica faptul ¢d argumentul de sub el trebuie omis.

Fie 4’ o subalgebriinchisdalui & st sd notam *4 = C” (&. E) conceput
aici ca grup abelian, Atunci operatorul d considerat mai sus este un ope-
rator diferenfial de grad 1 si (A, d) defineste un complex de colanfuri,

o

unde cu A am notat suma directd 2 "A.

#=0
Utilizind subalgebra inchisd @" putem construi o filtrare descresci-
toare (A7) ., a lui .1 fn felul urmitor:
ek
{a} daca j << 0, .15 = .,
= -~
(b) dacd j >0, A7 = 25 Af % i, unde
nwl
Al X "4 = (0), dacd 7> »n; in caz contrar mulfimea respectivi consti
din acele colanjuri s-dimensionale z, pentru care z(X,,..., X)) =0, ori
de cite ori # — 7 + 1 argumente .\, apartin lui &@".
futr-adevir sint satisfacute conditile

A Ay d( )y AFost Y = (0).
In plus avem A2 (X) A7 A oricare ar fi X e &',
in particalar AJ 74 poate fi identificat cu G/ (&/&', E) ¢i prin urmare

poate fi conceput ca un &-modul Banach. _
Notam cu £, grupul graduat asociat Iui A prin filtrarea (#17) <7 adicit
' J

£, este suma directdt a grupuritor £ = A/ 171 si cu B imaginea natu-

A 0 .
rala a lui AP XL In I
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Operatorul de cofrontierd o induce Intr-o manierd naturala un operator

L sn Fioe otates Shidl Puten it

diferenfial d in I} cu proprictatea d (&) C E3*7'. Putem apoi defini
o

grupul abelian ) drept suma directi 21.1‘[ unde [73 este grupul de co-
j=n

omologic H (Ef) = Hi (I£,) in raport cu d,, care la rindul sdu este graduat

prin subgrupurile [t = Hif(E,) = H; (Eg}. Operatorul diferential 4, al

lui |, indus de d permite definirea grupului abelian £, = H(E)) in raport

cu . In acest fel obtinem uu siv spectral (£,], o o, ab lui o,

Analog ea in [7] se pot dovedi propozitiile 1 si 2,

Propozitia 1, Grupurile B st CH(C, CH(a/d, E)) sint izomorfe pentriu lot
i =03l 7= 0. Dacd cu p se noleazd izomorfismud lui E, pe C(Q°, C(@la, E)),
acesta jnduce un fzomorftsm o al Int Ei pe [ (&', CH(a/d, E)).

S presupuncm acum ¢ A’ este un ideal inchis al Tui Q. Atunci
fa, Ey este un c-modul Banach s are loc

Propozitia 2. fzomorfisnad o din Propozitia b defineste wn izomorfism
al fui BN pe CH{AQfa", HY (U, EY), care lu rindul lni induce un izomorfism
al lui Eit pe Hi(aj&, H(Q', E)).

Aplicimd aceste consideratii pentru cazul cind & = L(E?7 (G)) 51 &' =

LQAHG)), unde & satisface conditiile din § 3 5 tinind seama de teorema 3
obtinem

Teorema 6, Grupurile abeliene IV si HO(L(G), 1 (LEQP(G), sind iz
morfe pentru ovrice spafiv Banach E.

Rezultatul stabilit acum poate {i formulat in particolar i pentru algebra
topologicd (in sensul structurii de spatiu Banach) exterioard reald a lui
LIEXGY), CF (L(EMG))), auume filtrarea lui C* (L{EMG))) prin idealul
L(QA(G)) determind un gir spectral, astfel incit Eisi HY (L (G), HI(L{QP(G))))
sint izomorfe 1 a ciru algebra terminald este izomorid cu algebra gra-
duatd asociatd lui H* (L (E?(G))) convenabil filtrata.

0. Deoarece EP(G) este contractibil, fibratul (E?(G), v, I#) ce inter-
vine in teorema ! poate {i conceput ca un £P(G, H)-fibrat universal in
sensul § 1 s in baza teoremel de clasificare specializatd pentru varietiti
diferentiabile avem:

Teorema 7. Dacd V' oeste o C*-parielale paracompactd finit-dimensionald,
wtinci clasele e izomorfism ale EP(G, H)-fibratelor peste 17 sint in corespon-
dentd naturald bijeclivd cu Ce-clascle diferentiabile de homotopic ale C=-apli-
cafitlor lui Voin B.

in toate consideratiile care urmeazi de acum inainte vom presupune
cd B oeste (# -~ 1)-conex, adicd grupurile de homotopie =, (B) — ) pentru
i =1,...,n 1 51 ¢id grupul de homotopie de dimensiune n, =, (), este
ciclic infinit (# = 1} ; atunct grupul (G, H) o oeste (0 — 2)-conex s
=, o (EP (G, H)) este un grup cielic infinit, deoarcee in baza sirului exact
de homotopice al fibratului (£2{G), v2, B), grupurile =, (B) si =, (£2(G, H))
sint izomorfe.
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Fie £: 0 — I un EfG, H)-fibrat peste V7 (in sens topologic). Dupd
cum se stie, 13, p. 2157 clasa sa caracteristicd este prima obstructic in
construcfia unei scetiuni a fibratului, adicd in prelungirea unet sccfiuni
de la pasul # — 1 la n. Conditia n > 1 implici ¢i fibratul &(=,_,) al cocefi-
cientilor locali |13, p. 184] este simply, adica trivial; el este izomorf cu
IV x Z. Z fiind grupul intregilor. Dacd sc alege una din cele doud clase de
izomortism al lui &z, ;) pe VX Z, aceasta revine la orientarea L? (G, H)-
fibratului peste 17, Asadar in acest caz clasa caracteristicd e este un clement
al grupului de coomologic (17, Z) de dimensiune x#. Mai mult, aceastd
clasi caracteristicd poate fi reprezentatd ca o percche transgresivi {a, )
de colanfuri, adica printr-un colang de dimensiune », 4, ab Tui 7 i printr-un
colant de dimensiune n — 1,6, al lui W, a cirui restricgie la orice fibrd
este un cocicln (0 — 1)-dimensional al lui B (G, H), cele doua colanturi
lind legate prin relaia db = $%a, unde d este operatorul de cofrontieri.

SA notam cu e, clasa caracteristicd a Ef (G, H)-fibratului universal
WP EP(G)—= B 51 cu (a, by) perechea transgresivd ce o reprezintd. Sa pre-
supunetn ¢i EP(G, H)-fibratul 2: W — 17 este indus de aplicatia continud
fi = B s fie g W — ENG) aplicatia fibratd cc realizeazd comutativi-
tatea urmaitoarel diagrame:

_ w5k 6)
(I) zl s 1 W
[C

Atunei se stie ¢ (a, 0), unde a = f*a,, b = g*b, este o pereche trans-
gresivd ce reprezinta clasa caracteristicd € a EP (G, H)-fibratului 3: W - V.

83 presupunem acum ci toate consideratiile din aceastd sectiune sint
ficute in ipoteze de diferentiabilitate (de clasda C*) referitoare la 17 {de
dimensiune finita) si W

Pentru cele ce urmeazi sint atile urmitoarcle definigii [13, [3]

Definitia 3.0, Printr-o {3, wy-pereche de forwie diferentiabile (w, 0)
pe C=-varielalea diferentiabila 3 infelegem :

a) o (n — Vi-formd diferentiabild 4 definitd pe 17N e(0), wnde e(B)
este un Ce-poliedrie difereniiabil al hei 17, i

dim e {(0) == dim I i

by o m-formd diferenfiabild o definitd pe 1 N e(w), wnde olw) esfe
wn C*-subpoliedru al lus ¢(0) cu

dime (w) = dim V —m — 1,

cie proprietitile

(o} d0 — o pe intersectia domentidor de definific corespunzdloare,

(8) pentru orice C=-lan{ inlreg diferentiabil I de dimensiune m ce salis-
Jace conditiile |11V e(o) = @, [ N el @, waloared expresici
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{8) \ 0] \ 0

! fali

apartine subipelutur T din R
Valoarea expresiel (8) se numeste rezidummul perechil {e. 0) asociat
lantului /. Utilizdm notatia

R (e 0) 1 \'n \u

T
Dacd o(0) — g , orice lant de dimensiune i satisface condititle din (B) =i
rezidunmul corespunziior este nul.

Definitia 5.2, Printr-o secliune admisibild « EH (G, IN-fibratuhn %
W =V (in ipotesele date) wom infelege o seciune o de clasd C= definila
peste VN e (). unde c(g) csle un C#-policdrn diferentiabil al i 17 cit
dim ¢ () o dim 17— .

Deoarece Ef (G H) este (1 2j-conex, asemenci sectiuni admisibile
existd (3.

Fie acum (€2, ) o pereche transgresiva de forme ce reprezintd clasa
caracteristica ¢, a EN{G, H)-Tibratului v 1 EF(G) - B, unde p este un numir
intreg par (vezi Obscrvagia 3) din § 6). Atunci cu notatgile din diagrama
(7)., o = f*0),, 0 = g*0, constituic o pereche transgresivi de forme repre-
sentind clasa caracteristica e. In acest caz (@, 9*0) este o (R, n)-pereche
de forme pe F, o fiind o sectiune admisibild. 5a observam cit perechea
(o, o*0) arc singularitigile e(w) = @ 51 ¢(3%0) e{e).

Analog ca in (1], (3] s¢ demoustreazi atunc

Teorema 8. Penfru orice sectiune admisibild o a 1P (G, H)-fibralilus
orientat %z W — 1 (p par) si orice C2-lanf intrcg difercufiabil I, de drmensiune
i, pe Vocu proprictatea | 0L Nelg) =@, clasa caracleristied € cste reprezen-
tatd pe | prin rexiduwmud perechii (o, $%0) asocial lanfului 1:

c -1 =R (we*0) (]

6. Conditia necesard si suficientd pentru ca o C»-varietate 17 sa admitd
partitii de clasa C# ale unitagii este ca 17 sa tie paracompactd si ca fiecare
din spatiile i tangente sa admitda partitii de clasd Ce ale unitatii [11].
Pe de alti parte daca E cste un spatin Banach separabil a cirul normi
este de clasa €= pe E- {0}, atunci E admite partifil de clasa = ale uni-
titii [ 4]

EP(G) fiind un spagiu metrizabil este paracompact in baza uuel teoreme
a lui Stone. Apoi, oricare ar {i » € E#(G) am vizut ¢d spatiul tangent
I (EMG)) este un spatin Banach separabil. In baza teoremei 2 din [9, p.
991 1 rezaltd cd norma (1) este diferentiabila de clasi € cu exceptia originii
dacd p este un numar par, adicd 7, (E/(G)) admite pentra p par partitii

27 — Malemalicd
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de clasi €2 ale unitagii. Asadar, dacdt p este par, 20(G) adwmite partifii de
clasd € =ale unitatii. In toate cele ce urmeazi se va presupune ¢l p este
un numdr par {(p = 24, & fiind un intreg poziviv).

Teorema i de Rham generalizati pentru varietafi infinit-diniensio-
nale [21 ne permite si alirmiim cd grupul de coomologic reald de dimen-
sittne o al lal 722(G) este izomorf cu grupul it al se-formelor Tachise prin
subgrupul formclor exacte. Deoarcce EP((7) oste contractibil, grupurile
de coomologie de dimensiune z: 1 sint triviale si deei orice m-formi inchisi
Q pe E#(G), de clasia O, este diferentinla exterioard a unei (i — i)-forme
0 de clasa C=, oricare ar f1 w2 1.

Fie £ o m-formd inchisa de clasit €= pe & (i = 1) =1 si& considerim
(im — 1)-forma 6 pe E¥#(6) definita de (9), avume pentru orice v & E¥(G
siom — 1 vectori ay,. .., u,_, din spatiul tangent in x, T, (E# (), fie

<Oy, oL iy o=

9 :
(9) =\ < QD) ¥ () g () X o K ey (> dE,

unde prin parantezele < >, se noteazd valorile formelor respective pe vec-
torii corespunzitori. Are loe atunet

Teorema %. 0 este o (m — Vi-formd de clasa C® pe E2*(G) ce salisface
relafie

d0 = (p*)= Q.
Demonstratie. Contractia
B E¥(G) ) F = E#*(G) datd de (A (v 0] (s) = (1 — 1) s]

este continnd in raport cu (v, 4) 1 de clasi C® in raport vu x pentru fiecare
=l

8a notdm cu (v, ) diferentiala acestei aplicatil. Atuucet pentru orice
r & E*G) aplicatia £ = hy(v, ) este de clasd L, cicil dacd notam cu i
vectorul unitar al lal 1 avem

(1 Thiix, 1] (s) = — sv" [{1 — #) s] aproape peste tot in /1.

Homomorfismul p?* fiind analitic, forma indusd Q% = (p*)¥Q este o
m-formi inchisi (FQ* = d{u¥)*Q = (W) *dQ = G} de clasd C* pe EH(G).
Mai mult, integrala in sens ILebesgue

1
0 (x) = (02%) ¥ = -——\(lz* 0% (v, | — &) Vidl

b

existd, unde cu vV s-n notat operatia produs interior.

13 ASUPRA UNEL CLASE DE TIBRARI DIFERENTIABILE 419

Sa ardtim ci 0(x) astfel definit satisface {9), adicd 0 este o (m — 1)-
formi de clasit C* pe E¥(G). In acest scop sa considerim aplicatia compusi

o=y LV {G) X | -G

sl 53 notdm cu dy diferengiaia acestel aplicafii. Dacdl # este un vector din
spatiul tangent la £%¥(G) in punctul ¥ atunci tinind scama de faptul cd
[hy (x, ) 1] (s) = 0 [(1 — £} 5] 51 de (10) avewm

e (X O (i, 1) = (e (1 — 1), — ¥ (1 —1)).
Cu notafiile de mai sus rezultdl atunei ci

<O (X}, 0y X o0 Wy > =

= ...-\ <M () (v 1 = 0y A gy > =

PR

= =\ Q) Do (v, T=t) 200y

X, L=fy oy X b (v, L=0) 1y = di ==

}
1
=\< O (6, 0), ¥ () % i () % oo X ey () > dl, cctid.
0

Un calcal analog cu cel din {10, p. 124] ne conduce la relaia Q* =
= d2Q* - xdQ*, identitate ce are insd un caracter local. Deoarece Q*
este o m-forma inchisd urmeazd cd Q* = (0, adici (p**)*Q = d0. Accastd
formuld are lnsd un caracter global, asa dupd cum reiese din consideratiile
efectuate la inceputul acestei sectiuni.

Observalii. 1) Formula ce intervine in teorema 9 este adeviratd si
11 cazul cind p nu este par, dar in acest caz ea are un caracter local.

2) Dacid (E#*(G), +*, B) este E#(G, H)—{ibratul universal din § 2,
atunci pentru orice m-forma inchisd Qo pe B, formula (9} cu Q =2*Q,
defineste o {(m — 1)-formi 0, pe E**(G) astfel ca d8, = (v*)*(,. In adevar,
teorema 9 ne conduce la

d8, = (W)* Q = (@) 3% Qg = 0, wh)* @y = (#)* Q.

3) Dacd B satisface coudifiile impuse la inceputul § 5 si dacd Q,
este o n-forma inchisi ce reprezinti un generator al lni H*(B, Z) atunci
(Q,, 0,) este o pereche transgresivd ce reprezintd clasa caracteristicd a
E2(G, H)-fibratului (E¥*(G), +¥, B}

7. In §§ 7 si 8 vom da unele aplicatii ale consideratiilor precedente
ce extind pe cele din [3]. S$i ludm G = SO(n + 1), H = SO(n). Atunci
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spafiul omogen G/ H se identificd in mod natural cu sfera unitate de dimen-
siune n, 5" Presupunem wmai departe ¢ii 5% este Iazestratd cu structura
uzuald ricmanmiand st cd este ortentatd. S& notim grupul Lic-Banacl
EASO(n 4 1), SO) cu I, Vie o (1 <7 <j<zn--1) o bazda a 1-for-
melor sting-invariante din spatiul dual al Tui L (50 (2 4- 1)) =

Q=Rk Moy, A 0 A Oy

asa-nnnita formd index a lui Kronecker pe SO(e -- 1), unde 2{n) este inver-
stl masuril sferel 5" Se ostie ¢ existd o p-formd SO(n 4- -invarianta
unicit pe 5", 4, astiel incit 2%, = Q. Atunci pentru orice # = | si orice
p par, teorema 9 furnizeazd o pereche transgresivi in 12 fibratul universal
orientat al lui 5%, complet determinati de forma index a lui Kronecker.

8 Fie A" o C=-varictate riemannianii compacti, orientata e dimen-
siutte g—+m gl S0 X o S o aplicatie continud in sfera $*. Vom reaminti
intii unele chestiumi datorate Ini Kervaire [8] si Thom 14
Astfel se stie ¢d f poate {1 aproximata printr-o aplicatic de clasi (=, si
zlcem f cu proprictatea cd existd o vecinatate V, a punctului v & 5" astfel
incit pe preimaginea lui V', prin £, f sa fic o submersie. Atunei preimaginea
punctului v, f~'(x) = Y este o subvarietate inchisd de dimensiune m a
lui X*** orientabild si, in geuneral, neconexai.

Dacd in punctul v se alege un reper tangent la 5%, aplicatia f induce pe
tY» un Ce=-cimp N" de n-repere normale in A+, Clmpul N permite inzes-
rarca Iui Y cu o orientare determinatd. In acest sens se face conventia
urmitoare : vectorii unui reper tangent la Y ce definesc orientarea pozitivi
alut Y, unuati de 2 vectori liniari independenti ai cimpului N* determind
orientarca pozitivd a lui X™+m™,

Fie &, familia aplicatiilor ¢ontinue a lui X"#7in 5" pentru care un
puuct fix v & S" se bucurd de proprietatea de mai sus. Cele spuse pind
acum In aceastil sectiune pot f1 rezumate atunel in felul urmator: dacid
alegem in v un reper fix tangent la S*, fiecirei functii din &, ii corespunde
in mod univoc o subvarictate inchisa orientatd 1™ a lui X" " echipatd cu
un cimp N* de repere normale in X7, In plus, in ficcare clasd de homo-
topie de aplicatii X7:" — S* existd o aplicaie din familia &

Reciproe, dacd varietatea compactd Y™ este scufundatid in X0 (este
vorha de o scufundare inchisd [10, p. 3537) si este echipatd aici ¢cu un cimp
N de vectori normali, atunci perechii (Y%, N¥) 1 se poate atasa o aplicafic
SN 8% ce apartine familiei &, [8].

Asadar, oricdrel aplicatii f: X" — §"a familiel & i1 corespunde o
pereche (Y N} si, reciproce, oriciiret perechi (177, N"j ii corespunde o apli-
caie /7 a familiel &,

Fie &0, (V" ) multimea tuturor subvarictatilor Y fnchise, de clasd
€' din X* 1™ echipate cu un elmp N* de repere normale. Un element din
2, (X"} este deel reprezentat printr-o pereche (Y5 N#). i ceea ce priveste
legatura intre orientarca lui Y™si cea a lui X" vom accepta conventia
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de mai inainte. Vo introduce in 8, (X7 ™) o relatic de echivalenta, Inacest
scop s observim intii ¢d perechile (Y77 N s (Y70 N7 din 8%, (X7 =)
pot fi scufundate in mod natural in produsul cartezian N7+ 50 [ (] —

[0, 17 : Y™ este scufundatd cu cimpul sau in A7 3 () 51 Yo cu eimpul
siu in \* " (1), imaginile lor fiind Y > (0) si Y7o (1)) respectiv, Aceste
perechi se zie echivalente, dacd exista o Cl-varietate Z2+1 in XY™» o [ de
bord azm t= Y’ (1) — ¥'® o (0) astfel ineit cimpul reperelor normale
pe Y7 o (0) s Y70 (1) s fie normal la 271 1 poate {1 extins la un cimp
de repere normale pe 27 in X7 I K ervaire {8] a (qu-e(lit ci dpuﬁ
perechi (Y™ ; N} st (Y N") osint e'c]_11\'alc1'1‘te flaci s numai dﬂ'l’_‘ﬁ aplica-
titte induse corespunzitoarc L[ X .5"‘ sint homotope, P'rin urmare
existh o corespondengi Dbijectivi intre multimea claselor de echivalentd
ale Tui &, (X", si multimea claselor de homotopie ale aplicatiilor lui
Xnmem in 8%

Fie (Y, N"} o percche de tipul considerat ;,i.i: Y~ X' e aplicafia
de incluzinue © atunci, deoarece 17 este inchisd st orientatd (orientare deter-
minati de N si de orientarca lui ™} avem un gencrator distins v, & H,
(Y™ Z) care determina o clasd de omol?gie i,}.(vn_:r =9 & H (N 2,
ce depinde numai de clasa de echn‘a}_@ntu a o (Y :\"':,

Tinind seama de aceste consideratii, de teorema 7 i de teorema I 2
I'H‘,' putem enunta acum

Teorema 10. Dacd N este o C#-varietale viemanniand compactd, oricn-
fald de dimensiune n 4 nr, atunci existd o corespondentd naturald bijectivid
tntre multimea clasclor de echivalentd definite pe 80,(X) si mulfimea claselor
de izomorfism ale I'e-fibratelor de clasd C= peste X. Clasa {fc’ omelogle a unei
pervechi (Y™ N") si clasa caracteristicd a Difibratulus oriental corespunzator
peste N se corespund prin izomorfismul dintre Hu (X, Z) st HYX, Z), dat
de dualitatea lur Poincaré, o

Incheiem consideratiile aplicative cu urmatoarea observafie. 0 clasfa
de coomologie 1 & H'(XN ; Z) (X este o C®-varietate f1111t-d1rmenslonala)
se zice ci este sfericd [3], daci existd o aplicatic continud [: X — 57 astfel
ca u = f*u), unde v & H*(S", Z). Atunci teorema de‘re])_rgzeutarevchn

1, § 47 a claselor de coomologie prin forme cu singularitdti impreuna cu
teorema & ne oferd o formula de reprezentare integrald transgresivi pentru
orice clasi sfericdi a lui X intr-un {2 -fibrat, fibrat ce este umic determinat

de clasa de homotopie a lui /2 X = S* dar care in general nu este deter-
minat de .
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ON A CLASS (OF SMOOTH BUNDILES
Abstract

The manifolds of maps of type Lf(I, 0; G, e) = Er(() [4] which gene-
ralize the case E(G)} [3] (p = 2}, are cousidered. It is showm that E/(G)
is a Banach-Lie group and its Banach-Lie algebra, when G is compact and
semisimple, is studied.

The smooth Ef{(:, H}-bundles over a smooth finite-dimensional manifold
(H is a closed subgroup of G) are considered and some topological properties
of them are studied. When # is even, an explicit integral representation
formula for their characteristic classes are obtained. TFinaly some applica-
tions which generalize the results of [3] are given.

DESPRI, SPATIT CU STRUCTURN APROATE-PRODUS
CARL. ADMIT UN GRUP SIMPLU TRANZITIV
11

10 VAMANT

Fie 17, o varictate diferentiabila de clasi €= dotatd cu o structurd
aproape-produs, 7 spatiul tangent intr-un punct generic al varietd{ii s
P si Q doud distributii complementare ale spatiului tangent, determinate
de operatorul liniar ¢ de clasd €* care caracterizeazd structura aproape-
produs {¢° = ). Avem

(1) T, = P, & (Q, pentru orice v €17,
pi dacd dim P =p, dimQ =q; p -+ ¢ =1 = dim 7.

Fie (e;} respectiv {dx') reperul si coreperul natural infr-un punct oare-
care ¥ & V,. Pe spatiul F, putem insd considera i repere adaptate la
structura aproape-produs. Notdm prin {2,) = (%, %e,) un reper neolonom
adaptat la structura aproape-produs, in punctul x, deci k., € P, §i 0, €@,
(@, =1, ...pras=1 ...,4].

Dacid g este o metricd de clasd C® definitd pe 17, notam prin g,; res-
pectiv g, componentele tensorului metric fatd de cele doud repere in punc-
tul r = F,.

Legitura intre g, s g4 cste datd de
(2) gy =EW8s (gh=idnig=,

(72} fiind matricca inversd matricei (7). Alegem in fiecare punct al varie-
titii V7, vectorii reperului adaptat la structura aproape-produs unitari si
ortogonali doi cite doi, atunci

(3 Gas = sxh

st din (2] rezulta



