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ON A CLASKS OF SMOOTH BUNDLES
Abstract

The maunifolds of maps of type L(I, 0; G, ¢) = EF(G) [4] which gene-
ralize the case E(G) [3] (p = 2), are considered. It is showm that E?{G)
is a Banach-Lie group and its Banach-Lie algebra, when & is compact and
semisimple, is studied.

The smooth E?{(;, H}-bundles over a smooth finite-dimensional manifold
(H is a closed subgroup of G) are considered and some topological properties
of them are studied. When p is even, an explicit integral representation
formula for their characteristic classes are obtained. Finaly some applica-
tions which generalize the results of [3] are given.

E

DESPRIE SPATIT CU STRUCTURN ATPROATE-PRODUS
CARE AIMIT UN GRUP SIMPLU TRANZITIV
1

He VAMLANT

Fuo 17, o varietate diferentiabili de clasd €= dotatid cu o structurd
aproape-produs, 7 spatiul tangent intr-un punct generic al varietdiin si
P si @ doud distributii complementare ale spafinlui tangent, deternunate
de operatorul liniar ¢ de clasd C* carc caracterizeaza structura aproape-
produs (¢* = f). Avem
{1 T, == P, & (., peutru orice v 1717,
pt dacd dim P =p, dimQ =¢; p -+ ¢=n=dim T,

Fie (¢,) respectiv (dx%) reperul si coreperul natural intr-un punct oare-
care x & V,. Pe spatiul I/, putem insdi considera $i repere adaptate la
structura aproape-produs. Notdm prin (1) = (%, 7..) un reper neolouom

adaptat la structura aproape-produs, in punctul x, decin,, € P, $i he, €0,
{a, =1, ..., pas=1 ..., 4

Dacid g este o metricd de clash C® definitd pe 1, notam prin g; res-
pectiv g.s componentele tensorului metric fatd de cele doud repere in punc-
tul x = V.

Legatura intre g; si g4 este datdl de

(2) g
(r2) fiind matricca inversd matricei (3. Alegem in fiecare punct al varie-

tatii 1", vectorii reperului adaptat la structura aproape-produs unitari si
ortogonali doi cite doi, atunci

(3) San © 3y

$idin (2) rezulti

S % atl — 1% 7 gl
KOS 8 I g,
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Aai mult, avem

deci 2 devin componentele covariante ale vectorilor g,

In cele ce urmeazit, vom cousidera pe 17, repere adaptate in raport cu
care tensorul metric are componentele date de (4).
Fie ¢f tensorul de tipul (1.1) corespunzitor operatorului structurii

aproape-produs. Acest tensor, in fiecare punct v & 17, este dat de

3 B P A Yl
{3) G == T, P — R
Metrica g data pe 17 determind o conexiune 17 de componente 1% definite
prin
() ro=Laie e Lago)
= o8 8, LT =S TR

Presupunem acum ci vectorii reperniui adaptat la structura aproape-produs
7o determind operatorii infinitezimali ai unui grup simplu tranzitiv G,

In Nota de fatd ne propunem si studiem structura grupului G, cu aju-
torul proprietitilor celor doud distribugii ale planului tangent determinate
de operatorul liniar ». Dacd notim prin X, operatorii grupului(r,, avem

(7 Nyl

% ® {-,‘Xg 3
Ticuatiile de structurd a grupului G sint date de
(3) (Xp X =CL X,

Cy fiind constantele de structurd a grapului.
¥

Tinind cont de (7], aceste ecuatii mai pot {i puse i sub forma

9 woanl —3 00 + Ci, 1l =0,
unde d; = d/dx,.

Folosind retatia 2] e — 80‘:
turd cxpresiile :

.,

din (9) rezultd pentru constautele de struc-

r

(10) Ci, =734 (0,27 — d;%%)
$i
(109 Cr, =nf (O 7 — 2,7)

SPATIL CU STRUCTURA APRODAPE-PRODLUS 425

2

Din aceste expresii rezultid

(1) £ = I,

x5 -3
unde W7 este obieetul de neolonomic determinat «de reperul adaptat la
structura aproape-produs.
Fie I'2 componentele coeficientilor de conexiune fatd de reperul adap-
tat. Avem

{12) L =o' W 2k Ea, 1l

v ig g r B
Tinind cont de (4} si (8], obtinem pentru acesti coelicienti eX]PTesia
. 1 . 5
(13) Mg == —(Cz, = Czit CE).
de unde
(14) 2. =, Gz,
Deci, fatd de aceste repere adaptate, conexiunea ' nu mai este simetricd.
Ne propuiten acum si cercetdm cum se reflectd unele proprictdfi ale
distributiilor P, ¢ asupra structurii grupului G,
§ 1. Distributia I’ (respectiv Q) este integrabild, Aceasta sc caracte-
rizeazd prin ([2], p. 234
115, N 1A i« ——
W = 0 {respectiy W = 0y,
Tinind cont de (1) rezultd ¢d P (respectiv ) este integrabild daci
st numai dacd avem
(15) (=1 (respectiv Oy = 0).

ey bty

fn aceste conditii, ceuatiile de structura a grupului 6, levin

(X, ¥,)=Cp, Y.
(16) (X,. N, )= U i, Y
(X, V) =0C N+ 2
si respectiv
(X, Y,) =G A Gk N

(16') (X, X)) = Nio, X+ O Yo

(Y., X,) =Cp X

- B
[ [

Din (16) =i {167} rezultd teorcmele:
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Teorema 1. Conditia necesard si suficientd ca distributia P si fie inte-
~ . oo i - - v 3
grabild, este ca operatorii Xy, X,,. .., X, sd formeze un subgriup cu £ para-
metri Hy al grupului G,.
fl‘c:oroum 2. Condifia necesard si suficientd ca distribufia () sd fie inte-
grabild estc ca operalorii Npvr, Xpwar ooy X,y sd@ formeze un subgrup cn
g paramelyi H, al grupulni G,

_Structura aproape-produs se numeste integrabild daca cele doua distri-
butii sint integrabile. Din teoremele | si 2 rezultd ci fu acest caz primii p
operatori X f_ormoaza un subgrup ff, iar restul. X, formeazd un subgrup
H, al grupului G, i avem

{17) G, = I, - M, {produs ohisnuit).

T_)ecx structura aproape-produs este integrabild dacd si numai daca grupul
G, este de forma (17). 3
4 Jot i 1 : 1 q £ . :
§ 2. Distributia I’ (respectiv Q) este plana daci st numai dacd I'm =0
- I 1 ~ i
(respectiv e = 0) 1. Din (13) rezulti .
1tz

(18) Dy, == (€, + O + €3

si

(18) P — f') (Coy, + € Ciz ).

szc: = 0 atrage C(c?b. -+ C_";ﬂ; f Cg:ﬂ; = 0. Tinind cont s1 de {14} rezultd
(19) Cn =0, Ch +Co. =0

(19) reprezintd condijii necesare si suficiente ca distribufia P si fie pland
Analog obtinem

(19°) Co. =0, Ch 1 Cq =0

In conditiile (19) ecuatiile de structurd a grupului G, capita forma:
(X,, X,)=Cp, X,

{20) (X, X =00 XL Ce X asa e, X 20 8
(X"‘, ng) = Cg;”: X:, - Cf,:.,_. A

Din (20) rezultd ca operatorii X,, ..., N, formeaza un subgrup cu p para-

metri al grupului G, si
olX,, X,) a(X ,X,)

(21) +
aXc, I 6X,,,
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Deci putem enunta

Teorema 3. Condifia necesard si suficientd ca distribufia P sd fie pland
este ca operatorii X, X,, ..., X, sd determine un subgrup H,, cu p para-
melri, al grupului G, si in plus operatorii acestul grup sd verifice condifia (21),

Seriind ccuatiile de structurd ale grupului G, in conditiile (19°) vom
obtine o teoremil analogi.

Teorema 4. Condifia necesard si suficientd ca distribufia Q sd fie pland
este ca aperatorii Xyay, ..., X, sd defermine un subgrup H, cu g parametri
al grupului G, 51 in plus operatorii acestui grup sd verifice condifia

& (Xa, Xi) . ad (‘Y"n .\’r_‘)
o, ' CAYS

Observatie. Daca distribugia P (respectiv Q) este pland atunci ea este

si integrabila. Reciproca nu este totdeauna adevirati.

§ 3. Derivata Lie a tensorului metric gy in raport cu vectorii 7, ¢
data de

= 0.

(22) £8; =38 (C, + C1,).
&
Anularea acestei derivate atrage C¢ — Ci = (.

Deci grupul G, este grup de miscari al spatiului V7, in raport cu metrica
(4), dacd si numai daci constantele ui de structurd sint antisimetrice in
toti indicii.

In particular, dacid G, este abelian sau ortogonal atunci el este grup
de miscdri al spatiulai V.

§ 4. Presupunem cd vectorii 2, (@, =1, ..., p) ai reperului adaptat
se transportd prin paralelism in raport cu conexiunea I'f.

Vom avea

(23) B¢ 4+ wnd =0,
dar 37 = 8% si (23) atrage
(24) w? =0, adicd T§ = 0.

Deci condifia necesard gi suficientd ca vectorii 2,, si se transporte prin
paralelism in raport cu conexiunea T e datd de

(24" rg, =0
(24") atrage
(25) Cy =0 C, +C8 =0

sau, pe larg
{257 C;:;ﬂ1 = 0, Cg;ﬁ =0, C;;;c’ = (), Cf;jb, = (), Cf,'lfJI L Cho= (),

Uity
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In conditiile {23), ceuatiile de structurd a grupului G, capitd forma -

(26) (X, N, ) =0, N J=Ce X, (X, X, )=Cao X
iar din (22) rezultd
(27) £ =0

ity

Din (26) rezultd ci operatorti X, ..., X, determind un subgrup abelian
Ay cu poparametri, dar operatorit N, o, ...V, determing un subgrup inva-
riant N, cu g parametri al grupului 6, s acest grup poate fi seris sub forma :

(28) G, — .1, x N, {produs semidirect),

Conditine (27) exprimd cd subgrupul abelian A, cste grup de miscari in
raport cu metrica g0 Putem enunga

Teorema 5. Condifra necesard si suficientd ca veclorii 7., sd se {rans-
porte prin paralelism in raport cu conexiunca U (%) este ca grupul G, sa
se descompund  inlr-un produs semiddivect e fornma
: L Ay
G, =y 30N, ; e
N, = subgrup invanant,

= subgrup abelian

subgrupul abelian A fiind grup de miscdari in raport cu melriea g.
Presupunem acum cii vectorii 7,, sc transportd prin paralelism in
raport cu conexiunea I'* . Aceasta atrage

15

{29) P =0 sau (29 Cu =0, (%, - (’” = {,

In acest caz grupul G, are urmitoarele ccuatii de structuri :
@0y (X, XN)=0C N, (N X)=C X (X, X,)=0

&1

£ g. =10
Dect ..
(31) Gy N5z aly

unde N, este subgrup invariant cu p parametri si o, este subgrup abelian
cu ¢ parametri si grup de misedrnt in raport cu metrica g. Obfinem o teo-
remid analogd cu teorema 3:

Teorema 6. Condifia necesard si suficientd ca veclorii v, sd se {ransporte
prin pavalelism in raport cu conextunca U(IZ) este ca grupul G, sd se des-
compund inlr-un produs semidirect e forma

(7, = Np3 A, (o1, = subgrup abelian, N, = subgrup invariant).

sbgrupul abelian Ay fiind grup de miscari in raport cu melrica g
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Ohservafic. Vectoril 7y se transportd prin paralelism in raport cu cone-
Xiunea P2 dacd si numai dacd G este abelian,

§ 5. Tensorul & corespunzitor operatorului lindar al structurii aproape-
produs ¢ dat de (3. Printr-un caleul shmpht, obfinem ¢ derivata Lie a
acestul tensor In raport cu vectori 7, o data de

{(31) £ of = 2(Cre 2030 — O 30 35)
PRl W e U [ |
="
Anularca acestel derivate atrage
{32) O A K I A A L
gty ) Cad W ]

Inmulind (32) cur’, apoi cuz) obfinem (7 = 0. La fcl se obfine 0.
[ i V 2%

Deci conditin necesara s suficientd ca € o — 0 ¢ datd de
O
(33) Ca = (o =0
i I

In acest car ccuatiile de stracturd o grupulai &, devin:

B4 (N N0 = G N (NG X,) =0, (V0 V) = Gy X

Din (34) rezultd ca operatorii X, X, ..., X, forincaza un subgrup inva-
riant N, cu p parametri, iar operatorii A, . X, formeazd un subgrup
invariant N, cu g parametri s G, ¢ de forma:

(33) G, = N, X N, (produs direct).

Avern

Teorema 7. Tensvrnl structurii  aproape-produs o este ineariant in
raporl cu grupul G, dacd siomgmai dact G, este de forma (33),

S arditAm cdl in acest caz conexiunea |7 este complet reductibila.
Conexiunea 1" se numeste complet reductibhild dacd diferengiala covarianta
a tensorului structurii aproape-produs in raport cu accastd conexiune
este nuld [1 . Dacd notam prin 22 componentele tensorulul 9, fatd de repe-

T
i

rul adoptat avem ( 2, p. 234):

g =8 s =gp =0, gp=— 3

{36) vei = U atrage (37} 17 (] ) 5 reciproe,

xhs i,

Conditiile (33) atrag conditiile {37). Dect daca grupul G, cste de forma

{35), conexiunca ' este complet reductibili. Reciproca nu este totdeauna
adevirati.

Observativ. Analizind structura grapului ¢ obtinutd in cele patru cazurn

(I, I, IV, V), observam cit ultimele trei sint subordonate  cazalui 1.

Mai mult chiar, Intre cele patru cazurni avem urmatoarele relatil de inclu-
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zinne: I D II DIV 2 V. O consecintd importantd care rezultd din aceastil
observatic este urmitoarea: dacd tensorul structurii aproape-produs este
invariant in raport cu grupul &, atunc structura aproape-produs este

integrabila.
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SUR LES ExXPACES A STRUCTURID PRESOUEBR-PRODUIT 'l ADAMIETTENT
N GROUDPE SIMPLEMEXNT TRANSITIE

esume

Sur un espace a structure presque-produit I, on peut considérer des
repéres adaptés a cette structure. On suppose que 17, est doté avec une
métrique riemannienne et que les vecteurs du repére adapté déterminent
un groupe simplement transitifl d'ordre .

On étudie différentes propriétés structurales de ce groupe a l'aide de
certaines propriétés des deux distributions de V'espace tangent a 17,

SPATIH RIEMANN DOTATE CUG O ANUMITA
STRUCTURA APROAPE-PRODUS

BE

ELENA VAMANU

Fie T° un spatiu Ricmann, ¢ o metricd a acestui spatin si ¢ un elmp
de vectori pe I, Presupunem ¢d intr-o vecinitate de coordonate (U, 2
componentele vectorului v o$i ale tensorului metric ¢ satisfac conditiile

Ty
(1) ViV S = By
2 . .
(2) Vivi — Vit =0,
unde y este simbolul diferentierii covariante in raport cu conesiunea dati
de simbolii lui Christoffcl.

Notind
(3) 7= WY
se verificd usor cd glol = 8, deci tensorul ot defineste pe ¥ o structura
aproape-produs,

Observagie. Condifia (2) cste echivalentd cu faptul cit v este un gra-
dient.

. In Nota de fatd ne propunem sa studiem unele proprietati ale spagiului
riemannian V, dotat cu o structurd aproape-produs definitd de tensorul

(\3} =V v
Tensorului ¢ ii putem asocia tensorul covariant ¢, dat de
(-l) o, = -:9!. .
T
Diu (2) si (3) rezulta

(5) Qi = Wl S gy = gy



