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zitne: I DI DIV D V. O consecintil importanti care rezulti din aceastd
observatie este urmdtoarea: daca tensorul structurii aproape-produs este
invariant in raport cu grupul  atunci structura aproape-produs este

integrabila.
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SUR LES ESPACES A STRUCTURID PRESOUL-PRODUILIT 7] ATMETTEXT
I'N GROUPE SIMPLEMENT TRANSITI

Resume

sSur un espace i structure presque-produit 17, on peut confsidérer des
repéres adaptés i cette structure. On suppose que 17, est dﬁote' avec une
métrique riemannienne et que les vecteurs du repére adapté déterminent
un groupe simplement transitif d'ordre . o

On étudie différentes propriétés structurales de ce groupe a l'aide de
certaines propriétés des deux distributions de V'espace taugent a 17,

SPATH RIEMANN DOTATE CU O ANUMITA
STRUCTURA APROAPE-PRODUS

BE

ELENA VAMAND

Fie 7, un spatiu Ricimany, g o metricd a acestui spatin si @ un cimp
de vectori pe I7,. Presupunem c¢d intr-o vecinitate de coordonate (U, x)

componentele vectoralui ¥ si ale tensorului metric g satisfac conditiile

(1) Vi e = g
(2) Vivi — v =0,
unde y este simbolul diferentierii covariante in raport cu conexiunea data

de simbolil lul Chiristoffel,
Notind

{3) v = v,
se verificd usor ci giol= &, deci tensorul i defineste pe IV, o structuri
aproape-produs,

Observatie. Conditia (2) este echivalenti cu faptul ci v este un gra-
dient.

In Nota de [ati ne propunem sa studiem unele proprietdti ale spatiului
riemannian V, dotat cu o structuri aproape-produs definitd de tensorul

?; =V v’

Tensorulul @ ii putem asocia tensorul covariant %, dat de
, — el
(4) f*?,j - c?;‘grj .

Diu (2) s1 (3) rezulta

'+

(3} 9 =Wt G5 = ¢j.
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[P~

Sa demonstram acum urmatorul rezultat : Intr-un spatin Riemann 17,

in care tensorul y;@' determind o structurd aproape-produs, gradientul @

nu poate avea langimea constanti.
Presupunem ¢i lungimea vectorubui w ar fi constanta, deci v, ¢ = const. ;
diferengiind, obtinem

(e, + v(vaem) = 2wz, = 0.

Cum ¢, = 2! oblinem;
{6} o = 0.
Dar det {31) = + I, de unde rezultd ca (6) nu poate avea loe, deci lungi-

mea vectorulur # nu poate fi constantd
Fie o) si vy doud cimpun de vectori pe I, ortogonale pe cimpul ¢ dat.
S& arditdm ¢d sl elmpul croset (@, v, | este ortogonal pe #. In adevar, avem:

o, = 5 — e = — e+ g
_!.|' II-J;[T. 11: —_ Vl :"In':) = ().

Din aceasta observatic rezultd ¢i, dacd ludam mulfimea tuturor vectorilor
coliniari cu ¢ pe de o parte < multimea vectorilor ortogonali pe @ pe de
altd parte, in lecare punct v <V, obtinem doud subspatit ale spatiului
tangent, ortogonale si LDlnpleHlellt"lI'(_ de dimensiune 1 $1 respectiv i — L
Deci obtinem pe I, o structurd aproape-produs partmul.lra, indusi tot de
cimpul de vectort » si studiati de I Cattaneo-Gasparini in [I]

Structura aproape-produs determinata de tensorul 7, ¢’ este mai gene-
rald, Notim

7) f= vl = vy,
Din (7} rezulta
ol 0 ;
(8) vk - ({, I.,)"' - ""-’AT:I'?J o ")'(Pl'.'.ul L - Zg-..'vk ""'u. rh

@ oot

In (8) distingem cazurile

1. —1t =0
ox*

ceea ce inseanmnd cit vectorul @ §i transformatul bui prin ¢ (operatorul struc-
turii aproape-produs) sint ortogonali.

Sa ddm si o altd interpretare acestel conditii.

V, avind o structurd aproape-produs, spafiul tangent la 17, in fiecare
punet poate fi considerat ca sumi directi de doui Hubquf‘.u complementare 2
51 Q. Orice vector al spafiului tangent, in particular #, s¢ va scrie sab forma

e [
i decl gurteligme=0,

-
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() 1=, -, cuv,e !, we @, sau
(99 v o= Pl Qe unde Plod =), @ wl,

. 1. . ) i
Moo O FRD 1 e 1 N i
[J' - 2(')1' i 'f_,'}' Q ,)(h_,' Gl
s F find tensorii-protectie corespunzitori celor doud subspatil.
s 1 ! |

Sa calculdm lungimile vectorilor o, s w.. Avem:

o 1
{10) =g viv] =g, PP vFom == g v/ -|— —ﬂ R vk =
1
- Tzi a1 1Jtmnm ok
si respeetiv
(107 l, =g vvi=g,% IR
: l 1
= g v — g ol vt = — g ol vt
2 z b;k (-Jm g 2 2 [T (T’m
Iin (L0} s1 (10) rezultd
(11) Ld<t.=1,

! 1ogpitt ok
IIl o [‘.:' o gu: :Pm v
Deci vectorul # este ortogonal pe transformatul lui prin operatorul o, daci
sl numal dacd vectoril indugl de ¢ prin operatorii proiectic pe cele doud
subspatii, an acceasit Junginie,

Ie
(12 ¥ = S
o schimbare de coordonate pe 17, Notdm cu o' s ws-,pcgtl\ (r;j componen-
tele vectorulul v si "11(_ tensorului m(.tru. fundamental in acest sistem. Alegem
functiile f2, /4 ... f"solutii independente ale ceuatiel (dg/da) o' = 0, dar
/! o solugic a cuta‘;u_l {dafdx) v =1, atunci det (df7|da?) =0 =1 in sistemnul
de coordonate v definit de (12) cu ff astfel alese, cmnpoucntn-lc vectorulul
v ovor fi (1,0, ..., 0) deci
(13) nt—= 8.
Deoarece sintem in cazul (9 dv)yet = 0, putem tua, de exemply,
(14) from f o=y
Din (14) rezultd

28 — Matlematica



434 CLENA VAMANU 4
(13) vy, = w; =Gy niel = Gy ="
Comporentele covariante ale vectorulni o vor fi date de
(16) ;= Gyl =G,y
Cum vectorul u este un gradient, g, == @ ;; de aici rezuolti
{(17) Gy — 0;Gjy = 0.

in (17) distingem cazurile

a) ¢ =1, j =un care da 3,6, — 3,G,, =0, deci 9,6, — 1,
de unde rezuita
(18) G = V== (02,

bji=1j=9;2=2 ...,0—1

!I..-: i

0,G,, — d,G, . = 0, dedi 9, G, =0, de unde rezulti
(19) G, = h (0%, ..., 9"
cyr=mn,j=2 346G, — 096G =0, care di
(20 doh, —dh =0,

0 Gy — 0,6y = 0 sau
(21) Ok, — O, h, =0,
Din (20} si (21) rezulta

0
== ooy = 2

v P

-

(22) h, .

Tinind cont de (22) obtinem :
J,r:, G].: = )_,1 + af(yz, gar Jﬂ (; f(y2 y")

23) G
d),ll e ())'1

11

Deci am asociat gradientului @ un sistem de coordonatle in care acesta are
componentele {1, 0, , 0), iar compouentele G; ale tensorului funda-
mental sint date de (23),

Metrica spafiului in sistemul considerat capita forma

{24) dst = y*{dy)? —i—Z f - {2,

Lyt dytdyE 4

-

- —
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wn

o af . .
2 5{; (v3, .o, dyt dy® - (,a?,( vbooL

Reciproe, dacd un spatiu Riemann I, admite un sistem de coordonate y#
in care metrica spagiuhui ¢ de forma (24), atunei vectorul # de componente

i = & I acest sistem este gradient g patratal lungimii Tui este y*. Vom

numi un astfel de sistem de coordonate asocial vectorului o, sistem de
coordonate de tip . Exvident, acest sistem nu este unic, In adevir, daci
vioeste un sistem de coordonate de tip I, atunci v dat de

V) d s dv®

’_;'1 = !,
(25) Ti = pr{*, A (e = 2, L — 1),
W=,

cu det (dp* [ dv¥) =0, este tot un sistem de coordonate de tip L
[ntr-un sistem de coordonate de tip [ temsorul structurii aproape-
produs = este dat de

21

(26) ¢ ==l = 161(0,6, — 6,+0.G,) = +G"0,G,
jar tensorul covariant o este dat de

(27 c?ij — Vz' lfj = Cl QI = Gi: 115'1 — :l.,j]. — é 01(;
(i, j17] diind simbolii lui Christoffel de specia 1.

Deoarece ¢f satistace {1}, vom avea

i

G;_- = gf ';»"'Gm = 1"} l"Jj.']‘ Gy, = n GRG0 G 0,6 G o=

==6"9,6,9,G,,-
Deci
(28) G — ic;w' 9,G,0,G,.
sau, pe larg,

G = 4y,
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(;"3’ 01 Um:') e

It

. L.
G =V 0,6, = (G
- 1 nx 4(

(29) G G By -+ G (81 0,G ., - 310,

a

1
LX) _Z
Gm ( ‘: d] (’:n': i 8:; 0] Gl 7:) i G.‘:'ﬁ' ()I (;le' ()1 Gu"ﬂ"‘ i

o . . . T :

™ (()] (11': ()1 (ll,m ()I('w. ()f(rfiﬁ') - -i_\ ()[ (’ac'l ':'}l (1:1_ |-

Din cele de mai sus rezultd ca dacdt, in sistemul constderat, tensorul o
. . . J

satisface (1} atunei componentele tensorului fundamental al spatiului

Riemann satisfac conditiile (29).

Reciproe, dacd intr-un sistem de coordonate de tip I, componentele
tensorului fundamental al spatiului satisfac conditiile (29), atunci tensorul
o = g;u' verified (1),

T'utem enunta urmatoarcs

. Teoremi. Dal un cimp de veclori-gradient w pe un spafiu Riemann
V,, condifia necesard si suficientd ca tensorul Vit sd defermine o struciurd
aproape-produs pe acest spatiu este ca sd fie indeplinite urmdatoarele conditii -

a) sd existe wun sistem de coordonate de tip I,

b} tensorul wctric fundamental al spativli V, sid verifice in acest sistem
candifiile (29).

Un alt caz care rezultd din (8) este:

ol

II. v =0, deci 2 vyl = 2g wionyl 0.

Ox*
sivormim” coordonatele vectorului v oasa fel ca

(30) Pyt = g, Vol =1

N4 alegem s in acest caz un sistem de coordonate convenabil.

Fie » = fi(x) o schimbare de coordonate pe 17, : notim ca mai sus
cu it respectiv Gy; componentele vectorului v st ale tensorului wetric funda-
mental g; in acest sistem.

Alegem /1=1/2, unde L este pitratul lungimii vectorulai », iar JEE

solutii independente ale ecnatiel {do/dad) o = (), cu conditia [df1 1 dy = ().
Astfel, schimbarea de coordonate va fi de forma :
!
vl = {x, ™),

(31) - .
A Al C L S I

Deoarece (dfY) 0x)v) =— (] dx )i =1 si (df*/ dv/)wi =0, in acest sistem avem :

1
2

_;.--—
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(32) wi= & dar u, =G oyl =G,

1 i ij rl
(33) l= et = ut = Guufad =G — 24

Cuam vectorul o este gradicnt, vom aven
(34) GG — G =0,

Luind in (34) / = 1, j = 2 obtinem ,G,, =0 {ar pentra /1 =z, j =
obtincem :)I,: Glat .G, =0.

Decr, in sistemul de coordonate astfel ales, avem

_orGe. )

=

(33) 1= 8 G = 2y1 el e A T
[ 1 : Ia d v
S fiind o fuuctie arbitrard de 12, ..., v,
Metrica spatiului devine
. 0 . :
{36) ds? = 2yt{dyye L 2——f— (v, ... atpdvhifye
i = e
G (a2, L dEdE,

In concluzie, daci spatiul Riemaun V¥, admite un cimp de vectori gradient
v de lungime neconstantd ale carui coordonate satisfac conditia de normare
(30}, atunci existd un sistem de coordonate de forma (31) in care compo-
nentele #' ale vectorului $i componentele Gy ale tensorului metric satisfac
relatiile (35). Reciproce, dacdspatiul Riemann 7, admite un sistem de coor-
donate 3" in care metrica spagiului este de¢ forma (36) atunci vectorul
de componente &} in acest sistem este un gradient si patratul lungimii lui
este 2. Vom numi acest sistem de coordonate asociat vectorului v sistem
de coordonate de tip II. Nici acest sistem nu este unic. Dacd 1 este un

sistem de coordonate de tip II, atunel ¥, dat de
il pl
{37
I. ) o 2 " apa i [
a==ghx(w ., v cu det(tFj F=0 (2, 8=2,...,1,
Wi

vste tot um sistem de coordonate de tip 11
Tensorul ¢! este dat de

(38) e

: s 1

L [ ] G — m

R VR M OG G,
Deoarcce ¢f satisface (1), avem

{39) Gij =—G" 0,6, 0,6y,

]

sau, pe larg,
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G = G = 2y},

: 1
(39.) G =5 GH0,Gy,

G, ---%c-r-ﬁalcwa,cﬁs, (6 By oee 2, e, ).

X

Putem enunta si aici

Teorema: Dat un cimp de weclori gradient w pe un spafiu Ricwmann V,,
condifia necesard si suficienld ca lensorud g ut sd delermnine o structurd aproape-
produs pe acest spafiu este ca sd fie indeplinite condifiile

a} sd existe wn sistem de coordonate de tip 11, asocial vectorului .

b) fensorul metric fundamental al spafivlui V, sd@ verifice in acest sislem
relafitle (39').

In contintnare, vom prezenta citeva rezultate valabile in sisteme de
coordonate de tip I sau II.

TFie v, si v, doi vectori oarecare apartinind distributiei P, deci

(40) Ploj = o, Ploj=1q.
Crosetul '#,, v, are componentele
(41) o, m, I =iy, — vyl
54 vedew in ce condifii vectorul [#, v.] apartine tot distributiei . Avem
P_: o, z)z]f = [v,, 7,'2]5 + ((‘k PJ‘: Y, P;) z'{vif.

- .

Vectorul [v,, v,| apartine distributiei P daci si numat daci

il

(42) (v, — v, Piujvl =0

oricare ar fi u,, v, ce verifici (40), deci dacd avem

(43) (WP — v, PP =0

Dar P! = (1/2)(3} + o) iar ¢/ =T . Inlocuind, obtinem

(44) R, PiP} =0, L

Putem enunta

Teorema : Condifia necesard si suficientd ca distribufia P sd fie integra-
hild este ca componentele R, ale lensorului de curburd a spafinlui sd satis-
facd (44).

O teoremi analogd obtinem si pentru distributia Q.

Teorema s Conditia necesard si suficientd ca distributia Q sd fie integra-
bild este ca componentele Ri, ale tensorulur de curbwrd a spafinlui V sd
verifice conditia
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{43) Rf'UkQ;'Q:\:E = 0,

Din cele doud teoreme de mai sus rerxultd o caracterizare a structurii
aproape-produs integrabile. Structura aproape-produs  este integrabila
daci cele doud distributii 2 i Q sint integrabile, deei daci avem

> WOk — -7 i ik
Ri PPy =0 s R QIO {1,

"

de unde rezulti

(46) Ri i =)

) 1t

(bt = (1/2) (3] 8% 4 2iok) tensor cunoscut in spagiile cu strueturit a-

[ T
proape-produs). -
(46) ne dau o condific nceesard siosuficientd pentru integrabilitatea
structurii aproape-produs.
Intr-un sistem de coordonate de tip I si 11 avem

({7} el = 0, T, (£ = operatorul derivatei Lic]
{u}
si

i e oni B
(48) f\]’.lk = V. '1’} o, | b -
Daci @, I, = 0, vectorul » determini o coliniafie afind, iar dacd v, =0,

conexiunea " este complet reductibila [2].
Din (47) si (48) rezultd urmitearea )
Teoremi. Dacd doud din urmdloarele condifii sint adevdrale, atunci
este adevdratd st a frefa:
a) wveclorul u determing o coliniatic afind :
b} conesinnea T, este complet reductibild

) R, = 0.
Counsiderdm divergenta vectorului #; avem
. . . dln G :
(49) divy =yl =nl= = _dv]‘_ unde - = det (G:___I.

Din (49) rezultd ca div «# = 0 atrage 9Gjdv! = 0. Deci putem enunta
Teorema s Conditia nccesard st suficientd ca vectornl u sd aibd diver-
genfa nuld este ca determinantul matricel G sd nu depindd de variabila v,
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ESPACES DE RIEMANN DOURS D'UNE CERTAINE STRUCTURE PRESOULE-PRODUIT

Késumee

_ On peat associer & un champ de vecteurs © sur un espace de Riemann
17, une structure presque-produit définie par le tenseur 20 = v 2 s on
satisfait aux conditions

I3 ! —
NGV R =8
po—
Yy — v =10

oft g'.j.est le tenseur métrique de 1'espace et ¢ Uopératear de différentiation
covariante par rapport a la connexion donude par les svmboles de Christoffel.

Dans cette Note, on ¢étudie certaines propriétés de I'espace 17, doud
de cette structure presque-produit en utilisant des systemes de coordon-
nées associcés au champ z. '

CONNEXIONS INDUITES ET STRUCTURLES
PRESQUE-PRODUTIT ASSOCITRES
PAR

Vo APREUTESET

Nous allons considérer dans cette Note quelques propriétés des strue-
tures presque-produit assocides aux connexions sur un espace fibré prin-
cipal différentiable,

. Questions préliminaires

Poutes les applications qui interviennent sont supposées difi¢rentiables
de classe C* et réguliéres, les variétés sont aussi différentiables de classe €.
Nous allons adopter la méme notation pour les applications ct leurs
différentielles.

Soient E(V, G, p, @) et E'(I7, G, p', ) deux espaces fibrés princi-
paux différentiables, £ un homomorphisnic de groupes de lLie de ¢ a G,
et fune application de la variété 17 sur 1”7, [ application & : £ — E" s‘appelle
homomorphisme d'espaces fibrés principaux du type (f, #) si pour pg €6
elle satisfait aux conditions:

{1) D,oF = Dy ©F pour 7g €40,

2) fop=pos

olt par D, nous avons noté la translation & droite correspondant a Félément g.
Si H est une connexion sur U'espace E, alors pour pz € E ¢t pr & 1,

oit 1, représente Uespace tangent & E dans z, nous avons la décomposition

unique = — Vs + H=, 't et He étant la partie verticale, respectivement

horizontale du vecteur 7. I application [ définie par F(z) = V= — H=

est la tenseur (noté toujours par F1) d’une structure presque-produit associée

naturellement a la connexion H (2]



