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ESPACES DE RIEMANN DOUES D'UNECERTAINE STRUCTURE PRESOULE-PRODUT

Résnme

On peut associer 4 un chamyp de vecteurs ¢ sur un espace de Riemann
¥V, une structure presque-produit définie par le tenseur 20 = ¢ o' si on
satisfait aux conditions

X ol s
T, 14 \") i gk-' = . s

1 —_— —
Ny = x

oli gu_.est fe tenseur métrique de l'espace et ¢ Popérateur de différentiation
covariante par rapport a la connexion donnée par les symboles de Christoffel.

Dans cette Note, on ¢tudie certaines propriétés de Vespace 17, doud
de cette structure presque-produit en utilisant des systémes de coordon-
nées associés au champ z. '

CONNEXIONS INDUITES ET STRUCTURES
PRESQUE-PRODUTT ASSOCITES

AR

CoOAPREUTESES

Nous allons considérer dans cette Note quelques proprictés des strue-
tures presque-produil assocides aux connexions sur un espace fihré prin-
cipal différentiable,

1. Questions préliminaires

Poutes les applications qui interviennent sout supposées différentiables
de classe C* et réguliéres, les variétés sont aussi différentiables de classe C®.
Nous allons adopter la méme notation pour les applications et leurs
différentielles.

Soient E(17, G, p, @) et E'(I7, G, p', d') deux espaces fibrés princi-
paux différentiables, & un homomorphisme de groupes de Lie de Gafdg,
ct fune application de la variété I”sur 1. Lapplication & : £ — I s"appelle
homomorphisme d'espaces fibrés principaux du type (f, #) si pour pg €6
elle satisfait aux conditions:

{1) D,0F = Dy ©& pour pg €06,

(2) fop=pos

ofi par D, nous avons noté la translation & droite correspondant a I'élément g.
Si M est une connexion sur U'espace E, alors pour pz € E et pr € 1,

oit T. représente l'espace tangent 4 E dans z, nous avons la décomposition

unique = — V= 4+ H=z, Fz et H: étant la partie verticale, respectivement

horizontale du vecteur 7. [ application [ définie par F(z) = V= — H=

st la tenseur {noté toujours par FF) d'une structure presque-produit associce
naturellement a la conuexion H 2.
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Nous rappelons qu'une condition nécessaire ot sutfisante pour qu'une
structure presque produit I soit associée A une connexion sur J est qu'elle
vérifie les deux conditions suivantes :

(3} F(z) ==

st et seulement si le vecteur - appartient a la distribution verticale de la
structure fibrée et

(4) Dg Of == I'o j), pour I_y(, = (;

-

2. Formes différentiolles induites & vafenrs veelorielles

soient M un espace vectoricl réel de dimension finie, GL{M} le groupe
linéaire associé, R et R deux homomaorphismes des groupes G et G respec-
tivement, dans GL(M). Eusuite soit & un homomorphisme du type (f, 2},
oit /i est un homomorphisme de G sur G et soient F° et F* deux structures
presque-produit associées i deux connexions sur £ et L', respectivement.
Nous définissons I'application § par U'égalité F = f"oFo [

Théoréme 1. Si = est unc r-forme tensorielle sur E' a valeurs dans A
et du type R', alors Tl = G*z cst une r-forme tensorielle sur E a valenrs
dans M et du type R = R'o k.

Démonstration. Soient =, 7., .. - % € 1, et démontrons que la r-forme
IT est du type R. Nous avons

HDg, oo D) = =(@(Dg=), ..., §(D,5,) = =(F 0§ o F(Dg)
oo, FTOF 0 F(Dgr,)) = =(I" 0§ 0 Dy(Fz), ..., F'o§o D (F,) =
= 7{l"0 Dyy 0 §(Fzy), ..., F'0 Dy, 0 F(I5,)) = =(Dygo I’ o
OF(F), o Dug © P 0 F(F=,)) = m(Dagg (§7,), . . ., Digy (2,)) =

= RO () =(G~, ..., 8%) = R(g- Y §*=(=, ....5,) =
= R{g- "} 1{=, ... =)

vl

Maintenant il faut démontrer que IT s'aunule des que 'un des vecteurs
*1 ..., % est vertical. Pour fixer les idées nous supposons =; vertical, Alors,
puisque I'homomorphisme & applique les vecteurs verticaux en des vec-
teurs verticaux, nous avons

M....s. .. )= m...,F'oFoFs, ... ==(.. ., O Fy, )=

g i

==(.... %, ...) =0,

Remarque . De ce qui précéde il suit que pour pg & G, nous avons
I'égalité §e D, = D,0g.

Conséquence 1. Si = est une r-forme tensorielle sur £’ et du type R’
a valeurs dans A, alors F*§*= est une r-forme tensorielle du type R = R'o ]
et 4 valeurs dans M.

3 CONNIXIONS INDUITES 443

r . TR 5 s s Yo
Conséquence 2. Si Il est une r-forme tensoriclle sur L de type 1§ et
& valeurs dans 1f, alors I'*I1 est une r-forme tensorielle sur £ a valeurs
dans M et du type K. 2 Jog Somilications
Dans la suite nous allons conserver pour M, R ¢t R’ les significations
4 N § . . s 0 1(\
du théoréme 1. Alors nous pouvons cnoncer ) : L )
Théordme 2. Soient & un homomaorphisme de E sur B fun 'rh‘,!ff m;m.l.
phisme de G sur (', I et I'' des structures presque-produtl associces a {!l I
connexions sur E ol E' respectivenent et 11 ane r-forme {('{rs[u'n'l!c dut }/;,
R~ R ohsur E ct & wvaleirs dans M. Nors la r-forme = définic par {'éga 1;
) - s - » : - o -

W = §*= est wne r-forme tensorielle sur I de fvpe R el & valeurs ,rl'clr';‘z:. M.
mon ] 30 ( ;e : par < limage
Démonstration. Solent g’ — Ig) olt g &G et notons par = ag

5 . s g 1 . N . g 5

du vecteur =; par Papplication §, ot /1= 1,2, ... r. Nous avons

= Del=, %) = =(D:(8=). ..., De(§7)) = =(G(Dsy)
oo QD = GE Dz, o, Ds) = R{g- YW1z, .. 5

NI P T S M
- R'(eN) (@), .. G = R Rl )
’ . . _ C e o - ‘ertics 1.
Maintenant, dés que Uun des vecteurs =, ..., =, disons =, est vertica
10US avons

Remargue 2. L'énoncé des théorémes 1 et 2 est conserve st nous
s i par &. o .
reml')lljlil%?::fs-nﬂ' ])‘ Si o est unc l-forme de connexion sur ] 84 .I' chf' {sz};it
des structures presque-produit associées aux dewy Connexions sur@:;wf. o
respectivement, et st I est un isomorphisme, alors la l-fon‘nr!m o J;T’cm /
E, est une l-forme de connexion et a(z) = I - m(?) j)qﬁf crgﬁ bm me'mn:f
langen! & E, oit o est la l-forme de la connexion induile par & en

de w'. _ o -,
Démonstration. 11 est clair que & est une 1-forme de type adjoint. Puis

nous avons 4| Ch. 1I:
é(z) = o' (G=)) = o IoFol(z)) = '(§FE) =/ - ofz].

3. Struetures presque-produit assoeiées aux connexions el automor-
phismnes

Soit une courbe C sur la variété I et notons par ¢ le transport paraliele
dans la connexion H donnée sur L, le long du chemin ¢. J -
Théoréme 4. SiF oest la struclure presque-produil associce a la comu}.?z. !
H, alors Fot —toF, ol nous avons nolé par t Uapplication of sa diffé-
E
renticlle,
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Démonstration. Soit le vecteur 7 e ['= L - Alors, nous obtenons
les relations suivantes :

Foif) FU(l- « 1=y = U172y -+ t(11=)) = (=) 1 H-=)
I e} =40 (14 H:) =10 (<)

pour un < arbitraire, ce qui pronve le theoréme.

Lin conservant pour I et /1 les notations du théoréme 4, & étant un
automorphisme de Tespace F, wous pouvons cnoncer le

Théoréme 5. Une condition nécessaire of suffisante pour gue & soif
un aulomorphisime de la connexion Hest que les aclions de & ef I soient com-
mulatives.

{Yémonstration.  1allirmation est une conséquence  d'un théoréme
relatif a la conservation des connexions par des homomorphismes d'espaces
fibrés principaux 2, mais on peut la déduire directement.

Nécessitéd, Sz =T+ L [Ix alors §0[() = FA(172) - F(H?) =
F(Iz Iz} = F(§(V)) + F(S() = Fo§(I- = =) = IFo&(z).
Swffisance. Si 2 est un veeteur horizental, nous avons
Fos(z) =80 F(z) =§F(— ) = — &(7)

et comme § est un automorphisme de Uespace I, le vecteur §r(z) est
aussi horizontal,

A Straetures  presque-produit intégrables  assocides  aux connexions
induites

Remarquons que le mot induit” a ici un sens plus large que d’ha-
bitude, comme on le verra plus loin.

Considérons sur £’ une connexion A’ avant Ia I-forme correspondante
o’ ct supposons que Uhomomorphisme % F — £’ est du tyvpe (f &), od
fii G = G est un isomorphisme. Dans ce cas & détermine (i4., Ch. 11} une
connexion H dont Ia I-forme est notée par . Dans ces conditions nous
pouvons énoncer le

Théoréme 6. La structure presque-produil associée a la connexion
déterminée par & sur E cn partant de ' cst tilégrable si et seulement si la
structure presque-produitl associée & la connexion H' est il égrable.

Démonstration. Notons par N et N' les tenscurs de la torsion COrrespon-
dants aux structures presque-produit associces aux connexions H ot H’
et par Q, Q' les formes de la courbure de ces connexions, Pour tout z < £
et tous <, =, &€ 7, nous avons ([4], Ch. 11}, /i - Qfz,, 7.) — O(F(=), Flm)).

Fasuite © (7, 7) = — L o(V(r 7)) o (), 5) — — 1 o (N (5(e,)
F(w)il 200 DYietr on déduit que Jt - o{Nfz,, w.)) {N(& (=), F(m)))-
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D fait que la dermére refation a licu pour toute paire de vecteurs
ltangents, il résulte que N =0 s ¢t sculement 31 N =0, cc qui prouve
le théoreme.

Solent sur £ une comexion {7 avaul la 1-fonue cortespondante o et
& L — I un homomorphisme du type (f ). ob !':1].)1)115':\1;101._1 fiV =
est un difféomorphisme. Dans cette situation lil]leilczlthli o (1&_{:1‘111111&:
sur £7 une commexion f7, dont fa 1-forme sera notée par o 4 (_,h. II;

Théoréme 7. La structure presque-prodinit associde @ la connexion 1
est intégrable si ol seulement si la structur e presque-produid assuciée a la
connexion H osi intégrable. . '

La démonstration de ce théorente est analogue 4 la demoustration du
théoréme G, (On cmplote bien entendu la relation centre les I-formes des
connexions /I et H") [4]. Ch. IL o '

Soient maintenant deux espaces fibrés  principaux (11“L‘I’(.‘ll.tlll!)1c:::;
ayant la variéte base ¥, E(V, G} et Z7(17, &'} et considcrons le produit fibr¢
[ ' Nous notons par §,(z, 27 — 2, Fofz, 2') = 2" les h()nlonzor])h1511105
canoniques de Vespace £ £ sur F et I, l‘('sl)qt'tl\'el}}ellt. En partant
des connexions H et M7 données sur les espaces l et -I‘. respectivement,
et avant les l-formes o et o', on démontre gqu'il extste une contexion
HT H sur E = E uniguement détermi{léfc, dont Ia I-forme sera notde
par ol 1« {4], Ch. II. Dans ces conditions nous pouvons ¢énoncer le

Théoreme $. Si les structures presque-produdd ASSOCTECS WU CONNEXTONS
H ot H' sonl intégrables, la struclure presque-produdl assocrdc @ la connexion
[T H est ausse Tnddgrable. oA . ,

Lémonstration. Soit Te oy Tespace tangent & LG4 £ au point (z, 7).
Alors, si nous employons la relation entre la I-forme de conuexion, la forme
de courbure de celle-ci et le tenscur de torsion de la structuare presque-
produit assocides & une connexion sur un espace fibré principal [2], on
obtient pour tous 7, = & T oy

e 4 o' (N [0 N7, 7)) = o(N(F (7)), Fi(m)) F o (N(&(z), Fu(zuh)),

ot N. N ¢t NTTTA sout les tenseurs de torsion fl“:"’ structures presyue-
produit associées aux connexions ff, H' ¢t HTTH respectivement. Cette
relation indique que si N = N =0, alors N = N =1 . :

Notons par L ct L7 les algébres de Lic des groupes G et G Tespecti-
vement. Une application 7,0 L — L s"appelle projection d'algébres de
Lic 3 s oclle satisfait aux deux conditions suivantes:

(3) () =5 el et
(6] mfadj (Mg)e) =adj - ¢ - =5 {(n), FreEG et R e L

= g . r . R
Siow E o K oest un homomorphisme et =, 0 L7 — I une projection
' H ! s - - 29
d'algébres de Lie, alors en partant d'une connexion H* avant ta ]—fo"rmg
o sur E', nous pouvans déterminer une conuexion ffosur Uespace h])l_’L:
F oavant Ia 1-forme o (37, La relation entre les formes de courbure 2, Q
des connexions ff et /' est
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Q- mEE0 — 0
oun
Q= —flo o -5F*, F* ']
s‘appelle la courbure relative (Ia courbure relative considérée dans [3)
diffre de la notre par le signe). Si .V et N’ sont les tenseurs de torsion des

structures presque-produit assocides aux connexions H et H' et 7, =,
des vecteurs tangents a l'espace £, nous pouvons derire

Q7 w) = — == " (N (), Fz)) — Q7= 7).

| =

Cette relation montre que st N = (0, alors Q = — Q" ¢t U'inverse. Donc
nous pouvoils énoticer le

Théoréeme 9. Une condition nécessaire el suffisanie pour que la courbure
de la connexion induife H cotncide avec sa courbure relative, est gue la struc-
ture presque-produil associée & la connexion H' soil mh'vmb!e

Théeréme V0. S'il v a wun sousfibré principal E'(V,G7) de Uespace
fibré principal E(V, G) lel que dans ses points les distributions H,. et H,
de denx connexions H ol H' sur E coincident, alors ces connexions coincident
sur E(V, G).

Démonsiration. ‘301t z un point arbitraire de espace I£ qui fait partie
de la méme fibre que 2" & L' il existe un élédment g & G, tel que ayous
r=1z'g Alors D, H; =H,, = H et D, H. = H:'g = H:. D'ici on obticut
H, = H. parce que H. = H., Maintenant il faut démontrer que la relation

H, = H. ne depend pas de la représentation du point z. Soit [4], Ch. 1I
s=s3g =z o0z, 5, €L ctyg g =G Alors il existe un 1 ¢lément g <0G,
tel que z;, = z'g, et donc nous avons g,g, = g. Il résulte que D, H, =

—=: 1) H;».,. — D D, H) =D, H. = D H. Ccla démontre uotre affir-
mation.

Conséquence. Solent I et I deux structures presque-produit associées
aux connexions H et H' respectivement, donuées sur Uespace fibré principal
E(V,G). §'1 y a un sousfibré principal E'(V, G') de E de maniére que
dans ses points les connexions H et H' coincident, alors les tenseurs [
et I’ coincident sur £,
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CONEXIUND INDUSE 51T STRUCTURLD APROAVLE-PRODUS ASOUTATE
Ruzwmnat

Se pun in evidenta citeva proprietiti geometrice ale structurilor aproape-
produs asociate conexiunilor pe un spatiu fibrat principal. Dintre aceste
proprietdti cele mai importante se referd la: 1) automoriismele unei cone-
xiuni si tensorul de definitic al structurii s1 2) clasa structurilor aproape-
drodus integrabile asociate conexiunilor induse.



