ASUPRA UNEI CLASE DE ALGLBRI NTEASOCTIATIVE
airi
VOTAMAS

Introducere

Problema generalizirii notiunii de algebrd Lie a fost atacata de mai
multe ori, indicindu-se de fiecare datd clase care generalizeazdi anumite
aspecte. Trecind peste acclea care se referdl la corpul de baza, citeva atrag
in mod deosebit atentia. Una dintre ele este prezentatadeN. Jaco bson
in 4, cap. IT] si ea constd in urmitoarele:

Fie 1 o multime de elemente din algebra asociativi d peste corpul P,
M se numeste slab inchisi dacd fiecirei perechi ordonate {a, b) din % < W
ii corespunde un v(a, b)) & ® asa incit:

ab + v (a, bla & M.

Si presupunem ci aplicagia (a, b) — y(a, b} este fixatd §i sd notim cu
@ 4 b= ab +~via, b)ba.

Sintem condusi deci la submulfimi inchise fafa de operatia 3¢, Este
evident cit daci +(ab) = — 1, mulfimea respectivii este o algebrd Lie si
daci M = A(ca mulfimi) atunci se obtine insisi algebra Lie corespunza-
toare algebrei asociative ¢l

Relativ la aceste structuri s-au demonstrat o serie de proprietifi inte-
resaite care generalizeazi pe cele corespunziitoare ale algebrelor Lie.

O altd generalizare a fost indicatd de A. Block [2]. Iata pe scart
aceastd generalizare,

Detinitin 1. O algebrd distributivd D se¢ wumeste S-algebrd stingd, dacd
pa, b, ce D esle satisfaculd tdentitatea

(s) ad(brc)=(a*b)¥c+b¥a¥c.

Algebra distributivi 9 se numeste D-algebrd dreaptd dacd:
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() (@ 3% D) ¥ c=a% (b +akc) b

Daci sint indeplinite (s) si (d) algebra D s¢ va nwmi D-algebrd bilaterald.
Se aratd cd (s) s1 (d) nie sint echivalente.

Definitia 2. Se numeste centru sting al D-algebrei @ multimea :

# w= fyfx @ D i x % a =0 peulrn lofi a & D) si ceatr dreft :

D = infr gD sf a ¥ =10 pentru loli a € I},

Se arald cd *5 este ideal diept st D% esie ideal sting in D

Teovema b Dacd @ esle o ®-algebrd stingd. atunci *D este idval bilateral
in @ igr DD esie o aigebrd Lic.

Demonstratia este datd in [2].

T eazul in care *@ = (), rezulta ci 9/* este izomorid canonici cu B
si deci @ este o algebra Lie.

Deci algebrele Lie siut cazuri particulare de S-algebre.

lixistenfa unor asemenea structuri algebrice poate fi aratata folosind
ccuatiile de structurd ale unci algebre.

Fie V¥ un spatiu vectorial cu # dimensiuui peste cimpul @ siey, s, .00 00,
o bazi. Introducem produsul vectorial v 3¢ v prin tabela:

Gk ek i =t
% ¢ =y ¢ a;,—'z‘l” i jk 1,2, ...,

Conditia (s) conduce la:
& ¥ (6 % o) = (6 ¥ ) % e + 5 % (5 # al
din care rezultd sistemul:

’ [ Y VR [ TR B e
() i T = i ¥ {ililss

Sistemul (s') este un sistem de 2* ecuatii cu #* necunoscute. El este o parte
din sistemul corespunzitor unei algebre Lie care este compatibil in anumite
conditii si deci existd @-algebre.

De fapt posibilitatea definirii unor produse vectoriale diferite si gene-
rale a fost indicati si de A. Climescu (3] intr-un caz particular.

Nota de fatd prezinti uncle observatii asupra altei clase de algebre
care generalizeaza atit algebrele Lie cit i algebrele Jordan, Pornind de la
o operatie introdusd de Albert [I]si Kantor [6] am introdus o
noud operatie in felul urmitor:

Fie algebra € asociativd si 7 (a, b), & (a, b) doud functii defiunite pe &

cu valori in corpul de bazi @. Introducem in & operafia:
@ b= hab+Fkba.
Daca st = k = 1, noua structura este o algebrd Jordan. Daca h=1k=-—1,

algebra este algebrd Lie.
Subspatiile inchise la (« + b) ¥ ¢ gencralizeazd 5.t.L. $i St.). 5
numite respectiv sisteme triple Lie gi sisteme triple Jordam.

-
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Cousiderind submultimile lui & inchise la (3) se obfin niste structuri
algebrice care generalizeazdi multimile sfab inchise considerate de XN,
Jacobson in [4, cap. IT].

Noua algebra a spagiului & am numit-o G-algebra iar mulfimiic slab
inchise, multimi slab inchise geuerale.

Observatiile sint grupate in doud pargi. Partea I, Mulfimi slab inchise
generale si Partea a Il-a, G-algebre. Cu studiul subspatiilor fuchise la ope-
ratia - vom reveni in o Notd ulterioard. Generalizirile precedente, evideat,
sint cazuri particulare de G-algebre. Si observdam caincazulk =1 -/
G-algebra este cunoscutd in literaturd sub denumirca de algehra cvasi-
asociativd [7, cap. IIIT

L. Muliimni slab inchise generale

Urmind o idee alui N. Jacobson {4, cap. 1] introducem notiu-
nea de mulfime slab inchisi astfel:

Definitia 3. Numim slab inchisd genevald submulfimea M a algebrei
asociative Q, dacd pentru doud Junefii fixate h, k de dowd variabile a, b

hab +kbaesm a, bhem

Qi notam cu ¢ % b= fhab4-kba.

Submulfimea % se numeste subsistemn dacd pentru orice ¢, J E X
c ¥ de . Dacd pentru fiecare a GM, cE R, axcaG R sau ¢ ae R
atunci ¥ se va numi ideal sting respectiv drept al sistemului 2.

Este evidentd definitia idealului bilateral. Avind in vedere cii insasi
algebra & este un sistem slab inchis, in cele ce urmeazd vom folosi termenul
subsistem fara alte preciziri, in loc de sistem slab inchis general.

Obscreatie. Vom presupune ci /fi(a, b) sau k{ad) nu se anuleazd pe 0.

Deofinitia 4. Fie m o submulfime a algebrel asociative €. Se mumeste
algebrd asociativd infasurdfoare W* a submaltimii M| subalgebra lui A gene-
ratd de M.

Se demonstreazda fard dificultate ca i in [47 urmatoarele teoreme:

Teorema 2. Dacd a este un clemend al subsistemulut M atunci ={a}*N\ M
este subsistent in M st ¥ = {a}*.

Teorcina 3. Ducd @ este subsistem in | st a < M asa incit g% aes Q*
pentrue orice ¢ = @, atunci

¥q = a@* L Q%

Teorema 4. Fic & un snbsisten i sistemunl W, care are proprielulea cd
Q¥ este nilpotentd si QF 5= M*. Atunci existé a € M asa ca a & & dar
g * ae QF pentrn fiecare element g din &.

Aceste trei teoreme sint folosite peutru demonstrarea urmditoarei
teoreme foarte importante:
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Teorema 3. Fic W o subnmudlinie slab-inchisa in algebra liniard @ de
dimensiune finitd si senpsimpld. Presupunem o fiecare a < 9 oslc il patent
adicd existd wn mumdr natural k asa ineil a*—= 0. Mtunci M* este nilpolentd.

Demonstratic. Presupunem & simpli. in acest caz, dupd una din cunos-
cutele teoreme ale tui Wedderburn, @ este izomorfd cu algebra transformi-
rilor liniare ale unui spatin vectorial de dimensiune finiti peste acelasi
corp.

Si identificam d cu algebra transformarilor liniare ale spatiului liniar
5 adich sia cousideram elementele din @ drept operatori peste 5. Tie &
multimea tuturor subsistemclor € din % care au &% nilpotenta.

Printre acestea existi un subsistems pentru care algebra asociativii
infasuritoare are dimensiunea maxima, fie el . Tivident 9% este diferitd
de zero, pentru ca daci ¢ & B, atunei dupd teorema 2, {a}* este subsistem
in M si fiind mulfimea polinoamelor ¢u termenii liberi egali cu zero in nede-
terminata a carc este nilpotent, insiisi (al* cste nilpotenta. Asadar &% este
mdcar un fat ¥,

Avem totdeauna 9% C %% Demonstratin se va termina dacd vom
arata ¢ 9% = .

Presupunem contrariul. Atunct, conform teoremei 4, rezultd ci existi
un me W siom & 9* asa ca, p ¥ o e 8* pentru toti pe £ Pe de altd
parte, dupi teorema 3, pentru orice s & & si p* € 8% avem:

s(p” <) = s(m.p;+ pi), cu pysi pl e A
Fie §, subspatinl lui § format din vectorii de forma sp* cus & 3 sl p* < 9%,
Atunci &, 50 si incd $pm = $,. Dacd € este multimea clementelor T din
M asaca & T< §, € estc un subsistem care contine sistemul 9 si un ratio-
nament direct arati ci €* este nilpotentd, adici €* & @. Din observatia
ci &m< §rezultda me € si cum m g &, rezultd cd dim &* = dim &%,

Dar aceasta contrazice alegerea lui & din & si prin urmare % — |*.

Cazul semisimplu se reduce la precedentul.

Teorema 6. Dacd M este o submuliime slab-inchisd generald in algebra
transformdrilor liniare a spafiului vectorial V de dimensiune finitd, existd
o bazd in V incil matricele elementelor A & M sd fie niltriunghinlare.

Demonstrafie. Avind in vedere ci elementele 1ui W sint operatori,
urnieazi ci si clementele Ini #* sint tot operatori. Ca si in tenrema pre-
cedent, avem

Voo Vi

$a notam cu F(m*) = (Voreym*: Daca V - ;% =£ 0, urmeazd Vir* D
OV (m*)? s.a.m.d. Se obtine sirul:

Vo limEro VAR D D Vm) - D Fmr) = 0.

$d alegem acum baza ¢, €, ..., ¢, in IV aga ca (¢r, .., 0,,) 82 fie baza
i )=, o), oo s, oo v) 0y 3a) 0 Vm*)Y 2s.amd. Avind in vedere

incluziunile de mai sus rezultd ci matricea corespunzitoare clementului
A din 7 va fi niltriunghiulara.

-
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~ Teorema 7. Fic W o submndlime slab-inchisd intr-o algebrd  asocialivd
si fie 0 ideal in M iar J% si m* algebrele infasurdtoare respective. Adunct
,}]?:;:(L'J':::)k g (J:i:)k m::: B (("‘:;:)k’
(J¥)E g O () 4 (OF)
(mﬂ: J:::)Ic g m:i: (J':::)k, (“Izia !m,::;-l '_—_ (“, :;:)' m:}:-
Demonstragic. Conform teoremel 3din / sag d undeie d, a €,
rezultd ¢ J%a T alF 4 JF
De aici urmeazd ¢ daci a,d. ... ¢, & W atunct S, ..o, C W 0* +
BO* sl dect JFmE ComFaF o O
Acum, folosind inductia rezultii:

((‘j =:=)ic o ("pk)k + (J:i:)-'\ .

Avind in vedere ¢ J este ideal sting, rezultd incluziunea a doua. Inclu-
ziunea a treia este evidentdl pentru & — 1. Avind loc pentru un % oarecare,
putem scrie

(,mr-k J a‘=).‘..-. 1 (mr-;: t-, e _I'I' W{:-;: S

?][:5: :“’:3).'. mf:a ("':: I': ﬂf:5= (’.U[:k l‘]>::.l.- L] "]:k -.) !“* C
=l A

Aualog s¢ aratd sioa doun incluzinne.

Teoremele precedente ne permit s demonstram:

Teorema 8. Fic m un sistem slab-inchis general si fic O ideal in 9
asa ca fiecarve element din O sid fie wilpotent. Atunci 9% sideci 1<) este con-
finul in radicalul & al algebrei Wm*,

Demonstrafie. Mulfimea 3% % - J* este ideal pentru ¢d o (% J* |

1 L‘l:}::l C m‘ﬁ . Hl (mzk “,:‘,: _{_ t'{:’,:) mﬂ: (; m:{: (mziz t'[::: - (']151;, 5 m:k l‘l:I: 1 ‘J'* {0

= g% 4 O

Afard  de  accasta (@ J* - J%) C o I* - (JF)F Dupd  teorema 3,
J* este nilpotentd. Putem deci alege £ asa fel incit (m*J* 4= F5)* C gp* I*,
Dar (g J*)* C gp* (J¥)* si A poate fi ales asa fel incit (9* J*)" = 0. De aceca
idealul m*J% = J* este ideal nilpotent, deci este conginut in &. De aici
urmmeazd ci J* s decl si J sint continugi in &,

2. G-alyehre

Fie algebra asociativid ¢ si o o -algebrd atasatd pentru /2, & functii
fixate. Fste clar ¢ unei algebre @i se pot atasa nenumiirate G-algebre.
Urinind o cale paratela cu cea de la algebreie Lie san Jordan sd introducem
nofiunile de radical i nilradical al unei G-algebre,
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Fie A, st A, subspatil ale algebrei .1 . A, (N Aygio Ay A, sint subspa-
tiile cu infelesul obisnuit. ) \ _ (
S3 definim A, 3% A, sabspatiul tuturor ¢, % ., & edy = 1, 2,
(Rezultd deci ¢ elementele suhqut.iu}ui .41% A, sint sunic finite de forma
Sa Hay. uoay e, Se verifica fard dificultate ca:

Ay e dy) 3y s TS PSR T P
(AN ) # A © (A% A5 0 (L% dqh

Definitia 5. Se nomeste G-ideal al G-algebrei A wn subspatin O pentri
care 3% A C I S RN op T e
Jy st fiind G-ideale, 3,0y, <y Jdy i Jixeds sint tot G-ideale, in A

in particular, dacd considerdm sirurile :

a) sirul derivat:

ACHA) =A% AC A" =A"%A4"C... CA¥=

AWah e U= O,

b) sirul central:
JCdt=AdyrdCAr=A%AC...C (A=A A C L

clementele lor vor fi G-ideale in A. .

Definitia 6. O G-algebrd se numeste rezolubili dacd existd un I pentryt
care AW =0 si nilpotentd dacd existd k asa incit A% = O (I i k mumere
naturale). . } ‘ : .

Orice G-algebra nilpotentd este rezolubila, In adevir Ai % A7 C A"
avind in vedere definifia i folosind inductia. De aio, i1 cum A este
din sirul derivat, nwrmeaza

3 U
A A

. ~ Ik . _I. . 2 - N . .
si dacd A este nilpotentd cu AY = 0, atunci AW =0 s deci A este rezo
lubila. o o .

tn cazul asociativ aceste doud wojluel e confunda si de aceca cle sint
proprii cazului neasoctativ. .
Teorema 9. Orice subalgebrd st orice vmnagine omonorfd a unei G-algebre

rezolubile (nilpotente) este rezolubild (nilpotentd). e
Demonstratia urmeazd o cale analogd cazului asoctativ avind in vedere
ci dacd 2 este omomorfismul considerat, atunci
(A®) 2 = (A a)¥ si
(A2 = (da).
Teorema 10. Dacd A confine un G-ideal vezolubil J asa ca A[J sd fie
rezolubild, alunei 1 este rezolubild. . ) o
Denu,m-s!m,[[ﬁ. Vieo:d - AfJ, atunci (A®) g == (A )it = (Afn)h =0,
dacit / este sulicient de mare. De aceea Al .

1
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Dacd G-idealul o cste rezolubil, atunci J% — @ pentru un & oarecare,
De aceen, din A® 0 rezulta ¢ AVER COW = () s ol este rezolubila.

Teorema L. Swma oricdror doud G-ideale rezolulile (nilpoicnie) este
din aote un G-ideal rezolubil (nilpolent).

Demonstratic. Fie J, i, doudl G-ideale rezolubile. Dupa teorema de
izomorfism f, (} <, este G-ideal in ) 1

(fy £ I 22 0,00, )

S ) I, este o G-algebra rezolubild find imaginea omomorta a G-algebrei
rezolubile ¥, Cum ¥, este G-ideal rezolubil, atunci dupd teorcina 10 este
de asemenea rezolubil si ), 4 .. Pentru G-ideale nilpotente demonstrafia
s¢ poate face la fel ardtind dircet ¢d existd v m asa ca (O Ty =1,

Teoretna 12, Dacd G-alzebra oo are dimensinnea finild, atunci existd
e G-ideal resolubil (nilpotenty care confine pe oricare alt G-ideal rezolibil
(nilpotent).

Denonstraite. e R G-idealul rezolubil de dimensiune maximald in
A (G-idealul nilpotent de dimensiune maximala si-1 notim N). Din teorema
11 rezultd ¢a daci J este uun G-ideal rezolubil (nilpotent), atunct R - J
(M -+ ) este de asemenea G-ideal rezolubil (nilpotent).

Dar R 4 J =R 4 J =N fiinded R respectiv R are  dimensia-
nea maximd, deci J TR, (T N).

Detinitis 7. G-idealul R se numesle radicalul G-algebrer A, lar G-ldea-
ful N nil-radicalul G-algebred (1.

Nil-radicalut G-algebrei 4 este confinut in radicalul ci.

Ca de obicei, dacd Q = 0, adica dach G-algebra 4 nu are ideale rezo-
lubile diferite de 0, G-algebra A se¢ numeste semisimpld, Dacd G-algebra
4 nu are G-ideale diferite de 0 si o si dacd A* 5= 0, atunci G-algebra sc
numeste simpla.

Ohservatin 1. Daca G-algebra 4 este sinpla dar R radicalul sdu, atunci
san R =0 sau 4 = Q.

Dar dacd A = ®, atunci B2 C R s1 R? este G-ideal aya cA R = A* =0,
ceea ce contrazice ipoteza si deci R = 0, adica din conditia de simplitate
rezultd cemisimplitatea.

Observatia 2. Daci QR este radicaiul G-algebrei o atunci orice G-ideal
din AR are forma J/R, unde ¥ este G-ideal in A, Dar J este G-ideal rezo-
lubil, conformi umei teoreme precedente, de aceea JC R si J/R = 0.

in felul acesta G-algebra AR este semisimplad.

Teorema L. (generalizarea teoremiel lui Eugel). Dacd A este o G-algebrd
si fiecare element a = A cste nilpolent, alunci algebra asociativd infdsurd-
toare A* este nilpolentd {J este semisimpld).

Demonstratia este imediati, dacd aplicim teorema 5 in cazul cind
=4

Este intercsant ¢i teorema 13 generalizeazd si o teorema analogi celet
lai Ingel pentru algebra Jordan datd de Albert [1]
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Fie acu .1 o G-algebri gi prin analogic cu cazurile concrete cunoscute

si definim aplicatin ad a prin
ada;x —x Hu

si sa o numim aplicajie asoctatid a lui A in .

Teorema 13 poate fi formulatid st sub forma:

Teorema 4. G-algebra A de dimenstune finitd cste nilpolentd, alunct
si nuwmal atunct cind endomorfismul ad a este nilpolent pentru ficcare a & A.

Demonstratie. Dupd cam rezultd din definitie, G-algebra A este nil-
potentd dacit existd N asa ineit

(... (lety # as) % ay) - % ax) =0 pentru orice o; £ 4.

D¢ aicl urmeazd ¢i

(.. ((v % a) ¥ a) ... %a)=0, unde a intra de N — 1 ori,

Dar aceasta este echivalent cu {ad a)¥~! = 0.

Reciproe, dacdt ad ¢ este nilpotentd pentru ficcare a e A si - are
dimensiune finitd, atunci ad 4 {mulfimea tuturor ada cu ae o) este o
G-algebri peste algebra asoclativd a transformarilor liniare ale spatinlui
liniar 2.

Fie ad « si ad 0 & ad A, Atunci:

(ad ¢ ¥ ad b)y = {hrada - adb J-hadb.ada)y = (hada - ad by -

b ad boad @)y = ha(by) + kblax) = (hab + kba)x =¢ - x.
1
fiinded hab = kba = ce o st deci avem ¢ - x =ade¢ - ¥

Cum presupunem ad ay nilpotentd pentru orice aye ., urmeazd cd
G-algebra ad .1 are toate clementele nilpotente si atunel din teorema &
rezultd (ad .1)* nilpotentd si prin urmare existi un N asa incit produsul
a N elemente si fie nul — ad oy % ad @y 3 ... % ad ay=0 — pentru orice
a, & st dect

(oo (@3 a) ¥a). .. xay) = 0 si deei AYF =0,

N

Ca si in cazul algebrelor lLic, obtinem urmitoarea caracterizare a
nil-radicalului

Teorema 5. Fie d o G-algebrd de dimensinne fould. Atunct nilradicalul
N poate fi caracterizaf astfel s pentru orice as N, ad a este nilpolentd si
dacd o este un G-ideal din A asa incil ad a este nilpotentd pentru fiecare
a e, atuncl O C AR

Demonstragia este evidentd, daci se are in vedere teorema 13.

=X
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SUR UNE CLASSE DVALGERRES NONASSWIATIVES
Résume

ln partant d'une opération introduite par Albert (1) et généra-
lisée par Pauteur, on introduit la notion de G-algébre qui est un espace
vectoriel sur un corps @ fermé an produit vectoriel

a ¥ b - hal &R ba,

ik ¢tant des fonctions d'argument vectoriel a valeurs dans &, On démontre
certaines affirmations analogues a celles sur Falgebre de Lic [4] et celle de
Jordan 7] ct on donne des généralisations de certains théoremes classiques,
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