ASUPRA COMUTATIVITATII SUPERPOZITIE]L
FUNCTITI,OR BOOLEENE
81 UNELE PROPRIFETATI DE TTERATIE ALE ACESTORA
DE

I, SIMOVIUT

1. Introdueere

Chestiunile tratate mai jos prezinti o importanfi teoreticd si practicd
in studiul si proiectarea anumitor tipuri de circuite logice. Se pun in evi-
denti o serie de proprietifi pe care le manifestd functiile booleene in pro-
cesele de superpozitie precum §i corespondentul practic al unora din ele.

2. O conditie necesarit si suficienti de superpozitie comutativit a fune-
tiitor hooleene

Fie B = {0, 1} o algebrd Boole cu doud elemente si functia f: B* — B.
Adoptam notafia uzuald (aditiva s multiplicativi) pentru cele doud ope-
rafii binare ale algebrei.

Tie a, b = B. Vom nota:
a@®b=uab-+ab.
Daca punem:
o= f¥y, oo X 135 fo= Ao, X, 0) avem urmitoarele iden-
titdfi evidente:
(1) 1®5==x,
(2) flag, .. %) =01@® (1® xfo

Identitaten (2) rezultd imediat facind », = 0 si apoi x, = 1.
Vom nota:

fong = flay, oo, Xy 8l00s o0 X)) unde g: B" » B.
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Din (2) rezuita:

(3) Joug gh®@ (1@ gl
Dar g se poate pune sub {orma:
(4) 8= Y & @ (1 @ xaz)glj'
Din (3) si (4) gasim:
(5) j.oilg [ ".ugl @ (] ('B 'l".--:'gﬂ_.fl @ l @ '\-”‘_.\-_;-1 ('B (l @ 'I"'..:!'.-‘?ll. 18

Lfectuind calenlels in (3) obfinem :

(5) Jong =L@ e ® o D Lo ® S0 @ 20
Avem urmitoareic proprietagi ale operatiel de superpozitie :
(6) {(fougbosh = fou(gouh),
(7} g@h o.f ~gonfDho,f.
Folosind identitatea f, — fo, 8, avem si
(8) Joulg® ) =f0,8® fo, 't @ f0,0.

e e e
PEgbe S0 v Coljditii,a\'ﬂllf: (3], distributivitate slabd Ia dreapta.
(®) fong =2gouf
Utilizind (3°), relatia (9) devine:
W @) (6 B L) Dok @S ®ES =
= (/i ® S5 D &) B fag0® &0 D fogs

sau:

{10) Jo® 8o /1 & g ® fogy = 4.
Egalitatca (10} se poate pune sub vua din formele ;

(107} fu:'-gul = e':"lf_l

(10") éu?uf_: ':"_r‘:’lfufl +fn§_ué-.’m1 'Ir‘J?Lé’uET] = .

Ya Iy R [ ) . '
- Pe baza egal!t‘}‘givl (107) sc poate formula un algoritm simplu de veri-
leare a comatativitdfii superpozifiei cu ajutorul hartii Veitch

Notind : .
11 o =
(11) = 8) =fu ® 81 ® 2@ S

obtinem

—_—
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Propozitia V. Condifta necesard si suficientd  ca funcgiile boolecne f
si g sd fic superpozabile comulativ este ca expresia =,(f, &) s fic identic egald
cit zero.

Vom pumi functia =, (/. g) : B"~! — B, permutator al funetiilor f si g.

Pacd punem:
- 23z - e s 3 )
A= ((E G ENEE B U G G = 0},
pentru restrictiile functiilor fsiog la ol avem proprictatea
f ] On g“ = g. 1 cu-.fl El
importantd din punct de vedere practic.
3. Diverse proprietiti ale permutatorului

Demonstrarea cgalitapilor de mai jos se bazeazd pe expresia (11) a
permutatorului si o omitem:

(12) EAVE IR

(13) = (£, 0) = fw

(14) g @®h ==l g ®r (L)@ /]

(15} mlfig =@ r(fgh) @ mf g @ (Sl =0,
(16) m(fgordfa=f®hd L

fn continuare vom considera citeva consecinte ale egalitafilor (12) —(16).

Avem nevoie pentru aceasta de definirea unei clase mai testrinse decit
cea a functiilor unate (6. Astfel, o functie pentru care fy= 0 va fi numiti
total pozitiva, iar o functie pentru care fi =0, total negativd in x,. O
funcfie total pozitivd sau total negativa va fi namiti total unatd in x,.
Vom nota:

Ci=i{gig: B" = B, go.f=/fon 8}

Propozitia 2. Condifia necesard si suficientd pentrit a avea simaltan
pe (g & (] este ca Juncfitle f si f sd fie comutaiiv superpozabile.

Intr-adevir, relafia (16) se mai scrie:

(16’) T:n(fP g) i "Tn(f»' g) _ﬁu(f’f)'
Acest fapt rezultd din (14) facind g = f si A =1 Obtinem astfel:
7":n(f-'f) i B fl' @.’I \.lj l!
ceea ce justificd (167). Este clar ca g= L7, g = Cimplicd =,/ 8) = =/, g} =

— 0, ceea ce, conform eu (16, revine la =,(f, f} = 1.
Dacd [ e comutativ superpozabild cu f, din ¢ & ¢} rezulti g = C7.
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Mentiondm i o consecintd imediatd a relaiei (16'):

(16”) (/. 8) + 7l &) + mu(f &) + = (] &) = 0.
Propozitia 3. Dacd oricare tret din apartencntele g < C}*, he Cr
gh €Cy, g h & C} sint valabile, alunci si a patra ¢ valabild.
Afirmatia ¢ o consecin{d imediati a relatiei (15).
Propozitia 4. Dacd
f—_—fl @f:*. & ... @f-.'p 1
atunci . = (¢, Y = mle, [ @ ... @ m(e, fapmi)
Faptul sc stabileste prin inductie asupra i p observind ¢i pentru
p =2 avem duapi (14):
"-"u(c’fl @ f‘.& @ jS) :n("’fl @f‘.‘) @ T'C”(g,fs) @ '—3[} =
i T:”(L’, fi) @ :n((':f::) @ Co G-) n,,(e,fs) G’) €y =
:n("'vfl) @ :,‘(G,f-_,) @ '::"(e, fs) etc.
Propozitin 5. Fic f folal pozitivd in x, si g: B* > B astfel ca =,(f, g) = 0.
Atunci, oricare ar fi 1: B* > B, avem :

mlfogh) = 0.

Intradevir: =,(f. gl =gl ® f) = 0, caci fy =0,
APOI "Tr:(f! gl‘") - gu""u(i @ fl) - ko“,.(f: g) — 0

Consecintd, Se aratd [2] c& mullimea funcfivlor booleenc poate fi orga-
nizald ca un inel fald de operafiile ,,®" st ,,"

Conform propozitiei 5, oricare ar fi g: B* - B, avem gC*c . In

- A~ A : } j ’
plus, ficind in (14) fy, =0, din g,k €C; avem g @ h € cp.

Putem conchide ci, condifia necesard si suficienld ca C; sd formeze
wun ideal in acest inel esie ca [ sd fie tolal pozitivd in x,.

Suficienta a fost ardtatd mai sus. Necesitatea rezultd din (14), obser-
vind eca, pentru g EC;‘, h eC}', avem si g @ s Cr, cind Cj" este ideal,
deci :

mu(fog @ ) = fog8) = m(f ) = 0,

ceea ce atrage: f, = 0.
4. Proprietiti de iteratie ale funetiilor hooleene

54 consideram prima iterata in raport cu variabila x a functici f:B*—B
pe care o notdm:

»
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itery, f = for f.
Din relatia (5) gisim:
(17} iter, f = x,(/i @fNHNH @[ @ [ufo® fo @ ful
= xl /L D fo} ® fi S0
Relatia {17) se mai scrie:
iter, [ = fifon - ifo +FiTo) -+ xalfidu + S Un -+ o)

Dupa unele transformiri simple gisim ¢

(]‘8) iter, [ =y (fl -+ fll) St —-‘_"uf! fn ]
Din implicatia f, fo = fi = fo. (18) se mai serie:
(19) iter, [ = ¥, (f] - fo) T fito

Obtinem astfel : . ] _ "

Propozitin 6. Prima dlerald a oricarel functii booleene este o functie
pozitiva in variabila asupra cireia se face ilerarca. )

Tie acum f: B* — B o functie monoton crescatoare in x,, cu alte cuvinte
o fuuctie peutru care!

(20) Jo=h
Relatia (20) ¢ echivalentd cu una din:
(20% L+to=ln
(207) fifa= 1o
Din relagiile (18}, (20), (207) rezultd
(21) iter, f=x,fi + /o

Relatia (2} ne da:
(22) f__ ‘rufl + '_tlrfﬂ = xn(fl —I_fl)) + }nfll e xnfl T f(l'

Egalitatile (21) si (22) ne permit si enuntam: e

Propozitia 7. Conditia necesard i suficientd pentru a aved councy en}a
primei iterate cu tusdsi funciia asupra caraia e face iteravea, este ca aceasia
sd fie monoton crescdtoare in variabila de uerare.

Suficienta a fost doveditd mal sus.

Necesitatea rezultia astfel:

Daci f = iter, f, avem din (2):

(i ® fo) ® fo= xa{f1 D fol ® fof1r
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ceea ce ne duce la fy, — f,f), adicd la implicatia f, — /,.

Mentionam aici o7 ; . A
tiondam aicl un rezultat obfinut de Lyngholm si Youngfrau [5)

care se poate reglist din consideratiiie de mai sus.
Propozitia 8. licrarea funciiilor booleene este tnvoludivi ;

Vom pune iter? f = fo, iter, f = iter, fo, f.
Cu aceasta, din (2} si (19) avem:

iter} [ == (iter, /) (f; @ o) @ fa
"'u(fl @fu) GBflfU(_fl + fu) @fu == -\'n(fl @fu) @f‘) =f

Mai remarcim cd, in cazul functiilor monoton erescitoare:
24) —i iter?
(24) f=iter, [ = iter? f.

In general :

focind m = 0 {mod 2)

iterl™ f = 3
iter, f cind m =1 (mmod 2)

5. Corespaadentul unora din p Zitii i :
. ropozitiile anterioare -
matelor propozil anleripare in leoria auto-

- ] - . . .
. I‘leI{I un ua_tlton‘lat avind B ca mulfime a stirilor, iar ca multime de
! rte:rtl-“: x = B*71. Functia de tranzifie a starilor va fi F: B""1 X B - B
A ge stari ale automatului vor fi presupuse accesibile. .
o b‘i‘:‘i',lfri g ara}ltomatulm va fi numitd stabild [5] daca, peutru orice
t:_' \tas; fel ca I'(i, p) = ¢, urmeazd f(, ¢} = ¢. Un automat ce are numai
stiri stabile va fi numit asineron.
- Dl‘n.punct‘de vedere leiC: automatul A introdus corespunde unei rejele
ce lunctioneazi secvential avind # — | intrari si doud stari. Un astfel de
autoi"_l‘l_at va fi numit automat boolean: 4 B.

N \ 3 = K ) P 3 3
1 te acum ¢ € K = B" !si sd presupunem ci automatul are starea o
a4 un anume moment. Starea urmitoare va fi:

(23) 8 = Fli, o).

Ill (.Olltil]ha ¢ m t,. $ ]
€11 ]]d daceeast ll]tr L, 5 r
; e = 1311 are i, tl ea Zlut()lnatulul evo

(26) v =1IF, B) = Fo, F(i, x) =iter, F (¢, 2).

! 2 ( )

¢ = iter, F(i, a) = F(i, «) = 8.

"y " M M
Invers, fie un automat boolean asincron, pentru care avem dect:
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F(i, Fi, p)) = F(i, p). sau
iter, FF{i. p) = I'(i, p)-

Propozifia 7 nc permite atunci sd cnunfam urmitorul rezultat

Propozitia 9. Conditia nscesard st suficientd ca un AB =d fie asincron

este ca funcfia sa de franzific sé fie monoton crescatoaic in variabila stare.
Pentru tipul de automate introdus aici, propozitia 8 ne ofcrz o infor-

magie asupra cvolafiel periodice a acestora.
Tic » & B starea la momentul n — 1 a auntomatuiul, cu intrarca 1.

fn urmitoarcle momente starea evolueazd astfelb:
ay = I7(i, %),
2, = F(i, %) = Fo, F'{i, =},
ay = F(i, 2} = Fo, Fo, I'{i, 2).
Dar F fitud o functic booleand, din propozifia 8 gasim:

Propozitia 10. FFie = starca uni AL la momentul . Sturea automa-

tului la momentul n - 2 coincide cu starea la momentul i,

[
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DI LA SUPERPOSITION DES FONCTIONS

LR LA COMMUTATIVITE LYY i
PROPRIETES D'ITERATION

BOOLEENNES ET CERTAINIS
Rézumé

Dans cette Note, on donne d’'abord une condition nécessaire et suffi-
santte de superposition commutative des fonctions booléennes d’oit l'on
peut déduire certaines conséquences utiles pour I'étude logique des circuits.

On étudie ensuite les propriétés d’itération des fonctions booléennes
ot 'on ¢tablit leur correspondant dans la théorie des automates finis.



