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Finally the exterior derivative of (3.2) will be

P p--1 p LT . ~ pal B o
d(dw(-‘gkl) = Vi.Vy f(iﬁfn’j,.,.;,, dSU---ip = y. ¥, f;.-'k.r i d Sy -dp
so that by (0.9)
r
(3.5) d(d m_:;';l':] =,

which is thie property No. 5 Poincaré’s theorem,
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TENSOR-INTEGRALA “1 DIVERENTIALA EXTERIOARA

I =PATIT PARALPLYABILLE
Ruztimat

In prezenta Notd autorii definese tensor-integrala intr-un spatiu para-
lelizabil cu ajutorul relatiei (1.3). Tensor-integrala unui tensor are de ase-
menea caracter tensorial. Se objine generalizarea formulei lui Stokes pentru
tensor-integrald datd de (2.1). Definiud formele tensoriale de grad p prin
relatia (3.1} precum si diferentiala exterioard a acestora prin (3.2), formulele
lui Stokes capitd expresia simpli (3.3). Diferentiala exterioari astfel defi-
nita satisface proprietatile 1)—3) din § 3.

DEFORMAREA PLANA TERMOELASTICA
A MEDIILOR NEOMOGENTE IZOTROPI

ER 1S

DL IESAN

Consideram un mediu elastic izotrop care ocupd o regiune finitd, simplu
conexd S careconstd din reanirea domeniilor 5;(j = 0,1, 2, ... m), dome-
mul S, fiind multiplu conex, mirginit de curbele inchise £;(; = 1,2, ...,
m—+ 1) suficient de netede ¢i fard puncte comune, dintre care L, contine
in interiorul siin pe celelalte. Domeuiile S$;(j = 1,2, ..., m) sint simplu

conexe, disjuncte, mirginite de curbele Ly = 1,2, ..., m). Tie L fron-
tiera lui S, Presupunem ca mediul elastic ce ocupd domeniul S;(f =
= 0,1,2, ..., m) este omogen dar trecind de la un domeniu la altul pro-

prietdfile elastice si termice se schimba. Notim cu £ si o; modulul lui
Young si cocficientul lui Poisson pentru materialul din  domeniul
S5i{7=0,1,2, ..., m). Fie &; coeficientul de conductivitate termicd cores-
punzitor materialului din domeniul 5, iar «; coeficientul de dilatare termicd
liniard. Considerdm cazul in care temperatura este stationard si nu avem
surse termice. Presupunem corpul liber de tenstuni extericare.

Alegem un reper cartezian rectangular x0y cu originea in S,. Vow
nota cu #;, 1; componcntele vectorului deplasare in domeniul S,

I. Determinarea variatici de temperatord

Fie 75 variatia temperaturii mediului din §; fatld de temperatura din
starea nedeformati. Idacd temperatura este prescrisi pe frontierd, problema
revine la determinarea functiilor 7 care satisfac 1]
(1.1 NP0 i S, (j=001, oo, m),
{1.2) o= 1; pe L;,
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) T oT; .
(1.3) lcu?———"=fcj--£pe a3 (6 S i
d#n o
(1.4) Ty=fls) pe Ly
o? L . . . .
unde A = — - — jar f este o functie dati a carei derivatd in raport
dx®  0y?

cu arcul s verificd conditia Hélder (H).
S3 aritim unicitatea solutiei acestei probleme. Din (1.1)—(1.4) avem

B g - j‘“ . ’_ . s .y
(1.5} Tg(ft’nfoa—‘*"’jfjd—r?)ds=\/c“10()—j—qzis——-

w=ih. an on ) dn

fi i
ur o a'j‘ ag* » 0?‘ 2 a]‘ a
= A-.]-m—’:i‘—& b 970 4o o AT o (0T e g —
R Y e [ R o e
(N1 I”,_] '\J e
-—ft‘o\ f&]dszo,
3T on

Lm-é—l

tinind seama c3 n este normala exterioard la L.

Daci in (1.5) facem [ =0 si deoarece &; > U, rezultd 1; = constant.
Din (1.4) rezultdi ¥; =0 s deci unicitatea solutiei.

Vom presupune c¢i unghinl format de tangenta la curba L;(y =
= 1,2, ..., m—+ 1) cu o directie fixa verifici conditia H.

Cautim functiile necunoscute sub forina

. L e 1

(1.6] 1P} =3 g aBln=ds, P =S,
f=t. ¥
[:,f‘.

unde r este dist.anta de la punctul P pind la punctul £ de pe contur iar
cx(t) sint functii reale ce verificd condifia H.

La traversarea comturului Z;(;j =12, ..., #m) functiile (1.6) sint
continue. Avind in vedere (1.6), rezulti ci pe conturul L; avem

I {g‘o= 7 25 (L) _;_’“'2"‘&9#([’)(:05 ‘pds,

= Yo
(1.7} Lk
a]‘ e | cos q)
| = — oo tl At s,
l ‘au‘j PJ(:)‘*‘QSP&() ”o ds

Ly

—

unde functiile din (1.7} se referd la un punct £, al curbei L, ry = #{¢, %)

. * . 3 . . . . R
este distanta dintre punctele ¢ si ¢, iar ¢ este unghiul dintre direcfia fyf
si normala n in punctul {,, consideratd exterioard domeniului S,
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Conditiile (1.3}, (I.4) se serin
wi-i- g gl )
w(ky - ki) 2 (ta) - (kg — k) Z \9,‘(1) ‘;EJ;’_'_L\J ds =0, I, LJ E
i—1 0
(1.8) {(j=12 ..., m),

SO

= :\_a,- () rgds = f(i,), 1y € Lnir.
t=1 .
L

Derivind ambii membri ai ultimei ecuatii din (1.8) in raport cu arcul
obtinem sistemul de ecnagu integrale singulare

'\:II)

. ] w1 08 ! i
a(ly) -+ ko — ki \pi (%) £95 ¥ 4s=0, teeln(j=1,2,...,m),
=k - k) T30 Fa
(1.4 Ly
[ Ay / l 3
E \ N (ll M['_t_"_) ds = — Lf" , t‘nELm-:-l 3
Bt . Ty dso
L
unde x({, ¢,) reprezinti unghiul format de tangenta in f,la L, cu directia

_-> - .
tt, Sa consideram sistemul omogen asociatl

(L10) =ity -+ T\S Ko % (S Pys 4 \ oo (22 4o o,
f:{l 7 (ky - k) Fy L Yo
il m L

thel, (j=12 I TA

—
unde » este unghiud dintre divectia 2o 51 gormala in punctul £, =(¢,, {) repre-

—
zintd unghiul format de tangenta la L, in f cu direcjia ¢4 st socotit de
la aceasta din urmi, in sens pozitiv iar ¢ =1 pentru j =1, 2, ..., m sl
=0 cind j=m+ 1.

fn (1.10) integralele luate pe curbele L;(j = 1,2,...,m) au nuclee
cu singularitate slabad ([3], p. 33). Avind in vedere ¢i ([3], loc. cit.).
dry dry _ di do ity 1)

— cos alf,, 1), re® = t— by —" = o — 1dl, — = —
ds AR ’ re t— 1y ds £

L, 0= a1,

unde A(ly, f) este o functie ce verificd condifia H, rezultd

\ Yyt () w ds = \ Iy U6 —@— —1 S Yty (8) Slis.
. L] t— !U . [¢
I el L He | ‘r'm‘i-l

Deel partea caracteristicd a sistemulni (L.10) este

30 — Matemuticd
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Avieg 2 {20
T it — £,
[ 1
unde
10 -t 00
010 00 0 01 I
1 15 _ 0 """ 0] M
0: 0 - e
(oo e 010 =S : 5
h g 00 -0 B V| Sy
Evident, sistemut (1.10) este de tip normal iar indicele ststemului
) L det(d — )
AL =—ary ——

2zl Tdetd — B,

este nul. Avind in vedere faptul ci indicele operatorilor asociati sint epall
r - = N o - - e - . ) ‘h‘

I marime si de semne coutrare, rezulti ci 51 indicele sistemului (1.9) este

nul $i deci putem aplica acestui sisten teoremele lui Fredholm. Sistemul

. Lol
omogen, care sc obfine punind ~L = 0, conduce 1a solutiile 7; = C unde

5¢
C este o constanta. Din (1.7) obfinem

2: P}({: -—

li!] - d_T = (} { f r 3]
dn g _dn]‘. " b &L, (7= L2 0.

p] " 117 s 1t 1 . o s 2
tIeicntru detlcrrnnndred functici g, ,,(?) 58 observam faptul ci ea este o densi-
a ci care da un potential constant in domeniul S. Dupa cum se stie ([3],
p. 262), functia emr1(d) este determinata pina la un factor constant. -
. In baza teorentei lui Fredholm, sistemul asociat omogen va avea de
asemenca o singurd solutie liniar Independenti. Se verifica taptul ca
solufia sistemului (i.10) este
(1.11) v =10, (j=l,2,.‘.,n.!), Vi) =€,
unde ¢ este o constantd arbitraca,
. Evident, conditia Necesard 3i suficientd peutru ca sistemul de ccuaiii
integrale singulare (1.9} si aibi solutie este satisfacutd. Rezultd deci exis-
tenta solutiel sistemului (1.8} '

2. Studiul deformiirii termoclastice.

Introducenm variabila complexd = = v /v si avind in vedere (1.1}
notim S '
(20) F5() = T5(0,8) + i P (v ), (=V=T;5=012 . . ).

Consideram functiile #;, v definite in domeniul S, prin
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(2.2) o =RF" (dz, (j=0,1,2 ... m).
Introducind in domeniul 5, functiile ., v, prin relafiile
2 =y, - {1 - 207
(2.3) i =+ (1 + Gj) #,
= (] )t
v, =t (1 Gj)ijdj,

problema de termoelasticitate se reduce [2] la o problemi de elasticitate
(T; = 0} pentru acclasi domeniu $i cu acelcasi inciirciri pe contur, In
aceastd «in urmi problemd tensiomile sint aceleasi cu tensiunile din pro=
blema de termoelasticitate iar deplasirile sint u, v

In domeniul Sj(j = 1,2, ..., m) functia F {z) este olomorfi. Deoarece

5o este un domeniu multiplu conex, functia F,(z) a ciirei parte reald este
functia uniformi Fy(x, v), poate fi multiforma

Fo(2) =3 Buln (5 = 5) 4 G(2)

unde By(k = 1,2,..., m)sint constante reale, z, sint puncte arbitrare fixe
din interiorul contururilor L, iar G(z) este o functic olomorfa in S,. Avind
in vedere insd (1.3) rezulti B, = 0. Avem deci
n
0 \ A R
(2.4 My iy =
k=l

(o, + B In {z — =) - H(z),

unde «;, 87 sint constante reale iar H(z) este o functie olomorfi in S,. Pre-
supunind c¢d deplasdrile din problema inifiald sint uniforme, rezulti ci
deplasirile 2, v, sint identice cu deplasirile dintr-o problema de dislocatie
de caracteristic

My = ~ R O e P * 0 — D -

{2.3) g, =0, af =2z (l +o)p;, B = 2r o (1 + o)y .

Deoarece deplasarile u;, #; trebuie si fie continue la traversarea con-
turndui L;, rezultd cid deplasirile i, v; au salturile
P . O n £ -
ity — ;= (1 - o) o 1] — (1 +05) x4y,
(2.6)
e — o A ; »
Y — 0 = (1o} — (1 +6.)%,v;.

in domeniul $ vectorul tensiune trebuie si fie continuu iar pe Ly,
trebuie si se anuleze, incit avem conditiile

@7 | e (N (Vo= () ve L= L2, m),
| (X)y=(¥V)0=0, pe L.,
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I'roblema de termmoclasticitate s-a redus la o problemi de elasticitate
cu coudititle (2.5), (2.6), (2.7). 53 demonstram acum faptul ¢a deplasirile
din problema de deformare pland (2.6), (2.7), siut echivalente in domeniul
So cu deplasirile dintr-o problemd de dislocatic de caracteristici (2.3).
Folosind reprezentarea prin potentiali compleesi, avew

(28) b dv = A () — BlEelE) D] S, (j=0,1,2,...,m),

4 ‘i
unde 9,(z), 4;{(z) sint functii analitice de variabila z in domeniul 5 dar
(3 — dg;) (1 +0y) 1+ g

(2.9) A, = 5 , B;= 7 {(j=0,1,2, ..., m).
i =¥

Notant

(2.10) filt) = (1 +a )z (a7 -+ iw]) — (1 - ap) 2, (g -+ 3 vg) —En In {t —z) -+
—~g,

unde
(2.11) v — Loy i1+ o)ey,

iar g; (Z) sint functii uniforme pe L, 4 fiind afixul unui punct de pe L;. Din
(2.8) ¢ (2.6), avem

(212} A oa(t) — B[t oy (1) + 4, ()] = A;0.() — B,lte(5) + 501+ £(0),
pe L; (j=1,2,...,m).

Avind in vedere (2 IO (2.11), rezultd ca, f;{#) dupa o ocolirc a con-

turului £(j = 1,2, .. ) ca )dtd. cregterea
DR 1 . L “ e
{2.13) ~2mi{l o) u, (% 1 L B).

Deoarcce deplasarile din dowmeniul S;(j =1, 2, ..., m) sint uniforme,
din (2.12) si (2.13) rezultd faptul ci d(,pla:-nnk ug, 7, Lorespund problemei
de dislocatie de caracteristici {2.53). Cu acestea, problema de termoelastici-
tate s-a redus la determinarea functiilor analitice oi(z), (2, (=0, 1,

.., w1}, care satisfac

Poll) Hlgy () +3,() =0, pe L, ..,
(2.14) ’?0(’5) + "'CP;)(L) -+ ‘:"0(3) = @j(‘) 4 t—?(‘) S U () pc 1—-,
Ao, () — Bylio )y + 3,081 = A.5.(0) — B [tp -+ (0] - AUE

Punind
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W

(2.18)  o,{5) = > in (z — 2} -+ (2) EM In (2 = z) - 9. (2),
k=1

unde ofs), 4, (z) sint functii olomoric in 5,, din (2.14) rezultd cd

Ik""-!?l‘-:n,

(2.16)
Aga, -+ Boby = v,
st dect
2.17 P R, | N—
( ) ‘ g ! (B Bﬂ
Notim
Hi HE il m (]'_.:

{2.18) o(z) = Lth In{z —z)-+- E by o (5 — z) = 227— e

=y Em) AR

Avind in vedere (2.16), se observi cit Tuncfia 4(z) este olomorfd in $,. Tinind
seama de (2.10), (2.13), (2.16), (2.18), problema revine la determinarea
functiilor olomorfe (), U(2) 1 9, (z), ¥; (2} respectivin Sy 51 S;(j=1,2, ..., m)
care satisfac conditiile

.(l) '“9 (’) 4 9 t) =1, pe ]m -1

olt) - 19'(t) + _t) ,( ) - Loty + (), pe Ly,

Ay (t) = Bo o' +3(0)=;9;(1) — B,Ifg () + (0] + (),
pe Ly, (=12 ...,m.

.y

(2.19)

(_—-

Problema aceasta a fost studiati de D. I. Sherman in [4].
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LA DLFORMATION THERMOLLASTIOUE PLANE DES MILIEUX
NON-HOMOGENES ISOTROPES

Résumd

On considére le cas de la déformation thermodlastique plane d'un
corps composé¢ de différents matériaux homogines ct isotropes.
On détermine la variation de temnpérature et on réduit le probléme

5

de thermoélasticite 4 un probléme résolu en [4].

RECENZII

Redaction P. 5. ALENANDROV, A, [ MARCUSEVICL, A. 1. HINCIN, Hoch-
schulbiicher fiir Malhematik, Envvklopddic der Elemoeniarmathematik, Volumal IV,
Geometrie, Veh Deutscher Verlag der Wissenschallen, Berlin 1969,

Lucrarca de fald esle lraducerca din limba rusd a volumului 1V al Cocclopediei
matemalicilor elementare si se compune din zece parli, lralate de repulatt matemali-
cieni sovielici, 3. A, Rosenfeld se ocupd de meloda axiomalicd in geometrie; dupd e
face o privire istoricd asuapra formdrii notiunilor geomelrice, arata cum prin abstrac-
lizdiri succesive, s-a ajuns la meloda axiomalicd in matemalicd,  Penlrn geametria
cuctidiand ne déd un sistem do axieme defival din sistemul lui Hilbert, dind grupa
axiomelor de miscare in locul grupei axiomelor de congruents, aceslea din urma fiind
deduse pe baza axiomelor de miscare, 1. M. laglom si L. 5. Alanasian iralcazi irans-
formérile geometrize, indicind aplicalii ale acesiora la rezolvarca problemelor de aen-
melrie. Defineste produsul a dound transformdri si ajunge la concepiul de geometrie
cv grup fundamental. N. M. Beskin, V. G Bollianski, G. G. Maslova, N, F. Celveruhin
si 1ML Taglom cxpun principiile generale ale construcliilor geometrice, indicind dife-
rite instromenle pentrn exconlarea praclicd a constructiilor geometrice, corcetind si
precizia unei aslicl de constructii in funztie de inslrumentiul sau anstrumenlele folo-
site. J. I Manin se ocupd de resolvabilitatea problemelor de constructii cu linialul si
compasul, folosind in mod consecvent algebra. N, M. Beskin tratearzd problema repro-
zentdrii in geomelrie, analizind procedeul ciclografic, procedenl lui Fedorov, diversele
proicctii, metnda axonomelrica i, In fine, problema repreventiirii unei figuri spatiale
Intr-un plan. V. G, Boltianski =i L. M, Iaglom se occupd de noliunca de vector si de
aplizatiile vecloritor in geomelrie. Dupi ce defineste operatia de adunare a vectori-
Ior si a inmultirii veclorilor cu scalari se ocupa de asa-numita ,animetica a figuriler®,
apai definesle cuposculele produse cu veetori si di diferile aplicatii in geomelrie.
W Gl Askinure se ocupii de problema poligeanclor si a poliedrelor, As remarca clasi-
ficarea poliedrelor regnlate pe baza teoremei Jui Euler, precam si problema proprie-
tatilor combinalotice ale unni poliedru cu folosirea teorcinei lui Sleinitz. 1. M, Iaglom
cxpune cileva rezultale din geomelria cerculu, analizind diferite dehinitii ale cercului,
apei probleme de cere, B, A, Rosenfeld expune notiunile fundamenlale din geemetria
$i irigopometria sfericd. 5. A, Skoper studiavd sectiunile conice, dind definilitle si
deducind ccualiile lor si studiazii proprieldtile acestor curbe, concepute ca secliuni
plane inir-o suprafaisi conicd. La sfirsitul fiecaruj capitol cste dald o bibliografie des-
lul de bogald care si poatd satisface nevoile de documeniate  ale oricdrun cilitor.
Lucrarea a reusit in mod strilucil sd ne dea o imagine claré asupra revultatelor prin-
cipale la care s-a ajuns in diversele capitole de geomelrie, mai ales in ceca ce pri-
veste fundameniele, Fa esle foarte intercsanli si valoroasd, fiind rodul muncii unui
colectiv de geometri cu reputatic mondiala,

Gheorghe C. Opaif



