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GENERALIZARIA UNELI TEOREME A LUT
FELLER-SWOKOWSKI
plo

I SPULBLER

E. H. Feller si T, W, Swokowski au demonstrat urmi-
toarea teoremd |3

WFie A un domeniu Ore 12 la dreapta si Ia stinga cu unitate si fie
@ inelul citurilor lui .1, Dacda M este A-modul sting finit generat fira tor-
siunie, atunci inelul Q-endomorfismelor lni @ ® 4 A/ este inel de cituri la
dreapta g la stinga pentrm inelul 4d-endomorfismelor lui A7«

Acest rezultat a fost generalizat de R. Hart [9], considerind inelul
A semi-prim. I. M. Zelmanewitz [13] a dezvoltat acest din urma
caz independent de Hart; amindoi folosesc rezultatele lui A, W. Goldie
asupra inelelor prime si semi-prime [7], [8].

In aceasti Noti (§ 2), demonstrim o teoremi de existentd a semi-
grupuiui de cituri in raport cu un sistem multiplicativ inchis pentru semi-
grupul dimorfismelor unui modul finit generat fira torsiune. Am considerat
semi-grupul citurilor dupd definitia datd de Ion D. lon [10]. Prin teo-
rema 2 oferim un exemplu care dovedeste ci generalizarea dati de teorema 1
nu este hanala,

§ 1. Generalitiiti

Fie D un semi-grup. Elementul x & D se zice simplificabil la stinga
(dreapta) [11], 110, dacd din xy = xz (vy = za) rezultd x = y (v, v & D).
Dacé x este simplificabil 1a stinga si la dreapta, el se numeste simplificabil.
Dacid S este o parte multiplicativ inchisi de elemente simplificabile din £,
lar [ este un alt semigrup si exista homomorfismul de semigrupuri ¢
D — D’ incit s fie indeplinite conditiile : {17) o(a,) = ofay) = ¢, = a,; (2°)
FS € o(S) clesteinversabilin D' (%) prae D', Jae D siseES=x =
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ou)p(s)= 1 atunci D7 se nmmeste semigrupul efturilor Tui 1 la dreapta
cu numitort in S (107, definitia 2.1},

Fie o un inel cu unitate si K un sistem multiplicativ inchis de ele-
mente regulate din . Spunent ci 4 este inel de cituri la dreapta (stinga)
relativ la K, dacd existd aplicagia o1 — A, ineit si e fndeplinite con-
ditiile : (1) o este monomorfism ; (2°) pr & 9 (), el este inversabil in A4,
(3) pyed,, Jue d st re R = x = qola)p(r) . Dacd 5(a) o) !

ory Vefa), A, se zice inctul citurilor, Daci K este intreaga mulfime de
elemente regulate, 4, este inelul clasic de cituri la dreapta (stinga) [12), 14
Tnelal A necomutativ se numeste subcomutativ la stinga (dreapta)
T3], 16, daci oricarc ar fia, b e A, cexisti ¢ & A Inclt ab = ca (bu acy.

Fic ol uninel si 214 = o4 un endomorfism al siin. O aplicagie w0 M =3
se vt numi aplicatio semiliniard {relativ la z) a cb-modululai A in el fusag,
dacd

(17} n(x vy = wx) 4 u(v).
(2%) ulax) = (a) n{x).

Se spune ¢ cuplul (#, g} este un dimorfism de la M o A 0 dach nu da

by

loc la confuzii, vomn spune dimorfism al tai 3 ([2]; 1.13).

§ 2. Semigrupul  einurilor  pentra semigrapul  dimorfismelor-

I'ie #l un inel cu unitate si K un sistem multiplicativ inchis de ele-
mente regulate din A, iar 4, inelul citurilor la dreapta in raport cu sistemul
multiplicativ. 8. Fie M un Jd-modul sting st M’ un Agp-modul sting. Fic
apoi £ multimea acelor dimorfisme (. z), ale modulului 3/ in care g este
automorfism al inelului 4 cu pdstrarea clementelor regulate din . Doud
dimorfisme sint egale, (i, 2)) = (ta, ga) == 01y, = 4y $1 2, = 24

Lema 1. Mulfimea & a dimorftspeelor bul AL esfe scmigrup anitar, ci
element aud, in raport cu wrmdtoarea reguld de compunere a dimarfismelor

(110, 21} (s 2a) = (1tts, 2134),

Mitts SI zypy fusenniind compunerea obisnuitd de aplicafis.

Demonstratie. Mulfimea o nu este vidad, deoarece cel pufin aplicatiile
liniare 1i apargin. Sa ardtam cd {(iu,, ;5.0 este dimorfism din 3 intr-
adevitr,

(b ) = nua{y) ()
51
oty (2xp = g [2.(0) 1y () sy el w g (a0,

Asociativitatea rezultd din asociativitatea compuneril obisnuite de apli-
caii. Dimorfismul (Iy, 14} este umtate in semigrup iar (Oy, 0,) este zero.
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Presupunem ¢d M s M’ sint module finit generate fArda torsiune, cu
acelagi numar e de generatori liberi: fic el e o SU I e

Fie g:. — .f wn endomorfism oarccare. Pentru orice r &€ A definim
aplicatia o, 1 M — M astfel:

i, (8w o= X osld,) ring
i !

(Cind 2 este identitatea, accasti aplicatic a fost considerata de Feller
i Swokowski [5)) Cuplul (n, ¢ este un dimorfism | intr-adevar,

conditia (17} din definitie este satisfacutd hmediat; pentra (27) avem

i, WS amy) = (Xaam) =X s (o) rmy
| i i
S(1), (2 s(a;) rmg) = e(n)u, (X amy),
i i

deci w,(nx) = s, (x). ‘

Dacd {00 este o Tamlie de automeoerfisme ale inelului A, cu proprie-
tatea ca ¢, (/) = R clement en element, atuncei definim urmatoarea mul-
time de dimorfisme
{1 =, )| re Ry

Lema 2. Multimed &2 de dimorfisme oste o sistem multiplicativ inchis
in @ st oclementele sale sint simplificabile. ) 4

Demonstratic. Este evident ¢a dimorfismul nul nu apartine multimii.

Fie (u,, 5} si (#,, 9,) doud dimorfisme oarccare din €. Produsul
lor este (u,, #,,, ¢, 5,) carc-i tot una cu (1, 2,50 dar ryr, & R sl gy, 8.,
este automorfisi cu proprietatea ¢i s, 0, (R) — K. Decl (i, p,8.) € X
si sistemul este multiplicativ inchis. Din regularitatea elementelor Tui &
st din faptul ¢i 3, sint automortisme, rezulta cd dimorfismele sistemului
@ siut simplificabile. Intr-adevar, sd presupunem ¢d avem

(1, ) 80 = (i 2) (11 52) 7

aceasta conduce la egalitatea: (w1, g,5)) = {10,002, 2,82) adicd w1,
sig,00 = #,8.: din a dona egalitate urmeazi imediat 5, = . ; pentru prima
. - * ,' e s 5 i~ a 8 . B o 3 .
insd, dacd aplicatiile i, si ry sint date prina (X @on) = X ain; 5t wy(2 a,m) ==
i i i
. . - . . . T —
N, atunct a, (S am) = X g, (adrmg 5o, (Vi) = R {ai)rm,
i L i ¢

trebuie sd avem X g, (e = T, (wi,. wdicd o, (af)r = ¢, (ai)r, pentru

1 ! . - - .
i = 1,2 ... n Cum r este regulat, rezultd p,(a) = p,{ai), iar din bitil-
vocitatea ui g,, rezultd a; == ¢; pentru /=1, 2, ... dect i, = 1, cgali-

tate, care reunitd cu p, = ga conduce la (4, 81) = (1, pa), ceea ce pro-
beazi ca dimorfismul {1, 5,) este simplificabil la stinga. In mod asemé-
nitor se aratid i (u,, 3] este simplificabil si la dreapta s deci este simpli-
ficabil.
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Fie o: A — A, izomorfismul canonic al lui A in .1, Dacdl in conside-
ratiile de pind acum schimbim R cu p(R), A cu Ay M cu M, § cu &
si definim @ = {(tt2, oonllo(r) = 'p(f\_n. unde ply = gg,p7 ! (punem uneori
p(r) = r}, atunci, dtl])d. lema I, & este un semigrup, far privitor la % vom
demonstra urmitoarca propozitic:

Lema 3. Elementele mudtimii o sint inversabile in 5.

Demonstrafie. Intr-adevdr, dat dimorfismul (i, ¢’} € @', atunci

h

(0,71, pr ) & &, unde g 7! = gp7t o1, este inversul sau.

b

Fie (u, o) € & varecare; dacd u: M — M cste dat prin «(Z am;) =
= Xam, sa-1 puncm in corespondentd o aplicatie #': M’ — JII‘ definita
astf‘el :

(X qla,) wlr)- ) = X glai) () m,.
i i

!

Se verificd uyor ca (¢, 2') cu 5 = oo este un dimorfismdin &',
Corespondenta (1, p} — (1, 5’} este biunivocd.
Lema 4. Dacd o' 1 8 — & este o aplicafic defonild astfel

o' [, o)l = (u :P'),

atunct @' este un monomorfism .x: o' (R) =

Demonstragie. Intr-adevir, o' pistreazi opcratia si cum este biunivoea,
este monomorfism : ultima parte rezulti din definitiile lui &, @', (1’2"} si o',

Teorema 1. Fic A un inel cu unilate si A inclul cllurilor  relativ la
R care este o parte mudtiplicativ inciisd de clemente regulate, Fie M oun A-
modul sting st M un Apmodul sting ;) vodunlele sint fard lorsiune, finit genc-
rate cu acelast muwmdr n de generators liberi, Fie & semigrupul dimorfismelor
{1, p) ale lui M unde ¢ este aubomorfism care pdstreazd R clement cu ele-
mcnt st analog, & senigrupul dimorfismelor lui M'. Dacd @ esle sistemul
multzpluatw de elemente simplificabile dat de (1), alunci existd homomorfisnud,
1§ = & incit § sd fic semigripul citurilor la stinga, relotiv la sistemul
R, pentru semigrupul &

Demonstratie. Dacd ardtim ¢i (=, ') satisface conditiile ([107, defi-
nitia 2.1} :

=0

a) o este monomorfism ;
b) orice element din ¢'(7@) este inversabil in 4
¢) orice (u', ') & &' se poate pune sub forma
(1, 27 = [ (u,, ) i7" %' [(1, 2)];
demonstratia cste terminata.
Consideriim aplicatia o’ 5 — 5" datd de lema 4; dupi aceastd lemi

conditia a) este indeplinitia. Cea de-a dona condific este adevaratda conform
parfii a doua a lemei 4 si a lemel 3. Pentru conditia ¢) folosim ideea demon-
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stratici din (3], Fie (i, ') &€ &', oarccare : presupuncem cil o' (i) == X djm;
J

existd r & o(R) Incit a;;r = ¢ € (1) pentru orice ¢ 1 j; putenn scrie

1w () = X e rm i

"< M oarecare, avem:

= wllan) g(r)yt u' (i) =

} "
Deci, pentru ofa;) ofr)—ln; = w
W o) 5lr)t mi

= X p'play) w(r) ! ey vt ;.

L)
Rezultd cd
wy ' N ola)olr)y V| = X oaroola) ol a (¢ 77 1) ron).
i i,)
Deci (u, 1", 3,0} = o'(2, 2}, unde
wlm) = Sajpmy, cu dy = " [or{eyr-Y)r], iar g = ¢ ' e7e'e.
;

Pe de alta parte, (ur, gr) — 2'(u,. 2,), adici
o'(u,, 2. {0, 27} = o'{n, ),

care conduce la cerinta condifiel a).

$ 3. Consecinge

1. Cind pentru orice dimorfismn {1, g} € 2 sc la § = ly, atunci dimor-
fismele se identifici ca endomorfismele modulului M. Cu operatia de adu-
nare datdi obisnuit, se objine inelul endomorfismelor L{M). Daci in plus
R reprezinta mul‘;unea tuturor elementelor regulate, A, fiind inel de cituri
la stinga, din teorema 1 se obtine teorema 1din/97, iar cind A este inel prim
se obtine partea a doua a teoremei 2 din (9.

2. Daci, mai mult, .1 este domenin de 1utLgr1tats. si inelele de cituri
bilaterale sint egale, se obfine teorema 1 din 5], amintitd in introducere.

3. Daci .1 este inel subcomutativ la stinga, putem pune efectiv in evi-
dentd o familie de automorfisme care sa pastreze elementele regulate.
Intr-adevir, bubconmtatn itatea la btlllg’l inseamnd ci oricare ar fi elemen-
tele », x €@, existd v & A asa fel incit rv = v,

S3 notam 3, corespondcr.tu gyt ¥ = v pentru un v fixat,

Feorema 2. Dacd r este un elemenl regulat in inelul subcomutativ la
stinga o, corespondenta a,: v — v esle un anlomorfism. IFie vy, r, regulate;
ALUNCE 5y Py, = Ere- Dacd produsul a cl’mm LlL”?(’th rcguiata este conmfa!w
automorfismul p, are proprictatea 3.(r") f)om‘ru orice ' regulat.

Demonstratie. Corespondenta o, este univoed. Intr-adeviir, si presu-
punem ¢t 7, v & =3y, &1 Incit #v = v, r; mai presupunem cioar
exista 51 v, asa ca rv = vy prin scidere avem vy — v = 0 i cum r este
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regulat, conduce la vy = yy, decl p, este univoed. Aratim mai departe i
aplicaia ¢, pastreazdt operatiile: fic v; = g,(x,) si v, = 5,(1,), adicd

{2} ry; = vyr, FX, = N

fie apoi
{3) v x,) = vr,

adica o {x,v,) = v. Daci folosim (2), din (3) avem:

M) = (rn)yy = (vpr)ay = vy = v(vwr) = (Mivalr = 7
cum »oeste regulat, rezultd vy, = v, adicd g (xv,x) = 5,(x,). 2,{vs).
Dacd r{v, + &) = zr. avem:

v = x) =y d =y vwr=( Fvr=a=v 4, =

adica g, (v, | v} = ,{v)) + & {x,).
Houmnmrimnul g, este chiarizomoriism, adicd g,(x,} = o,(v,) — X= 2
Intr-adeva ar, dacd am presupune cii ar exista dmm clcmcute Xy, v, Incit

= Vi
ray — v, atunel v = x, osiodecd p, este automorfism,
Fie ry, r, clemente regulate si g, p, :1L1tumurfismde corespunzitoure,
Daca v & 1 este oarecare, avem ryx = o, (¥)r), ryx = g, (x)r, si {rirjr =
s LX) (rpra). IHn ultima egalitate unu_lndem

(rra)x = ryra¥) = il (OR) = Dygn (W) 1y =

21,80 (0] 17e = B, (ryra, de wnde g0, =

-y

iy

L

Daci, in plus, pentru orice clement regulat » avem : 77’ = #'r, inscamna
e g, {r'y — 1,

Un rezultat asemanator are loc dacd inclul oI este subcomuatativ la
dreapta sau subcomutativ.

% Presupunem ci sint deplinite ipotescle teoremei 2.

FFie # un element rt_gufat Ii asociem owotetia 4,(x) — rx. Se stie 2]

cd accastd aplicatie nu este in general Hniard ; cu ipotezele noastre, ea este
in schimb scmiliniard. Intr-adevar,

(x4 v) = hfx) + h(v)

h(ny) = &, () 40,
unde g, este antomorfismul din teorema preucdu:td
3. Dacd inelul . este subcomutativ la stinga si elementele regulate
au produsul comutativ si daci in definitia dpllutm i,, pentru r regulat

din § 2, considerim o, dat de teorema 2, atunei i, = h, unde fk, este
omotetia de mai sus.
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A GENERALIZATION OF A THEOREM OF FELEER-SWOKOWSKI
Sanary
In this Note (theorem 1) the author extends a theorem of Feller-Swo-

. . L S
kowski (3, theorem [} for the semigroup of the dimorphisms ([2, 1.13)
of 2 module and gives a nontrivial example (thcorem 2).
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