CIMPPURI PESTE UN SIT

In tot ce urmeaza se fixeaza un univers 40 astfel incit toate categoriile
care apar pe parcurs sint Af-categorii mici. Precizim ca notatiile, de care
facem uz, sint cele Iolesite fn 2 in particular, prin Cat, vom nota cate-
goria Al-categoriilor mici,

Dim, fird demonstratie, urmidtoarca teorcind:

Teorema 1. Fic in calegoria Cat, diagrama contdativi,

'——.————-———fl

3

Urmdtoarele aftrmatii sint adevdrale :

i) Dacd ¢ este un functor deplin fidel si a este fidel, atunce si b este
depiin fidel.

ii) Dacd ¢ este o echivalentd de categorii, iur « este deplin fidel, alunci b
este o echivalenta de categoril.

Fie (8,7) un sit element al Ini AU O S-categorie (&, p) prefibratd
(fibratd) se numeste precimp {cimp) peste situl 8, daci pentru oricare
obicct S din 8 si oricare ciur acoperitor & al lui S. functorul restrictie
Carty (3/5, F) - Carty (&, F) este deplin fidel {respectiv, o echiva-

lentd de categorii).
Teorema 2. Iie (F,p) sf (§, ¢) dowd S-cimpuri peste situl (3, 7).
Atunci st produsul fibral, T 2§ esle S-chmp.
[l “

Demonstratic. Fie in Cat diagrama carteziand,
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Daca & i g siat S-categorii fibrate, se  coustruieste in mod  canonic
o &librarc pe F, w0 g, in raport cu functorut yop' = poy’
[ b '
~ I'ie 5 un obicet oarccare din &, siodhoun elur acoperitor al lui 5 in topo-
locia 7. Din ipotezd rezultd cii avem cchivalengele de categorii,

=i Ca_rt@ (8, ) —=a Cart{‘_,‘ (&, ),

7. Cart, (85, F) —=- Cart§ (&, ).

Avem in Cat urmidtoarca diagramid comutativa

Cart,, (85, da X G) s gﬁi‘f@ (&, J"gti)

£t |P:
- 4 - *
Larté (8/8, :7) = Cart, (8/S, §) Lnzd, Cartf(éﬂ, ) % Cart, (&, @)
Sl e — R Y L

in care py i g, sint izomoriisme de categorii, iar {9,, ¢.) echivalenia de
categorii. Rezultd atunci, conform cu teorema 1 ¢id ¢ estc o cchivalenti
de categorii, adicaiF X & este un cimp peste sital &
A

QbseJ'vfzft-o. Teorema este adeviratd si pentru S-precimpuri.
‘ 'Lcormna .‘i. I (tfv, :}. wn sib clenment al lui A, (G, gy wne S-precimp
far (F, p) o S-calegoric fibrald.

Ducd h:‘:’)' — G este un S-functor depiin fidel si carlezian, afwnci (7, p)
csle wie preciing,

- .oy s o i Sl . . = R : T

{)etf(t hed - osle o S-cchivalenfd, (y, q) un S-cimp, alwier (F, p)
csfe S-clmp.

‘I)c‘_nﬂzouah’a,!w.'l"i(_- S un obiect orecare din & i & un ciur acoperitor
al lui 5 in 1‘:013010;;1:1 7. Pentru demonstratic, s cousideram diagrama comu-
tativd in Cat.

Cart, (j, &} =a,

&

Cart, (&/S, :T)

5 Cart (&, )

ic._. = Cart,(5/S, h)
+

J
4=

Cart, (}, ) = 7
(.artg‘ (&[5, §) -+ Cart [(R,y)

unde cu j se noteazd functorul de incluziune, ji & — §/5.

3 INMPLURE PESTE UN SIT 309

Vom demonstra ¢i dacad fi % = § este deplin fidel, atunci si functorii
a, s 6, sint deplin fideli.
Tie F un obiect din categoria Cartf(:ﬂ S, 7). Definim ay{l} =hol’,

iar daci o Iy = I, cste un morfism in categoria Cart, (8/S, V) definim
—_—t

545 cu Ttind morfismul functorial de componente (ay(9))x = fi{zy) unde X
este un obicet oarccare din &S, Dacit 5, st g, sint s-morfisme functoriale
diferite, de la 8-functorul /- la $-functorul f,, atunei existd an obiect X,
in &/8, astfel Ineit (9)xa. (92)xe sint douit morfisme diferite in &, Deoarece
Ji este prin ipotezd un functor deplin fidel, rezultd ¢i oy(e) 0. (p,) , adicd
5, este un functor fidel. Dat fiind un morfism functorial ¥ 1 aa{f7;} = 6o{s),
exista un morfism functorial ¢: F, = F, 5i ou{9) = 4 conform ipotezei
facute asupra lai 7 si deci g, este deplin fidel,

In mod analog se demonstreazil ¢ii 5, este deplin fidel in ipoteza ¢i
iroeste deplin fidel.

Dacit § este precimp, atunci 6, este un functor deplin fidel si conforn
tearemei 1 rezulta ofi a este deplin fidel, adicd F este S-precimp.

Dacd h este S-echivalentd de categorii, atunct pentru oricare obicct

To din Cart, (8/S, §) putem defini un obiect I in Cart, (8/S, &) incit
—_— N —_—

I ol este izomorf cu I

in adevar, si alegem pentru oricare obiect v din &/S un obicct v din
g cu proprietatea ¢l
(*) hy) = F ()

Definim atunci f{x) = v. Dacd f: .y — x, este un morfism din &/S

si daca 0,:/(v) = I'(x)), 0, fi(vs) = F7(x,) sint izomorfismele din (%),
atunci, deoarece % este deplin fidel, existi un morfism umic @y, = Vs,

astfel incit )
h(uy = 07 F(f) - 0,.

Definim atunci F(f) = 1 ; I* astfel definit este un & functor cartezian,
ciici A (i) este cartezian si /r este deplin fidel. Avem /foF = T sl deci o,
este o echivalenta.

fn consecinta, dacd § este S-cimp, conform cu teorema 1 diu egali-

tatea o, 0064 = 63 06, Tezultd ca a este echivalentd, adicd & este $-cimp.
Teorema 4. Fic in Cat diagrama carieziand

i Y Y
~ ‘b"\

LY

-




310 GH. RADU P

r

unde & si & sint siluri, clemente ale lui U cu topologiile = (resp. ="}, iar 2.
este un funclor continuw si discret. Alunci, dacd F esle S-ctnp (resp. G-pre-
chinp) rezulld cd F' esle $'-cimp (resp. &'-precimp).

Demonstratic.  Deja se cunoaste, ci dacid in diagrama carteziana
(D), ¥ este o &-categorie fibrata (resp. prefibratd), atunci ;7' este o &'-cate-
gorie fibratd (resp. prefibratd). Mai avem si demonstram ¢ii daci S’ este
uin obiect din &', iar &' este o rafinare oarecare a lui S in topologia =,
atunci avem o cchivalenfa

g §1S! T -
o Cart$, (85", 3 —= Cartg, (&, 7

indusd de functorul incluziune, & - §'/S".

Fie S =2%5") si /1 7" - 5" un obicct parccare al ciuruloi &°.

Obscrvafie, Ciural & generat de familia de morfisme, f = A(f): T —» §
unde f* = &', este acoperitor in topologia lui & 5 singurele obiecte din &
sint de forma %(f’) pentru ¢i 7 este discret.

Notam cu 3, izomorfismul indus de functorul discret

88" — 55,
Definim in continuare izomorfismele e categorii g, si 2,

er: Cart , (87/57, F) —=~ . Cart, (85, 7},
—_—

il

pr: Cart, (&', &) —= Cart (R, F)
% —Y

SR, )

o

Tie I": &[S" > &' un &'-functor cartezian.

Definim ¢ (I*) == F" ca fiind unicul S-functor cartexian F:8§/S — 7
ce face comutativd diagrama carteziani D.

Explicit, dacd (7, f} este un obicct din $/S, atunci existi (unic) un
obiect (77, f) In &/S" cu w{f') = f, si definim F(T,[f) = (LT, f)) =
= oF 31T, f).

Dacd u: (T, fi) » (7., f;) este un morfism in §/S atunci, pentru
cd ) este discret, existd unic un morfism w’': (T, f1) = (T}, f,} In &S’
astfel cd 3 (1) = u.

Definim F(1t) = oF (') ; cu precizirile ficute, este evident c¢i F este
un functor cartezian.

Fie . F| —» F, un §-morfism functorial, iar I, = 5 (F}), F, = ¢ (F,}.
Definim ¢, (5} = 4: F, » I, ca fiind 8-morfismul functorial de compo-
nente 1 (7, f) = o (' (1", ).

Avem astfel definit functorul p,. Verificim in continuare ci functorul
pr este deplin fidel. In acest scop, fie 7,1y Fy = I, & -morfisme func-
toriale diferite. Existd deci un obiect (77, f') fn §'/5" astfel ¢ii avem 7 (T [
F0,(T', f'). Folosind din nou faptul cd 2 cste discret, rezulti imediat ci
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$-morfismele functoriale 7, 7.1/, = 185, _c‘oresp}m?‘;{}t‘r{nr_?‘ prin \‘,?’l/:’ J
morfismelor 7, , 7., diferd pentru obicetul (77, f) din 815 (1, f) = 3(17. F).
Am demonstrat astfel ¢i g, este fidel ) . i . -
Fie F, = s (F). o= ¢ (Fo) st -111 -+.1.-2 Gl S-morfism tiujc ;)11\
Definim un &-morfism functorial, +": 7 — I/} dupd ctum urmeazi. .)d%d.
7,0 Fy = I, este un S-morfism fun'ctori:il, fl.t,un,d ﬁ(r‘(l,_,-‘]]]. _tl{[{)qlr-/hgl}
diagrama carteziand (D) re7:1}rltﬁ ol _flac’a (f f} este ’11_1’11 0121{3(;. ’[‘( 3 : L('[‘")
avem F(T", f) == (I (T, f). T, FAT )y =T 1), T u : ,
(T, f) = S(T", ), adict [ =) o . B
“Se defineste atunci &"-morfismul functorial -, , e a\'lmd —cmn{)(mcn’v};li
1 (T, fy= (a7, ), 1¢). Inplus, este 0\'!(1(‘-llt ca"pl('q ) r,.l : 3}1lt2r()r;i
astfel ¢ii g, este deplin fidel. In 5f1.ri:'1t: ¢, este un izomorfism ‘( e LLI tg'ma_,
fapt ce rezultd din diagrama carteziana (D). Un rafionament complet

log, folosind observafia ficutd la inceputul demonstratici, ne conduce la
?

izomorfismul .. Am obginut astfel urmatorul sir de izomorfisme in Cat

&

Cart,, (8/S", ) _u, Cart, (815, 7)oy Carty (R, F) 72 5

1
) .y B
4 Cart

o
</
———— 3

£ (:"R', :"—' r) ,
ui o,, o este morfismul indus de inclu-
‘e, coincide cu functorul indus de func-

e
b

unde o1 este inversul izomeorfismul
zitnea & — 8/S. Tiste evident ¢& p7 1 L :
torul de incluziune &' — &'/S’, adicd g = py'op,. In consecinta, dacd
este B-cimp (resp. $-precimp), ugunci G este“echivs}lenté (resp. un functor
deplin fidel) si deci &' este &'-chmp (resp. & —pref:nnp). o

Observatia 1. Tie 8 o U-categorie si 5 un obiect oarecare din_3, ie
js 1 B[S — & functorul sursd, despre care se stie ca cste d1sc]retini)rzll§i%§
este un sit cu topologia = iar pe categoria /S c011§1c{eram topo ogia in .)
de functorul sursd, atunci daca (7, p) este un $-cimp (resp“: §p§§g:$g)
rezultd ca si (7', p), unde ¥ = i $/S, este 8/S-cimp (resp. &/5-p .

Observatin 2. Dacd § este un sit cu topologia =, iar [ este un prefas-

-

- . . B, :
cicul de mulimi definit pe 8, se defineste [4] fuuc.torul sursd ,,en:;alllﬁit
jr: 8T — 8 care este de asemenea discret si avem prin urmare ui rezults

analog cetui din Observatia 1.
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CITAMPS STUR DES =175
Résumd

Dans cet article on prouve le

H ’ h

Phéoreme. Pour aon fonclewr u: 8 — & ot &, & sonl des siles el u
wn Sfoncicur continu el discrel, le deseent d'un préchamp (resp. champ) sur
& est un préchamp (resp. champ) sur 6. ' ‘

FUNCTORI BIACOPERITORI
Dk
GIT, pany

FixAm un univers 90== @ si toate categoriile considerate vor i presu-
pusc elemente ale lat 0.

Reamintim ( 17) ¢ dacd (8, 7) este un Alsit mic, atunel #-categoria
fibrati X s¢ numeste $-climp (8-precimp), daci topologia = este mai putin
find ca topologia de N-desant cfectiv universal (resp. N-desant universal)
a lni & adicd, dacd pentru oricare § & Ob (§) si oricare & € +(5) functorul
restrictic

(1) Carty (§/3, X} - Carty (], X)

este o echivalentd de categorii (functor deplin fidlel).

Daci & i § sint dondt &-categorii {ibrate 1ar w1 & — g mn S-functer
cartezian, vom spune ca u este un functor hiacoperitor dacd pentru
oricare &-cimp N, functorul restrictie

(2) Carty (g, X) —~ Cartg (8, X)

este o cchivalentd de categorii.

Din (1) rezultd imediat ¢i dacd & () atunei functorul de incluziune
canonicd & —» 88 este un functor biacoperitor; la fel orice echivalentd
este un functor biacoperitor.

Daci I’ este un obiect din &7 atunci S-categoria scindatd asociatd
lui P se poate, evident, identifica cu S-categoria &P — &P x & tar daci

S
‘o:’/\
a

m: P = Q este un morfism din atunci exista un S-functor canonic
Sl 8P - 8/Q de $-categorii scindate ce face comutativd diagrama



