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Résumde

Soit (&, <) un site ¢lément d'un univers fixé A0 Siomc P - Q est un
11101:[)1115]!1(:‘ 1?1c011\'r1111t dans &7, alors le foncteur canonique $/m des caté
gories scindées, associces aux  préfaisceaux I et O, S &1 o 80 ost
bicouvrant, . ' .
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Ia notion d'espace bitapologique a été introduite en 1963 par J. C
Kelly (4. Des proprictés de séparation de ces espaces se sont occupé
J. C Kelly 4 et K. P. Lane 5 6. Les espaces bitopologiques
comiexes ont été détudiés par W. J. Pervin 7] et par moi-méme |1

Dans cette Note nous définissons les notions ('espace bitopologique
compact ¢t d'espace bitopologique Jocalement compact et indiguons quel-
ques propricteés.

I. Espases hitopologiques compaets

b, Délinitions, Exenples

Il est facile de voir qu'on peut substituer Taxiome de définition d'un
espace topologique compact par 'axiome suivant:

Pour tout recouvrement auverl il existe wn reconvremmeni vuvert plus fin
el fiui.

Cette remarque suggére Ia

Détinition V. Ui espace bilopologigue (X, 3, &) esl E-compacl  par
rapport @ Q §'il wvérific Daviome suivant

Pour tout reconvrement S-vuvert de N il existe un reconvrement Q-oitverl
plus fin el fini.

L'espace (X, 4, Q) esl réciproguenent compact s'il est S-compacl  par
rapport @ & of Q-compact par rapport a =,

Remargues. 1. De fagon analogue, un espace bitopologique (X, €, Q)
est E-Lindelof par rapport @ Q& (I-paracompact par rapporlt @ Q, T-métacom-
pact par rappori d ) si pour tout recouvrement s-ouvert de N il existe
un recouvrement Q-ouvert plus fin et dénombrable (localement fini, pone-
tuellement {ini).
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2. Des définitions précédentes on déduit que, st Pespace bitopologique
(A, £, @) este 2-compact par rapport 4 & (2-Lindelof par rapport a Q)
alors P'espace topologique (X, 9) este compact (Lindelsf).

Proposition 1. Soit (X, 2, &) un espace bitopologique.Les conditions
survanles sont équivalenies :

a} (X, &, Q) est F-compact par rapporl & &,

b) quelle que soit la famille {I';} d’ensembles a-fermés qui a U'intersection
vide, 1l existe une famille finie (G4 d'ensembles S-fermés, qui satisfait &
la condition que pour fout indice j 1l v a un indice [ tel que G, DF;, qui u
Uinterscction vide, '

¢) quelle que soit la famille [I';) d’ensembles S-fermés, du fuil que toute
Jantille finie {G37 d'ensembles Q-fermés, qui salisfait 4 la condition que pour
toul indice j il v a un indice 1 tel que G; DIy, a Uinferscetion non vide,
résulte que la fapulle (Y a Uinfersechion non wide.

La proposition se démontre facilement,

Sur un ensemble fini toute topologie est compacte, mais on peut donner
des exemples d’espaces bitopologiques finis qui ne sont pas S-compacts
par rapport 4 @ oun &-compacts par rapport & €. Voici un exemple :

Exemple 1. Solent X ={a, b, ¢}, E=1{0, {a}, b, ¢}, X} et @ = {0,
{a, b}, {e}, X}, Les topologies 9 et & sont compactes, mais U'espace (X, 4, Q)
n’est pas €-compact par rapport 2 @ ou @-compact par rapport a .

On peuat formuler le lenmune 2 de {8]: dans un espace bitopologique
(X, 9, Q) réciproquement Hausdorff [4] les ensembles #-compacts (c'est-
d-dire les ensembles de X' qui sont compacts dans la topologie 2) sont
A-fermeés, Alors on démontre la

o

Proposition 2. Soif (X, &, Q) un espace bitopologique réciproquement
Hausdorff. Si la fopologic & est compacle, on a U'inclusion & Q.

Démonstration. Il suffit de démontrer que tout ensemble @-fermé est
aussi Q-fermé, Si A est un ensemble #-fermé il est 9.compact, parce que
la topologic & est compacte, 11 suit ue o est &-fermé.

Corollaire 1. Soit (X, 4, &) wun espace bitopolugigue  réciproquement
Hausdorff.

a) Si les lopologies & ef & sonl compactes, alors & = Q

b) 5S¢ (X, 8, Q) est S-compuact par rapport @ Q, alors & C & ;

¢) Si (X, 4, Q) est réciproquement compact, alors & = Q.

Clest-a-dire les espaces bitopologiques réciproquement Hausdorff et
réciproquement compacts ne sont que des espaces topologiques séparés
Hausdorff et compacts.

Les exemples suivants clarifient le réle des diverses hypotheses qu’on
pose aux espaces hitopologiques et la relation entre des espaces bitopolo-
giques g-compacts par rapport a @ (réciproquement compacts) et des autres
espaces.

Lxemple 2. Soient X = [0, 1], 2 = la topologic induite sur X par
la topologie usuelle de R et @ = la topologic disciéte, Alors (X, £, @) est

F
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un espace réciproguement Hausdorff et d-compact par rapport a @, mais
la topologie @ n'est pas compacte et doue {4, £, Q) n'est pas réciproque-
ment compact. )

Exemple 3. Un espace bitopologique peut-étre réciproquement Haus-
dotfl ¢t réciproquement normal [4], mais € 55 @ et par suite 11 n'est pas
réeiproquement compact.

1 exemple donné dans [6] peut servir pour justifier cette affirmation :
X = [0, 4+ o0), 9 = la topologic discréete ¢t & =1la topologie de toutes
les parties de X dont les complémentaires sont deénombrables. Ou voit
aisément que (N, &, @) est réciproquement Hausdorff et réciproquement
normal. Les topologies £ ¢t @ sout non compactes et done (X, 2, @) n'est
pas réciproguement compact, )

Exemple 4. Soient X = [0, 1], 9 (resp. &) = la topologie dont les
enscmbles ouverts sont tes ensembles qui contiennent O (resp. 1) et ont
leurs complémentaires finis et les ensembles de (0, 1) dont les complémen-
taires par rapport & {0, 1) sont finis. L'espace (X, 4, Qjest reciproguement
compact, mais €5 & et il n'est pas réciproquenent normatl. )

Exemple 5. Soient X = [0, 11, € = la topologic induite sur X parda
topologic usuelle de R et & = la topologie engendrée par la réunion des
familles € et la famille des ensembles dont les complémentaires sont finis,
1 espace bitopologique (X, £, &) est réciproquement Hausdorfl et €-com-
pact par rapport a &, mais il n'est pas réciproquement normal. )

Exemple 6. Solent X = {a, b, ¢}, 2= {0, {4}, {a, ¢}, {b,c}, {e}, A} et
@ = {@, &}, {D, ¢}, {a, 0}, {a}, X}. Alors Uespace (X, €, &) est réciproquement
régulier [4], réciproquement normal et réciproquement compact, mais
4 == &

C Exemple 7. Soient N = {a, b, ¢}, 2 =1{0, la}, X} et €= {0, 16},
&, ¢}, X}, L'espace (X, €, &) cst réciproquement normal, réciproquement
compact, mais non réciproyucment régulier.

2. Ensembles compacls

Déiinition 2. Sofent (X, 8, &) un espace bitopologique et A une partic
de X. On dit que Uensemble A est G-compact par rapport a & (resp. Q-compact
par rapport @ 2, réciproquement compact) si le sous-espace bitopologique
(A, 2 A, &N A) est £ A-compact par rapport & @) A (resp. @ (N A
compact par rapport @ 2 () A, riéciproquement compact). )

On sait que dans un espace topologique pour qu'un ensemble A soit
compact il faut et il suffit qu’il existe pour tout recouvrement ouvert de
.t une partie finie de Iui qui recouvre A. On dénontre aisément le résultat :

Proposition 3. Soit A un ensemble d'un espace bitopologigne (X, 2, @).

a) Une condition suffisante pour que Uensemble A soit d-compact par
rapport & & est qu'il existe, pour tout recowvrement S-ouvert de A, un recou-
wrement Q-ouvert de A plus fin el finr. ‘ .

By Si Pensemble A est Q-ouverl, alors unc condition nécessaire afin que
A soit E-compact par rapport a & est qu'il existe, pour loul reconvrenicn
J-ouwert de A, un recouvrenent Q-ouvert de o1 plus fin el fine.
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O ne peat pas renoncer a la condition | L0 est d-ouvert” (i intervient
dans Ie point b) de la proposition précédente, méme si on ipose des cot-
ditions supplémentaires 4 Uespace bitopologiyue.

Exemple 8. Dans Uespace de Vexemple 6, considérons el et e
recouvrement g-ouvert «de b défini par un scul cnsemble: tel. Quoigue
espace considére est réciproquement normal et réciproquenent compact,
toutefois on ne peut pas indiguer un recouvrement Q-ouvert de i qui soit
plus fin que le recouvrement de ci-dessus.

La condition supplémentaire ,, cst Q-ouvert’” est a l'ongine des diffeé-
rences qui apparaissent entre les espaces topologiques et les espaces bitopo-
logiques. La proposition suivante illustre ce fait:

Proposition A, La réunion de dewx ensemble A ot B @-onverts of
pacts par rapport @ & est B-compact par rapport @ Q.

Démonsiration. Soit & un recomvrement s-ouvert de U B & est
de méme un recouvrement de A et de B, Dans nos hypothéses sur A et
B et conformément a la proposition 3.1, b) il existe deux recouvrements
d-ouverts: 3 de A et 5, de B plus fins que & et finis. Alors 5 U35, est un
recouvrement de A ) B Q-ouvert, fini et plas fin que &. 11 suit que I'en-
scible A4 [ B est d-compact par rapport a &

Exemple 9. Soit X — fa, b}, & =10, ta), b!, X} ot @ = D, XNt Les
ensembles {a) et 4] sont S-compacts par rapport a @, mais lat Uitt=2Xx
nest pas d-compact par rapport 4 & On remarque que la) et Wb ne sont
pas d-ouverts,

On démontre aisénent Ia

Proposition 5. Soient (N, 2.Q) i espace bitopologique S-compact par
rapport a & (réciprogucnent compact) of A4 wun ensetble A-fermé {E-fermé
of Qfermé). Alors Uenscidde A est @-compacl par rapport @ @ (réciproguenent
com pact),

BeCe -

. Image par une application continue e ouverte
Soient une application  f: (X, €, Q) - (A=

S

et fi(\, %) >
= (X5 8%, £ (N, @) = (VE Q%) des applications associces. Par definie
tion [7], fest continue si /) et f, sont continues, De fagon analogue on peut
introduire la notion dapplication ouverte.

Proposition 6. Si lespace (X, £, &) est S-compact par rappor! a & of
Papplication {1 (N, €, &) — (X*, 2% &%) q les propriétés . fiest continie
el [, est owverle, alors Utimage f(X) est $%-compacte par rapport @ Q%

Démonstration. ¥ effet, soit (L% un recouvrement S*-ouvert de
JX). Parce que f; est continue, {f7(U%)} est un recouvrement 2-ouvert
de X et alors il existe un recouvrement S-ouvert Finde X, plus fin et
fini, ¢’est-a-dire pour tout indice 7 il existe un ensemble 7 tel (ue 17 C
C /UL L'application £, étant ouverte, il résulte que AV 3 est un recou-
vrement de f{N) <Fouvert ot fini ot qui est plus fin que 7%, car, en effet,
pour toul /il v a un ensemble U7 tel que f(17) ¢ €%, Mais alors, compte
tenu de la proposition 3, f{N] est % compact par rapport 4 Q%

¥

E— —

COMPACITE DANS LES ESPACES RITOPOLOGIQUEN 321
5 CEMD,

Corollaire 2. Si lespace (XN, £, @) est réciproquement compact ct ! appli-
I i wma DL p LN PaLt, :
cation [ (N, 9, @) — (X*, 4% Q¥) est conlinue el onverle, alors I-*zmagc (X))
[ Y S B ta L EVE R D
est un ensemble réciproquement compact de Pespace (X ,z}", E )[:l .
Corollaire 3. Si on ajoute aux hvpothéses du corollaire 2 1 nﬂp‘ ] L‘.\’
que Uespace (X%, 4%, Q%) est réciproquement Hausdorff, alors F'image f(X)
5 ! que tpact. o
est un espace topologigue comp . ‘ B L
y f; A Limage d'un enscmble S-compact par rapport a & (réci
o :‘“re l[) l{ tb" ouvert (resp. S-ouverl et Q-omverl) par wune appli-
roquement compact) el -0 - {resp. 2 ( - af
fc;.;)i({m f (X, 4, &) h, (X%, 9%, @*) avec f continue ol fy ouverle {resp. {
con.t’.z'mte'r!- ouverte) est S*_compacte par rapporl @ &% (resp. réciproqucinen
compacle). o o . )
pI ‘exemple qui suit montre qu'il n'est pas suffisant de supposer que f
4 a
est continue, ) . ‘ .
Exemple 10. Solent N = {a, b, ¢, &= Q*= la ) t([)p:log;:? d::c.rc\jc;{
X#¥ — {a*, b%, ¢}, 2% = {0, {a¥}], 1b*, c*|, N*) aF =0, {a¥, A ic A
“ — » ! o= ., o s Vo ik yitoe e A .*_ n observe
et lapplication f définie ainsi: fla) = a , fioy =5 f(]r) ¢ | L observe
aisément que (X, €, @) est réciproquement compact {il est C.\dL\:‘z s
) y - 5 Ja N \# -
espace topologique compact}, que f est continue, mais f{.Y) _t X* est mo
b J¥-¢ e a ¥,
a%_compact par rappert a & ct non Q*-compact par rapport a
4. Théoréeme ' Alexander. Thioréme de Tychonoil S
i. Théoréme d'. ’ L ST
Le but de cette section est de démontrer, en suivant la vo 11 =
dans [3. ¢h. 3], deux théorémes importants qui sont les corﬁcb]ponc ants
des théorémes d’Alexander et de Tychonoff. Faisons d :11)0;( a .
- Remargice. Soient (X, 4, &) un espace bitopologique, & unc )Ls;
q b ! T DY eet rect S
de la topologic 9 et &, une base de &. L'espace (V, 2, Q) est 1Lulpr.0(’11u;m:(1:?]1ts
compact si et sculement si pour tout recouvrement de X dont les t-,_lu_m 11;.-
apparticnnent a &, il existe un recouvrement de X dout les clements
¢ - . v -
appartiennent a &, qui est plus fin et fini. ‘ o
’ ol 4 g , 11 » [
Proposition 7. (Alexander). St dans lespace bz!o/)uir,gaqr.rg (:\E i,u)\,
& est ane sous-base de la topologie 3 telle que pour loul .l’t,r.Ou;)i E{J_lblt ;{;}g;:[
dont les élémenls apparticnnent @ $ il existe un recouvrement ¢ e -0 g
plus fin et fini, alors Ucspace ést d-compact par rapport ({ a. N
Cette proposition peut sc démontrer cn su{n':mt,_a (ea’attap ?r( o
prés, la démonstration du théoréme d’'Alexander [3, ch. 5, et ¢'est pourq
1OUS ¥ ICIONCerons. o , _ o e
Soit {(X;, %, Q)}ier une famile d'espaces bitopologiques (}tl (X, .h,lu:')c
> 2 e . . : . . ) R g
I'espace bitopologique produit [17], c'est-a-dire X est 1 ensclm.z e1 1?rfc)c 1)0-
des ensembles X, [ & I, et € (resp. @) est la topologie-prodmt des toj
- = SuTp ’
logies &, (resp. &), it € 1. o o o S
¢ l'rc;posilinu $. Sile produit (N, €, Q) des espaces bitopologiqies (zd,),
2,Q), i1, est S-compact par rapport @ & {rici proguement comf;:z’f ‘(‘;
alors chacin des espaces factenrs (X;, 4;, @) est d-compact pai rapport Q
E 4 ot ement compact.) . N
&, (resp. réctprogu npa o . '
i 1)£mmxlmh'on. Les projections sont des fonctions L()lltll'lllll(_‘b ct()om ertes
ot done on peut appliquer la proposition 6 (resp. le corollaire 2).

21 — Matematiwa
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Proposition 8. (Tychonotty. St powr dond i1 Fespace bitopologiqin
(Ny. & Q) est 9 ~compact par v Lo 3 (réed o
i S']jm "/) 110t (:\ { ﬁ)- ! rapport & & (réciproguement compact), alors

espace-prodiid (X, 4, Q) csl E-compact par rapport & Q (res :

o (resp o ractprogrenicnd
coimpact). " s Al
] l)uniam'h'a!mn. Ou note par & la sous-base de la topologic € formée
(_(..toui es _cnﬁ::cg:bla% pr7(U), ol i1 et U7 ey, Par suite de la propo-
sition 7, (., &, Q) sera = compact par rappert a & si chaque sous-famille
A e s, pour Taquelle il v’y a avcan reconvrement C-ouvert de X plus lin
gue & et finl, ne recouvre pas U\ .

Soit, pour tout [ = a lamille & 10 (Ted =H (L]

. ] )t‘ 'r . I.”La .Ilm'n]lx U Ued, prt (U) e ).
‘1 m\:? c:,-l a 1.51 propriete qu il nexiste pas aueun recouvrement Q-ouvert
de Xy plus fin et fint @ en effet, =i {17 4 est vne Tawmille finie d'enscmbles

n
cmouverts telle gue AU Vo= N: ¢t pour tout £ il existe Uy de sorte que
= | )
A - IIJJ__, alors Ia familic finie Spr (100 o la propriété que pro'(lF, ) C
M ) - nn0 oy tal GhaG| M '
o {7,) et clle est un recouvrement ¢-ouvert, find, plus fin que &, ce
qui est une absurdite. '

Compte tenu du fal (NG S &) est & ;
. Qyiite Sep ; 'Il;;t-iqm-(‘-\“ Zi @) est g~compact par rapport a
2, e point v tel que v, & L7, pour tout I/ € &;. Alons l¢ point
(v} &€ X n'appartient pas 4 aucun ensemble de @ et par suite la famille
¢l ne recouvre pas N

[‘(.m'oll:url- 3. f>‘r {\Cb‘ j)t’u"!w.\' A, C N, T & 1, sont des ensemnbles E-conis
pac 5ﬁjxu1 rapporl @ Q, (réciproquement compacls) des espaces bitopologiques
(Xi, &, &), dlors lewr produdt 11 Ay est S-compact par rapport & & (recipre-

el
quenen! conpact) dans Uespace produil (N, <, Q).

. ll Lspaces bitopologiques localement compacts

a. Détinitions, Propriétés
,- Bédinition 3. Un espace bitapologique (X | 9, Q) est E-localement S-com-
J.:rrcl:j buir rapport a Q, sl exisle pour loul puint v = X wn S-voisinage qui
est :-,-tgmj)rz-.t par "ff‘f’f"o” d & De fagon analoguc on définit les c’.s‘j)m‘l’s qui
sont » €-localement u-rom{n:tc[s par rapport a < E-localement réciproguencnt
rompa)rt.s, réciproquement localcnient <-compacts pav rapport a Q, elc
» .ngf-m{uqms. a} Un espace 111t01miog1t1uc S-compact par rapport a &
l.ﬁ tucll])l_oquemeut focalement -compact par rapport & . b) Un espace
itopologique €-localement &-¢ 2t par 1 A # oest &

@-C();m el 1 calement J-compact par rapport & € est S-localement
al npact.

L ST .7 ' 3 . :

Proposition 10, 57 lespace bilopologique (XN, 2, Q} est réci proguement
Hausdorfl el Q-localement  S-compact, alors 2 C &.

o Démonstration. On démontre que tout ensembie -furmé est aussi
:—!cr_um. I effet, seient 4 un ensemble E-fermé, v e X I et 17 un
Dty i1 ey NP oot - - r . o )

Q-voisinage S-compact de v alors 17 est un ensemble S-fermé. Le sous-
g.-spuc[c_ (.20 1. an 1) est weeiproquenment Tausdorii et Ia topologic
N est une topologie compacte; alors, en vertu de la proposition 2,
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ond EN FCa&n V. La partic A N T de 1" est 4 F-lerde et done
a0 Pefermee, Comme Foest un ensemble @-ferme, il suit que . ) 17 est
an ensenible S-ferme de X Mors 17 (Y L) Im— () est un
Sevoisinage de v, et par suite AY b oest deouvert, clest-a-dire ] est un
cusemble E-lerme.

Corollaire 6. Soit (N, 9, &) un espuce hitopologigue wiciproquenent
Hausdor[f.

a) Si lespace est SAlocalement s-conpact o Aefncalenicnt Q-compact,
wlors & = &,

b) Si Cespace est Q-locelemenl s-com pacl par rapporl a &, alors £.C &

¢) Si Lespace ostoréciproquenent localement  yéciproguenieni  compact,
alors & = <.

Remargues. a) La proposition 10 et le corolluire 6 géndralisent, respec-
tivement, la proposition 2 ¢t le corollaire 1.

b) Un espace bitopologique réciproquement  Hausdorft, Q-localement
J-compact ¢t F-localement c-compact n'est pas autre chose quun espace
topologique sépard Hausdorfl et localement compact.

Proposition V1. 5S¢ Fespace (N, 2 @) st réciprogucnent Hausdorff el
F-localement réci proquenent compact, alvrs lonl pornd de N posséde wn S-sys-
e fondamental de S-voisinages conpacts Efernés el Q-fermés.

Démonstration. Soit v = Y et € un Svoisinage de & qui est rectpro-
quement compact. Aors € st un cnselile S-fermé et S-fermd et, en vertu
du corollaire 1, il est un sous-cspace topologique compact. Soit U7 w g-voi-
sinage de v; alors " = Int (U7 N Cy est un cusemble g-ouvert. Il sut

que W = [IF= T = 1147 Q  C est un cspace topologique  Hausdorff
compact et donc régulier, Alors 117 contient un voisinage 17 de v qgul est
fermé et compact dans I et done 17 est un voisinage de v et dans 117 et
par suite il est un #-voisinage de x dans X. Clest-a-dire 17 est un ¥-voist-
nage de v dfermé, Q-fermé, compact et contenu dans 0.

Gorollaive 7. Dans les hyvpothises de la proposition 1, Fespace (N, d.@)
est -pégulicr, S-régulicr par rapport a &, of la topolugie & ost séparde Haus-
dorff.

Les livpothéses de la proposition H sout restrictives, mais elles n'impli-
quent pas que 2 = & Dans ce sens on peat donner Vexemple suivant :

Exemple 11, Soit Uespace (R, 9, &), on £ est o droite numeérigue,
A est la topelogie diseréte sur R oet @ est la topologie usuelle. Alors cet
espace  est  réciproguenent Hausdorif el S-localement  réciproguement
compact, mais 8 = Q.

—L
-—

On peut géndraliser le résultat contenu dans le corotlaire 7, en utili-
sant le

Lemme Vo Seif (X, 9, Q) wn espace bilopologique. St pour lout point
v N Gl v oa un Deoisinage Q-fermé ol E-régulier pur rapport a &, alors
Pespace (N, 8, @) est S-régulicr par yupport d &
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Proposition 12, S¢ Uespace bitopologiqie (X, 9, &) et réciproquement
Hausdor[f, -localement d-compact par rapport a & ef la l.ribrj.!.J"ic 3 estqs S 6!
H:msdq:y’f, alors (X, €, @) est G-régulier par rapport e spree
~_ Démonstration. Si on suppose que Pespace est 9-compact par rapport
aQonag C &(envertu dela proposition 2) et, done, tout ensemble ﬂ?(-%elrmé
est @:—‘fermé. Comme la topologic ¥ est Hausdorff et compacte gl[e est
réguliére. Alors pour un point v € X et tout 9-voisinage {7 de ¢ il existe
un g-voisinage de X d-ferm¢, done aussi @-ferm¢, contenu dans (7. 11 suit
que (\, 2, Q) est d-régulier par rapport a . ' o .

X Si Tespace est d-localement d-compact par rapport a &, soit {7 un
Z-voisinage de & 9-compact par rapport a4 &. Alors [ est an ensemble
Q-fermé. IYautre part, l'ensemble U ¢ C 3

3 part, ¢tant reaaproquement Hausdorff
E-'i-c?mpact par rapport a @ et 2 N U est une topologic Hausdorfi, en vertu
;):_u- z:-ag;)%;?e;eel,mrtm de la démonstration, il résulte qu'il est 9-régulier

On peut appliquer le lemme 1 et it suit que (X, 4, @) est S-régulier
par rapport & Q. Y T

Exemple 12. Soient X un ensemble quelconque, € la topologie sur .\
dont les éléments sont les complémentaires de tous,les ensembles fi‘nis c‘le

£
A

‘?’ et @ lg topologie discréte. 1 espace (X, 4, @) est réciproquement Haus-
;{oquf]i dc(‘)cr;.}jcompuct par rapport 4 &, mais la topologie € n’est pas séparde
Done, la condition ,,2 est séparé Hausdorff” n'est pas impliquée par
les autres hypothéses de la proposition 12. m
Proposition 3. S/ lespace (X, 4, @) est 3-régulier par rapport & &
étSi;izg;cﬁe%c;:zj(ﬁ;fg;::fn;t j;m' rapport a ?93, alors toutﬂpoint de X posséde un
- Pt v 1 el e * v f g
7Y ¢ d-voisinages E-fermds ef Q-compacts par rapport
Démonstralion. Soient € un E-voisinage d’'un point v € X qui est
@-compact par rapport a & et {7 un 2-voisinage d-ouvert arbitraire de
A}ors U N Intg () C. est un cusemble S-ouvert et il existe un E?-voisinaé(;
L7, de x @-fermé et contenu dans U N Intg U. Evidemment, U, est un 9-voisi-
nage de v, Q-fermé, Q-compact par rapport a 4 ct contenu dans .
On peut donner une généralisation 4 la propoesition 11, Dans ce but
on démontre d'abord le ,
Lm‘nmc .’.__Sozem! (\9' & wn espace bitopologiquee, 1A une famille
rfc partics de X, A la réunion de ces parties et 3 A, & () A, les topologies
induttes de & ef &, respectivement, sur A, Si s r'?i'.?n"!i;(;f{'ﬁ' A .;.'—.l 2., n‘
sont Q-fermés (S-fermés et Q-fermésy e, pour fous les indices i :L[:\ A’esé
mowns fin que @Y A; (resp. 2N A, =@y A alors T A :"s[ moz'mlfin
que @0V A (resp. 20 A — Q) A) ‘
Dénmonstration. 11 revient a démontrer que, si o1, ¢t 4, sont &-fermés
et TN, CeNAd; ((=1,2) alors &N (A, YA an (A U A,
Dans ce but, soit U, un ensemble £ (A, U A.) ouvert. Alors il u:l(iste 1:;11
ensemble U d-ouvert tel que U N4, U A.) = U,. D’autre paft, les

._L_

—*.---
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ensembles U N A, ot U A, sont, respectivement, & ().l ,-ouverts
et 4 A,-ouverts et, dans les hypotheéses ci-dessus, ils sont de méme
& ) Apouverts et & N A,-ouverts, respectivement. Clest-a-dire il existe
les ensembles @-ouverts 17 et Fotelsque V) A, =0 N A et 10 oy =
= U (0 .1, Maintenant, on considére I'ensemble @-ouvert V' = (Vi V) U
IR —A4)N VU —=A)N V). On peat démontrer facilement
que V) (4, U 4. = U, cest-a-dire I'ensemble I/, est de méme &
N (A, Y Aa)-ouvert.

Proposition 14. Si l'espace (X, €, Q) csl réciproquentent Hausdorff el
d-lacalement riciproquement compact ef ol esl wun enscmble riciproquement
compact, alors Uensemble o a un svstéme fondamental de S-voisinages com-
pacts -fermdis ef Q-fermés.

Démonstration. En vertu du corollaire 1, l'ensemble A est compact, ¢
&.fermé et @-fermé. Soient U un d-voisinage de A et ¥ un point arbitraire
qui appartient a .1. En tenant compte de la proposition 11, il existe un
d-voisinage de x compact, d-fermé et &-fermé contenu dans {7/, Mais, l'en-
semble A ¢tant compact donc g-compact et @-compact — on peut
extraire un nombre fini de $-voisinages compacts, @-fermé et &-fermés
qui recouvre A. La réunion de ceux-ci sera un 2-voisinage de A4 g-fermé,
a-fermé et d'ailleurs §-compact et &-compact. En vertu du lemme
précédent, sur cette réunion, les topologies induites de € et & coincident,
11 suit que cette réunion est un 4-voisinage de A compact, a-fermé, @-fermé
ct contenu dans U.

Proposition 13. Si lespace bilopologique (X, £, Q) est réciproquement
Hausdorff et R-localement Q-compact par rapport & &, alors lowut ensemble
A, dont la trace sur un ensemble quelconque Q-compact par rapport qa 4 est
aussi Q-compact par rapport & 2, est un ensemble B-ferné.

Démonstration. Soient ¥ & X — s et U un €-voisinage de x Q-compact
par rapport 4 €. L’ensemble U ) A est @-compact par rapport 4 & et par
suite il est @-fermé. Alors U () (X — A) est un @-voisinage de x. C'est-a-
dire X — A est S-ouvert et par suite 'ensemble A est 3-fermé.

Proposition 16. Si (X, &, Q) est un espace bitopologique A-localement
(@-localement) F-compact par rapport & & et A et une partie A-fermée de X,
alors A est a-localement (resp. Q-localement) R-compact par rapport a Q.

Démeonstration. Soit ¥ un point arbitraire de A et U un d-voisinage
(@-voisinage) 9-compact par rapport 4 &. Alors U ] A est un g A-voi-
sinage (@ () A-voisinage) de v concernant ta bitopologie induite sur A.
Dailleurs, U () A est une partie € () U-fermée du sous-espace bitopolo-
gigue U et done, en tenant compte du fait que U est 3-compact par rapport
4 @, I'ensemble U ) 4 est @-compact par rapport 4 @ Donc U N A est
un 2 () A-voisinage (2 () A-voisinage) de x, S-compact par rapport a Q.
I’ensemble A est #-localement (@-localement} @-compact par rapport a &

En procédant comme dans la démonstration de la proposition 16 et
en tenant compte de la proposition 11, on démontre facilement la



w
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Proposition 17, Si (N, €, Q) est wn espace bitopologique réciproguement
Hausdorff et 2-localement réciproquement compact et si les ensembles A of B
sonl owverts ou fermds dans Uune des topologies 2 ot Q, alors Fensemble A (Y B
est un sous-espace de méme sorle que l'espace cndier.

G. Produit d'espaces hitopologiques oealement compaets

Proposition I8, Soit (X, 9,.Q)), i€ 1, une famille d'espaces bitopolo-
gigues ol (X, 2, Q) lespace bilopologiqne produil. Pour que Fespaces produit
soit Q-localement S-compact par rapport a & (S-localenient <-compact par
rapport a Q, E-localement réciproguement compact, elc.) if suffil que les espaces
Jacteurs N soient Qilocalement € -compacts par rapport @ Q; (resp. € -loca-
lement & ~conipacts par rapport @ &;, -localcmiont vécifroguenicnt compacls,
cle) P&, el Xy osoit Ee-compact por rapport @ &; (resp. Fi-compact par
rapport ¢ Q. réciproquentent compact, elcy pour loul i, sauf pour un nom-
bre fini.

Démonstration. Démontrons seutement la premiére partie de la propo-
sition. Soit v = (x,) & X un point. Pour les indices / dont X; west pas
g,-compact par rapport a @;, on considére un @-voisinage V; de a; qui
est d,-compact par rapport & @;. Pourle reste des indices 7, on prend V, = X,
C'est-d-dire, pour tous let indices £, 17; sont @ -compacts par rapport & @,
et alors, en vertu du corollaire 5. Vensemble 11 17, est un @-voisinage 9-com-

pact par rapport & & du point v.

7, Remarques sur Uimage d'un espace bitopologique localement eompaet

En géudral, une proposition analogue a la proposition 6 n'est pas
valable. Ce fait s'explique parce que dans la propoesition 3, b} inter-
vient la condition supplémentaire .1 est @-ouvert” ou par le fait que la
restriction d'une application ouverte 3 un sous-ensemble n'est Pas, en genéral,
une application onverte. Dans ce sens on peut donner un

Exemple 13. Soit X' un ensemble infini arbitraire. Solent sur .\ les

topologies suivantes: € — la topologie discréte, @ la topologic [aible,
L la topologie dont les éléments sont les complémentaires de tous les
ensembles finis de X' et @% — la topologie faible. Soit f: (X, s, Q) —

- (X, €%, Q%) Tapplication identique. Alors on peut prouver aisément
que Uespace (X, 9, &) est €-localement @-compact par rapport 4 @, appli-
cation f a la propri¢té que ses composantes f, ct f, sont, respectivement,
continue ¢t ouverte, mais (', 4% Q%) I'image de (X, &, &) par f n'est
pas f@*-localement @€¥*-compact par rapport a &*.

La remarque précédente sur Uimage d'un espace bitopologique locale-
ment compact fait possible la  conclusion que la proposition réciproque
de la proposition 18 n’est pas, en géndéral, vraie.

L. Espace (R, J 3

On munit Ia droite numérique R de la hitopologic composée par la
topologie inféricurement 4 sur R {c’est-a-dire la famille des ensembles
1% & < a}, & R] et la topologic supériecurement & sur R (¢'est-a-dire
la famille des ensembles {x; ¥ = 2}, 2 & R).
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Dans Uétude des espaces bitopolaigues, Tespace iR, ., 5:), atnsi introduit,
joue ke méme réle |7, 40 que ce.lui joud par lespace ’(I\, | ‘]1'.1 f-lmt_c
numérique munic de la tepologic usucile dans 1a io]).qleo;h::ic C il'silq.u?'.

Dans cette partie de la Note, on expose quelques proprictes de Vespace

co, 8. . .
e l:ab)propnsitiml suivante donne une c:t_‘;'JL:tcr.p.ntun1 des  cnsombles
fF-compacts par rapport i ('l. dans Uespace (R, J, 5. B npact

Proposition 18, Pour quun S(H'!’.s"-t,'HSE'IJI]Jh' 4 :/;; (R 3 '..’E\}.'?;”., \;‘('J’]]Ifmg'-
par rapport ¢ il fant o iU suffit quil soil v supéneiranent o g
fienne sa borie supérieure, .-
.“f"{;f’(uumxfmh'rm, .\{j't‘r.-_«.xz'h. O suppose que L estun :-‘;f)llw-('ll--\:n]l:h' --'--1';(3':11'-
pact par rapport & J. Mors pour t:ml‘r':'cc(-u‘\"r(_-ment ;h-ml'\'vrt de .l' 1 }) e
un recouvrement J-onvert de .1 ples fin et finio Au dernier recou rclm‘u}t.
on peut faire correspondre un suus?—rccou\'rcmcnt fini du premier. 11 smt
que U'ensemble .1 est borné supéreureinent. , ditient

Maintenant on suppose, par absurde, (ue Venscemble ne contien
pas sa borne supéricure, Soit (v C A une suite convergente (d.-uts fa -topo—
logic usuclle) a la borne supcrieure de 1 Alors le ?‘:::L)ll\il'tl':'.(‘lll.‘ 11“}%1?1;1:1;
A par la famille des ensembles $-ouverts {{— =<, Gy est un recouyye :
5 .l-ouvert de o pour tequel on ne peut pas indiquer un 1.'uc.nu\-:]r‘c}u'ent
J O d-ouvert de L plus fin ot finis On est parvenu ainst aune contradiction,
11 reste, done, gue A contient sa borne superieure. s

Suffisance. On suppose que .1 est borne alqt-erleurc_men-.l L() w]u Lv’
sa borne supéricure. Soit & un recouvrement & N A-ouvert de .. ; 111 o )sei (.
que o = d, parce que la borne supéricure de A appartient seu ement a
I'ensemble .1 du recouvrement considéré. Mais alxz,rs -;;;1} est un recowy re-
ment de .1 () A-ouvert, fini et plus fin que . Cest-d-dire .1 est &-com-
pact par rapport 4 7. o o '

Corollaive 8. Pour que Densemble | de (K.J3,8) soil erCOlil)JIﬁﬂl(:i '/Ja;;
rapport & & (réciprogucment compact) 1l faul el 1l _suffuf- qu 11’5011 o,rnb:, ugf‘u)
riewrement (vesp. borné) ef qu'il contienne sa borne tnférieure {resp. ses bornes .

Corollaire . 1) Liespace (I}’,J,é) n'est pas J-compact par rapport a
& ou S-compact par rapport a J. . .

[h) I.’c's{?mcc jz[\’, ¥, g)pcsl .‘i-lon_a.fcmm;t{Jf-c-:-;‘r;:/)art par rapport a ® cl fa-!oca;
lement $-compact par rapport a I, mais i u'est j)astf—!ocq!e:jmu‘- S-compact
par rapport O on $-localement J-compact par rapport a '3:_.‘ e o B

Remargue. Le théoréme analogue au théoreme de W Clt‘fbtrdhbl‘p() i
les fonctions continues défini sur un compact ue conduit pas a un résulta

nouvean.
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COMPACTITATE TN SPATID BITOTOLOGICE

Rezmnmnnt

In Notd se introduce nofiunca de compactitate in spatii bitopologice :
un spatiu (X, €, Q) este S-compact in raport cu & daca pentru orice aco-
perire ¢-deschisdt a lui X existd o acoperire Q-deschisa a lui X finitad si
mai find. Se abordeazd problemele obignuite : produs de spatii 9E-c01111)ac£'e
fatd de @, imaginea unui spatiu reciproc compact printr-o aplicajic continni
s1 deschisa, etc.

Se introduc notiunile de spagiu bitopologic 3-local @-compact in raport
cu &, s.a. 51 se dau unele proprietati ale lor.
. Se considerd spatiul (R, J, §) dreapta reald inzestratd cu topolcs
giile inferioard si superioard — si se precizeazi proprietatile lui de com-
pactitate.

DEUN DEFINITIONS DES FONCTIONS PRESQUI-PERIODIQUES
CONTINUES A VALEURS DANS UN LSPACE VIECTORIEL
TOPOLOGIQUE
PAR

N, GHEORGHTIT

La définition classique de Bohr [1] des fonctions presque-périodi-
ques continues, définies sur Vensemble des nombres reels, peut ctre for-
mulée aussi pour des fonctions ayant des valeurs dans un espace vectoriel
topologique. Mais, en général, dans ce cas, la caractérisation & l'aide de
la normalité par des suites [2] cesse d'étre valable.

Cet inconvenient nous semble di au fait que les ensembles précompacts
d'un espace vectoricl topologique (EVT) ne se caractérisent pas par la
convergence de certaines suites partielles des suites de l'ensemble donné,
comme c'est le cas dans les espaces de Banach, mais par la convergence
de certaines suites partielles généralisées extraites des suites généralisces
de l'ensemble respectif.

C'est ce qu’a suggéré la définition de la notion de normalité par des
suites généralisées et qui s’avére équivalente 4 celle de presque-périodicité.

Dans la Note présente, en plus de I'équivalence mentionnée, nous allons
établir encore une caractérisation des ensembles précompacts de fonctions
presque-périodiques.

En ce qui concerne la notion de suite généralisée (net), nous indigquons
3] Ch. 9 ou [4] Ch. 2 et pour la théorie générale des fonctions p.-p. 5, (6.

I. Notations. Nous allons noter constamment par .X un espace vece-
toriel topologique complexe, séparé au sens de Hausdorff, complet pour

les suites généralisées ; I I'ensemble des nombres complexes ; R l'axe
réel ; C(R, X) — P'ensemble des fonctions continues définies sur R et

avant les valeurs en X, organisé comme un espace vectoriel par rapport
aux opérations habituelles; f{¢) les valeurs d’une fonction définie sur



