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COMPACTITATE IN SPATIH BITOPOLOGICE

Rezunat

In Notd se introduce nofiunca de compactitate in spatii bitopologice :
un spatiu (X, €, Q) este €-compact in raport cu @ daca pentru orice aco-
perire #-deschisdt a lui X existd o acoperire @-deschisd a lui X finita si
mai find. Se abordeazi problemele obisnuite: produs de spatii :‘?-cmnpact‘c
fata de @, imaginea unui spatiu reciproc compact printr-o aplicaic continuni
si deschisd, etc.

Se introduc notiunile de spagiu bitopologic 9-local #-compact in raport
cu &, s.a. st se dau unele proprietati ale lor.
. Se considerd spatfiul (R, J, §) — dreapta reald inzestrati cu topolcs
giile inferioari si superioard — si se precizeazi proprietatile lui de com-
pactitate.

DEUX DEFINIFIONS DES FONCTIONS PRESQUI-PERIODIQUES
CONTINUES A VALEURS DANS UN ESPACE VECTORIEL
TOPOLOGIQUE
PAR

N. GIIEORGHTT

La définition classique de Bohr [1] des fonctions presque-périodi-
ques continues, définies sur V'ensemble des nombres réels, peut ctre for-
mulée aussi pour des fonetions ayant des valeurs dans un espace vectoriel
topologique. Mais, en général, dans ce cas, la caractérisation a l'aide de
la normalité par des suites {2] cesse d'étre valable.

Cet inconvenient nous semble dii au fait que les ensembles précompacts
d'un espace vectoricl topologique (EVT) ne se caractérisent pas par la
convergence de certaines suites partielles des suites de I'ensemble donn,
comme c'est le cas dans les espaces de Banach, mais par la convergence
de certaines suites partielles généralisées extraites des suites généralisces
de I'ensemble respectif.

C'est ce qu’a suggéré la définition de la notion de normalité par des
stites généralisées et qui s'avére équivalente a celle de presque-périodicité,

Dans la Note présente, en plus de I"équivalence mentionnée, nous allons
établir encore une caractérisation des ensembles précompacts de fonctions
presque-périodiques.

Tn ce qui concerne la notion de suite généralisée (net), nous indiguons
31 Ch. 9 ou [4] Ch. 2 et pour la théorie générale des fonctions p.-p. |5, [6].

. Notations. Nous allons noter constamment par X un espace vec-
toriel topologique complexe, séparé au sens de Hausdorft, complet pour
les suites généralisées ; [° Iensemble des nombres complexes ; R l'axe
réel ; C(R, N} — l'ensemble des fonctions coutinues définies sur R et
avant les valeurs en X, organisé comme un espace vectoriel par rapport
aux opérations habituelles; f{f} — Tes valeurs d'une fonction définie sur
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Risi feC(RN) et he R on dit que la fonction f & C(R, N avee
S = JU - &) est une translation de [/ ¢tant le pas: A P(R, X} désigne
I'ensemble des fonctions presque-périodiques dont la définition suit immdé-
diatement,

La définition des fonctions presque-périodiques. On dil gu'une fonction
f & C(R, X) est presque-périadique (an seas de Bohr) si pour chaque voisi-
nage Vode Porigine, il existe un nonibwe positif 1 = (V) tel que chaque inter-

valle de R de longneur 1(17) conlicnne au moins un wombre =, (V. — presque-
période) pour lequel on d
(1) flit=—fhel on ek

La définition des fonctions normales. On dit que la fonction f & C(R, \)
est normale si chague suile généralisée arbitraire de translations de [ posside
des suites génédralisées partielles wniformément convergentes sur R.

2, Nous ¢tablissous d'abord quelques propriétés élémentaires de cette
espéce de fonctions presque-périodiques.

Théoréme b S f & AP(R, XN) Llensemble des valewrs Hy = {(flt) - (R}
est précompact ¢f par conséquent il est borné,

Théoréme 2, Chaque fonction f& AP(R, X)est wniformément continue
sir R,

Théoréme 3. Soicnl f= AP(R, X)) o h wéel arbitraire. Alors on a
o APR, X) et 3/ € AP(R, N) pour toul e " ot h & R.

Théoréme 4. S/ f e AP(R, N), lensemble de ses translations est un
ensemble également wuniformément continu sur R, également presque-périodique
et pour chaque & R Uensemble {fi(t): h & RY est précompact en X,

Théoréme 5. La limite d'une suite généralisée de fonctions presque-
peériodiques uniforménient convergenic sur R, esi aussi wne fonction presqiue-
périodigue.

Théoréme 6. S¢ un ensemble GFCAP(R, Ny est égalentent wniformément
contimu sur R, également presque-périodique of pour chague { & R 1'ensemble
des valeurs de ces fonctions TF() = {ft): [ € (), est précompact, alors toude
suite généralisée de OF posséde des suiles généralisées partielles wniformiment
convergentes sur I, ’

Démonsirations. Nous allons démontrer seulement les théorémes |
et 6, les autres en résultant des idées quils contiennent, conformément au
modéle classique,

Soient {7 et V' deux voisinages de Vorigine tels que U — U V et
I ={(U) >0, lc nombre qui correspond a4 U par la presque-périodicité
de f; Tensemble ! f{f) 1 0 == 1 = I} est précompact parce qu'il est I'image
d’un ensemble compact de R en X, par une fonction continue ; il en résulte
quil existe Uensemble fini /,, 4y, ..., fy tel que (f(H:0 < ¢t < I} peut étre
couvert par les ensembles f{f;) + {7, i = 1,2, ... %; pour chaque ¢ réel,
soit = une U-presque-période de l'intervalle fermé¢ [— ¢, — ( + {]; comme
t + = & [0,1], on peut désigner un entier 7 de sorte que flf + ) & f(t) + U ;

“ CHEORGHIU 3:_3&

14 i : \ 3
nous aurons f(f) = f(t ==y — (f{(+= =) — AL f{) + t FC f(l.,_‘. !
et par suite {f{f) 1 f & R} est précompact parce que I7 ¢tant un vosinage
arhitraire de Torigine, Uensemble en question peut €tre couvert par
ensemble fini de translations de 1 o ) o

Passons maintenant au théoréme 6. Pour chaque voisinage 17 de Yorn-
gine on peut attacher un autre, {7, tel que
(2) G Uasli=84 UV
Parce que (F est egalement uniformement continu, pour cet Ul existe
§ = O tel que

v L m—— A ] i ~

(3) Aty — fu) & U pour chaque [ & df ot It — 7] = 4

Mais v ¢tant également presque-périodique, i1 existe un autre nombre
| = I(U) tel que tout intervalle de longueur # contienne un nombre = pour
lequel
{4) fit4+=—fAnel., tek [eE

Soit M un ensemble fini £, 4, ..., [ de l'iuter\'ulle i:ernu- 0,17 de
sorte que pour chaque ¢ & [0, /] i existe un 4 tel que (3]

(5) (==ti] < 8.

Prenons eufin une suite géncralisée {fil.ga _dc F; comme toute §;L1111te
généralisée d'un ensemble précompact a des suites généralisces partielles
convergentes, aprés & extractions successives on obtient de (fi)aea une
snite généralisée partielle, notée de nouvean (fi)ags, ponctucllement con-
vergente sur A, done uniformément convergente. On détermine par conse-
quent un élément v, = A tel que

(Gl 7>y et B>, =>.fa(,:} f.’:(’li) elU, =1 2" oo b

Soit { arbitraire et = une [-presque-periode telle que © = | .
il existe {,, un point appartenant a M pour lequel [(£ + <) — 4 << 5.

Pour 7 = v, et 8= v, on a flf) Sl = {fa() = full =)
F Ll T — AR £ ) = Sl ) — Sl A el -

fa(i)), dotr, en combinant avee (2)- (6), on obtient L) — falfie V,

{e R,

Cette derniére relation nous montre que la suite généralisée (fa)aes
satisfait 2 la condition nécessaire et suffisante de Tuniforme convergence,

3. Nous allons présenter maintenant le théoréme qui nous intéresse,
A savoir le '

Théoréme 7. Une fouction est presque-périodigue st el sculement st
elle est normale.

Démosntration. La nécessité résulte immédiatement des théorémes 4
et 6,
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Nous démontrons la suffisance par l'absurde. Supposons, en effet,
qu'il n'en soit pas ainsi, done la fonction est normale mais non prescque-
périodique.

Par conséquent, il existe uu voisinage de lorigine 17, tel que pour
chacue / > 0, on peut déterminer un intervalle de longueur 7 qui ne contient
pas une I -presque-période. Iin raisounant comme dans le cas classique,
on peut déterminer la suite réclle (A,) et les points 4, sur Paxe réel pour
lesquels on a

(7) fU;--h =) —f)aV, =
En désignant a,, — £; — &y, la relation (7) devient
{8) S gy = Sl ) g1V, P

La condition (8] garantit le fait que la suite des translations (/o) ma pas
une suite généralisée particlle uniformément convergente sur R, ce qui
finit la démonstration.

Théoréme 8. La somme de deux fonctions presque-périodiques est anssi
wne fonction presque-périodigue.

Démonstration. On voit facilement que la somme de deux fonctions
normales est une fonction normale.

4. L'organisation de Uensemble A P{R, X} comme un espace veetoriel
tepologique

Conforinément aux théoremes 3 et 8, on peut organiser AP(R, X)
comme un espace vectoriel par rapport aux opérations habituelles d’addi-
tion et de multiplication par des scalaires. Soit @) le systéme des voisinages
de T'origine dans la topologic de l'espace vectoriel X. Vu que les fonctions
presque-périodiques sont hornées sur R, les ensembles

T — (/e dP(RX), eV, (e R

construits pour chaque I & ) constituent un systeme fondamental de
voisinages de Vorigine en 4 P(R, X) pour une topologie d’espace vectoriel.
La convergence dans cette topologie coincide avec la convergence uniforme
sur R, des fonctions presque-périodiques. A P(R, X) muni de cette topo-
logie est un espace sépar¢ Hausdorff complet pour les suites généralisées
si X est un telespace.

Dans ia suite, on va considérer [ P{R, X) muni de cette topologie,

Théoréme 8. Une famille finie de fonctions presque-périodiques est
galement  presque-périodigue.

Démonstration. Soit X" 'espace vectoriel topologique qu'on obhtient
en multipliant X » fois par lui-méme, cest-d-dite A xX % ... X X,
muni de la topologie-produit de X.
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11 résulte que X" est séparé au sens de Hausdor(f ¢t complet pour les
suites géndraliscées. Une fonction TR = Neontinue sur K, co'iuciglc avee
un nw-uple (fy, for ..., fu) de fonctions continues qui appartient a €(R, X},

Soit encore espace des fonctions ])rcsquc-p.érm(llqucs AP(R, X7
Puisque 1'uniforme convergence en A P(R, \") coincide avec 'Ia convergence
uniforme par rapport aux coordgnnécs, on en déduit quun  w-aple de
AP(R, X) fournit une fonction f presque-périodique de A PR, X7).

In écrivant qucnf est presque-périodique au sens de Bolr avee un voi-
sinage de la forme ¥ ox V' x ... 1, ot 1V & @, nous concluons gue 1a
famille f,, f, ..., [, est egalement presque-périodique. .

Nous avons enfin tous les éléments néeessaires pour caractériser les
familles précompactes de fonctions presque-périodiques. ) ‘

Théorémre 10, Soit (F unc fanulle de fonctions  presque-périodigues
définies sur R avee les valeurs dans A _ o

La condition nécessaive el suffisante pour que towle suile généralisée
de (F ait des suiles particlles géniralisées wuniformément convergenics sur R,
esl que:

1. F soit égaloment uniforméncnt continue sur R

11. <F  soit égalcment presque-périodique . )

111, pour chague (&€ R, Uensemble 7F(1) = {fU) 1 f & (F) soil pricompact
o X, . _

Dénmonstretion. Remarquons d'akord que Ja pramiére affirmation du
théoréme caractérise les ensembles précompacts de AP(R, X}.

La suffisance résulte facilement du théoréme 6. _ o

La #écessité. Soient (F précompacte en AP(R, X) et U ed), Ve,
tels que

(9} U+ U—-Uc V.

Comme (F est précompacte, il existe 'ensemble fini f, fi,. .., f, de (F de
sorte que (F U {f, + U) ; antrement dit, pour chaque f & (F, on peut
i=1

indiquer une fonction f; telie que

(10) fi) )+ U, teR

Vu que lensemble f), f,, ..., f, est également uniformément countinm,
il existe le nombre & > 0 tel que
(11) St — el st =M< deti=12 ... n

Quand |7 — ¢
JUy = ) = ) — SR = )y = 000 A A7) = A

fournit Ie résultal que (F est dgalement uniforménient continue, en conside-
rant bien entendu les relations (9)—(11).

d ¢t [ e (F lidentitd
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La nécessit¢ de la deuxieme partic de Uhypothése résulte immédia-
tement @ soit U et I,V arbitrairement choisi, tels que les relations (9)
et (10) solent satisfaites. Conformément au théoreme (9), la famille
i fae oo [y st également  presque-périodique et par cotséquent,  au
voisinage U correspond le nombre { = /(L) ; soit = une U presque-période
commune 4 toutes les fouctions [y, fo, ..., [, ¢'est-d-dire

(12) fit+-—fhelt. telk;, (=12 ..., 1
En ajoutant lidentité
N (I (A e I A U S B A R I AGTRE R H U RO

aux considérations précédentes ct les relations (9), (10), (12), Uaffirmation
devient évidente.

On déduit enfin facilement de la précompacité de 7 que TTest néces-
saire.
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DOV Y DEFINITID ALE FUNCTIILOR APROATE-FERIONICH
CONTINUE CU VALORE IN SPATIE VECTORIALL TOPOLOGICE

Fouazmiubat

In lucrare se dau doud definifii echivalente peutru functii aproape-
periodice continue pe mulfimen pumerelor reale, cu valori intr-un spatiu
vectorial topologic, separat Hausdorff, complet prin giruri generalizate.
Una este definitia lui Bohr, iar cealaltd, definitia normalitdtii prin yirur
generalizate. Pe lingd unele proprietdti generale, se mai demonstreazd
o conditic necesard i suficientd de precompactitate a unei familii de
functii aproape-periodice.

o

FONCTIONS PRESQUE-PLERIODIQUES
DEPENDANT D'UN PARAMETRE
mAR

No GITEORAGITTT

Dans son livee (1, (2, C. Cordunecanu consacre le second
chapitre aux fonctions presque-périodiques & valeurs complexes dépendant
d'un paramétre. 11 parait que ce soit le premier essai de développer une telle
théorie, qui est d'aitleurs solicitée par certaius problemes d’équations diffé-
rentielles of interviennent aussi des fonctions presque-périodiques (17,2
Le but de la Note présente est de nous vecuper des fonctions presgue-
périodiques dépendant de paramétres, a valeurs dans des espaces vectoriels
topologiques, fa définition ¢tant donnée de maniére & nous fournir un
méeanisme unitaire détude de ces fonctions. 1'idée est qu'une fonction
presque-périodiyque de la variable ¢ dépendant d'un parameétre =, coincide
avec une autre fonction presque-périodique de la variable £ a valeurs dans
un espace vectoriel topologique convenablement choisi. Les résultats obtenus
sont dans le genre des résultats classiques de la théorie des fonctions pres-
que-périodigues au sens de Bolhr ¢t généralisent (en ¢liminant certaines
conditions) les résultats obtenus dans [1], [2]. Cette Note est une continua-
tion directe de notre Note antéricure de ce volume. Nous n'allons pas faire
de nouvelles démonstrations, car il suffit de transposer les démonstrations
de notre Note citée, Cette transposition est possible grice a la définition
quon a donnée.

Notations ef convenlions., .\ — cspace vectoriel topologique, separe
Hausdorlf complet pour les suites généralisées. I le corps des
scalaires, nombres récls on complexes; & — Vensemble des nombres réels
7 — un ensewble guelconque non vide ;& un systéme de parties de
Z, (Z)eea, dont lo réunion est 7. 7, pouvant etre digjointes.

Soit ensuite 3, = B,(Z, ) Penscmble des fonctions définies sur 7
A valeurs dans X et borndes sur chaque Z,. Par rapport aux opérations habi-

’



