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l.a nécessité de la deuxicme partie de Uhypothése résulte immdédia-
tement ; soit U et V0V arhitrairement choist, tels que les relations (9)
et (10) soient satisfaites. Conformément au théoreme (9), la famille
Forfor o oo [y est également  presque-périodique et par conséquent, ad
voisinage U correspond le nombre [ — I{U] ; soit - une [-presque-période
commune a toutes les fonctions [, fo, ..., f,. ¢est-d-dire

(12) flit+< —finel. tek; (=12 ... n
Ln ajoutant lidentitc
JU A=) =) = 0+ 2) — L0 4 A0 4 2) = S+ A = A

anx considérations précédentes et les relations (9), (10), (12), Uaffirmation
devient évidente.

On déduit enfin facilement de la précompacité de 7F que TTT est néce:-
saire,
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DOUA DEFINITIT ALY FUNCTIILOR APROAP) FERIODICE
CONTINUE U VALORD [N SPATIT VECTORIALL TOFOILOGICE

Fueamal

in tucrare se dau doud definitii echivalente pentiu funefii aproape-
periodice continue pe mulfimen numerelor reale, cu valori intr-un spatiu
vectorial topologic, separat Hausdorff, complet prin giruri generalizate.
Una este definitia lui Bohr, iar cealaltd, definitia normalitdfii prin siruri
generalizate. Pe lingdi unele proprietdti generale, se mai demonstreazd
o conditic necesard i suficientd de precompactitate a unel familii de
functii aproape-periodice.

FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQULES
DEPENDANT ID'UN PARAMETRE
PAR

N GHEORGIINT

Dans son livie (1], 2, C. Corduncanu consacre le second
chapitre aux fonctions presque-périodigques & valeurs complexes dépendant
Jd'un paramétre. 11 parait que ce soit le premier essai de développer une telle
théorie, qui est dailleurs solicitée par certaius problemes d’équations diffé-
rentielles ot intervienent aussi des fonctions presque-périodiques [1],[2].
Le but de la Note présente est de mous occuper des fonctions presque-
périodiques dépendant de paramétres, a valeurs dans des espaces vectoriels
topologiques, la définition étant donnée de maniére a nous fournir un
mécanisime unitaire détude de ces fonctions. L'idée est qu'une fonction
presque-périodiyue de la variable ¢ dépendant d'un parametre o, coincide
avec une autre fonction presgue-périodique de la variable £ 4 valeurs dans
un espace vectoriel topologique convenablement choisi. Les résultats obtenus
sont dans le genre des résultats classiques de la théorie des founctions pres-
que-périodiques au sens de Bohr ct généralisent {(en éliminant certaines
conditions) les résultats obtenus dans {11, [2]. Cette Note est une continua-
tion directe de notre Note antéricure de ce volume. Nous n'allons pas faire
de nouvelles démonstratious, car il suffit de transposer les démonstrations
de notre Note citée. Cette transposition est possible grice 4 la définition
qu'on a donnde.

Notations of conventions., N — espace vectoriel topologigue, séparé
Hausdorff complet pour les suites généralisées. I' — le corps des
scalaires, nombres réels ou complexes ; K — Vensemble des nombres réels
— un ensemble quelconque non vide; o — un systéme de parties de
(Zxecr, dont la réunion est 7, Z, pouvant etre disjointes.

Soit ensuite 3, = Ba(Z, N) D'ensemble des lonctions définies sur 7z
A valeurs dans X et borndes sur chaque Z,. Iar rapport aux opérations habi-

4
Z,
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tuelles, B, est un espace veetoriel: si 17 est un voisinage quelconque de
FPorigine dans .\;et M une réunion guelconque finie d'éléments de a, alors
fes ensembles (M, 1) = (g0 &€ By, »(z) €V, 2 & M} constituent un
systeme fondamental de voisinages de 'origine pour une topologie d'espace
vectoriel de BB, La convergence des éléments de B, dans cette topologie,
coincide avee la convergence uniforme sur chaque Z, des fonctions o & B,.
I'espace vectoriel topologique B, organisé de cette maniére est separé
Hausdorff ¢t complet pour les suites géndralisées, (cf. [31, chap. VII ou
bien 4, chap. 0). '

Notons par €, = C; (R 0 Z, X) Tensemble des fonctions f définies
sur R« Z, 4 valeurs f{f, z) dans X, avant les propriétés suivantes: fa
restriction de f a chaque ¢ est de B,, ¢'est-a-dire lorsque ¢ est {ixé, [ est
bornée sur chaque 7, ; f est g-continue sur R ¢’est-a-dire si nous fixons
unt £y, alors pour toute paire (17, ) il existe un nombre § = 0 tel que

(1) P — 1y < 3= it )

La déiinition des Tonetions presque-périodiques dépendant d'un para-
métre. Une fonction [ & C, sappelle a-presque-périodique, (s — pp.), si
pour toute paire (V, a2} on peut indiquer un nombre positif I — IV, 2} tel
quee sur tout ntervalle de longuewr 1, 1l v ail au moins un nombre = tel que

(2) S 4=, 2)

Remarque, La définition précédente est donnée de maniére que Ia
propriété d’uﬂ_ue fonction [ de €; d'etre 6-p.p. coincide avee la propriété de
la fonction f: R — B, définic par la relation fit) = f(4,.) d'étre presque-
periodique (voir la définition de notre Note antérieure). Ce fait nous permet
de donner sans démonstration (qui présenterait certaines difficultés) les
propriétés suivantes (dans ce qui suit nous allons noter par A Py(R, X)
ou bien .17%, Uensemble des fonctions s-presque-périodiques) :

L St fe AL, alors Pensemble des valeurs de f est g-précompact, oeslt-
a-dive pour tout o Uensemble [f(1, 2):{ € R, : € Z,) est précompact, cb donc
ausst borné.

II. Si f oest de APs, alors [ oest g-uniformément continue, ¢'est-a-dire
pour toute paive (17, ), il exisle un nombre 8 > 0, tel que ' — 7| < 3 o
zed, impliqgue fit', 2) — ft", 5) = V.

111, S0 fest dans AL, h nombre réel, i 1" alors 1.f AP, e 4P
(fa est ane translalion de [ définie par filt,z) = flt + h, 2} sur R X Z.

IN. La limite d'une suite généralisée de fonctions 6 — p.p., s-unifor-
mément convergenle sur R, est une fonction o-p_p. (La suite généralisée (f),e;
sappelle c-uniformément convergente sur R si pour toute paire (V, 2)
1l existe un i, tel que / >, f & KR, = € Z,, implique f,(t, 2} — flt,2) €V,
olt [ est la Himile.

N SE o ensemble TEIC A Py est g-dgalement woniformément conbini sur
R, également a-presque-périodique et pour chaque { @ R of 2 & A Pensemdle

Aty 5) £V, pour tout = e 7,

S,z eV brsque t & R el 2 = 7,

H
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F({, 2 i 2y e Foos & L est précompact dans X, alors lonle sutite
généralisic de Foa des sous-suites généralisées a-uniformcément convergenles
sur R

La définition de la g-normalité. e fonciion [ & C, s'appelle a-normale,
s fonte sulle géndralisée de (ranslations de [ o des sous-suites généralisies
g-uniformément convergenles sur K.

VI Une fonclion de Co estoa-presque-périodique sioel seudement si elle
cst g-norniale.

VIL La sonime de dewy fonctions de AP, est wine Jonelion de 1%, of
done par rapport aux opérations habituclles APy est wn cspace wveeloriel,

VILL One famille finic de fonctions o — p.p. est un cnsemble également
o p.p.

[N, Soll (F win ensembic de fonclions s— p.p. La condition nécessaire el
suffisante powr que loute suite géndralisée de f ail des sous-suiles généralisées
a-uniformément convergentes sur K,oost gue

17 F soil s-dgalement wniforménient continu sur R

20 0F soit lgalement G-pop

37 pour chague paire (4, 2), Uensemble F(1, z) = f(L, 3} f& F, 2 € 44}
soit pricompact dans X,

Nouns allous denger maintenant quelques cas particuiiers de fonctions
a-presque-peériodiques,

a) Le cas le plus simple est lorsque les ensembles Z, coincident avec
les ensembles formés par un seul élément de 7 alors Ta définition devient :
une fonction /0 R x Z — X, qui, pour chaque & /7, est continue par
rapport a ¢ € R, s'appelle s-p.p st pour toute paire (17, ) on peut déterimi-
ner un nombre positif /= /{17, 2) tel que sur tout intervatle de longeuer
[ on trouve an woins un nombre = tel que f{ 4 < 3 S 3 e F pour
tout { = K.

b) Sitous les ensembles Zy coincident avee 7, la définition se traduoit
par: soit f: R x 7 — X une fonction bornée sur Z pour chaque / € R et
continne en chaque ! & R, uniformément par rapport a =z & £ ; f s'appelle
presque-périodique en £, uniformément par rappert & z € £ si pour tout
17 il existe un nombre positif / = [{I), tel que sur tout intervalle de tongueur
{1l v ait au moins un nombre = tel que f{t 4 <, 2} — f{(, z) &€ " pour tout
e Retzel

Jusqu'a présent Z a ¢été un ensemble amorple, ¢'est-a-dire non doté
d'une structure algébrique ou topologique. Prenons le cas olt £ est un
espace topologigque et o une famille d'ensembles compacts dont la réunion
est £ soit [0 R % Z = X une fouction g-continue par rapport & /7 {cf. &
I définition donnée au commencement) et pour chaque / fixé continue
sur /£ alors toutes les conditions pour définir la s-presque-périodicité de
f sout satisfaites.
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FUXCTU APROAPE-PERIOBICE DIPINAIND DI PARAMETRI
[Rezmmat

Se considerd spatinl vectorial topologic 5, al functiilor [ R » £ > X
(unde .R este multimea numerelor reale, 4 o multime oarecare, N itxlu‘sp-l‘éh{
veetortal topologie separat Hausdorff, cmnplcf prin siruri ,Gcl’let':l];'l?’;tc'l
marginite pe multimile /£, a caror reuniune este Z. O functiebf din B se
numeste g-aproape-periodic daci este o-continud in ¢ 5i pentru orice ]Jercﬂcflc
(V, =) (V' — o vecanatate oarceare a originii in X, Z, C Z), existd un numir
pozitiv { =1, 2}, Incit orice interval al axel reale Cc;n]:ine micar 1‘111
numar < astfel o fl6 - < 2) - f{t,2) €1 pentru ¢ € R 51 :&7,. Se stabi-
leste echivalenfa acestei definitil cu definfia o-normalitagit st iL enumers
proprictatile generale ale functiilor definite, ale clror demonstratii F(:‘?U]t;l
din Nota precedentd a antorului, din acest volum. ‘ o

s

LQUATIONS AUX DERIVEES FRECHET
PAR

CORNELIT URsSESCU

1. Introduetion
Dans cet article, on d¢tudic Uéquation aux dérivées Iréchet™

(1.1) ‘;’\‘f(x;. Sl n(u)y.

Cette équation, qui contient aussi le cas particulier des équations scalaires
aux dérivées partielles de la forme

on
0y;

(g, - o= fplEn, U USRI (KPR o I

e {xy, o, Xpl),
a ¢té considérée dans différents travaux [1], 131, (91, [10]. [1d], 147,
1573, (16 dans des hypothéses qui supposent I'existence des dérivées par-
ticlles de Fréchet df/dx et df/dv et Iexistence d'une liaison entre les fone-
tions /. df/dx et df/dv, liaison (ui est nommeée , Ia condition d'intégrabilité
compléte’.

Le probleme de lexistence de la solution de I'équation (1.1), sans
supposer Vexistence de la derivée particlle Fréchet df dx et en utilisant
une ,condition d’intégrabilit¢ compléte”, qui généralise Ia condition clas-
sique et qui exprime une liaison entre les fonctions fet 9f dv {formule {4.2)],
fait I'objct de ce travail

On étudic ensuite la dépendance de la solution de I'équation {1.1)
d'un paramétre et enfin on étudie 1'équation linéaire et homogéne aux
dérivées de Frechet

* Poar tont oo goe coneerne L dérivée de Prichel, voir 4 5% I6] [ )



