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Introduction. Dans cet article nous allons étudier les équations in-
tégrales vectorielles:
1
(E) *lt) = Flr;x) | \k(r, §) fls3 x)ds,
4
en utilisant la méthode développée par C. Corduneanu dans [1]. Nous
allons comsidérer différents cas particuliers pour l'opérateur F(z;x).

Dans le théoréme 3 il sagit des cas ou F(r;x) est lincaire.

L’espace ou nous travaillerons sera I'espace CR ,Rv) des fonctions
vectorielles continues sur le demi-axe R, — {z;¢ ~ 0}, & valeurs dans 'espace
euclidien & #-dimensions R*.

L’espace C.{R ,R"} est un espace vectoriel topologique localemeni
convexe, dont Ja topologie est définie 4 Paide de la fanulie suffisante de
semi-normes :

| fl, —sup f{1) , pour meN, | f{7) ) s e ol 01 1) =3

0210, m]
Fisfaren o f, étant les composantes de la fonction vectorielle /.

Parce que certe famille de semi-normes est dénombrable, il en résulie
que C.(R.,R") est mérrisable,
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Considérons Popératcur :

(1 LT \ /\’(I, S'Ig(a‘}cf.-.‘. e ) I:R i P

ou k(¢ s) est une matrice de type # .- u, continuc sur R .

Cet opérateur est linéaire et continu sur CAR R, (T:C{R ,R") >
- CC(R-!-: R"})'

A Taide du théoréme du graphe fermé (voir [6] . 37 ou [7) p. 114}, on
démontre que si la paire (B, D) d’espaces de Banach de C.(R ,R"} plus
forts que C(R, ,R"), (c’est-a-dire ayant les topologies plus fortes que la
topologie de C,(R.,R"}) est admissible par rapport & Popérateur T (c’est-a-
dire TB C D), alors T est continu sur B, donc:

(2) Tglp<h gly, ve B,
A étant un nombre positif (voir {17).

§1. En uulisant des théorémes de point fixe, nous allons érablir quel-
ques théorémes d’existence et unicité de la solution de PPéquation (E), d’on
résultera son comportement global,

Théoréme 1. Si Péguarion (E), sarisfait aux conditions suivantes -

a,) La paire (B,D) d’espaces de Banach de C(R., R plus forts que
Ce(R ., R") est admissible par rapport ¢ Popérareur T,

b)) L'epératenr x — f(.; x) dé fini sur la fermeture S de S dans C (R R,
o S=ly,xveD, xlp< & o> O est comrinn  sur S, o valewrs dans B et
surisfair cncore (i

|11} /(,\.) [ Py, XF .SI,
(1.2) I/ (50 = 54(e), x€S,

0 ry estoun nonbre positif et ny e fouction positive, continne sur R
c,) Lopératenr x — Flosx) est contimu sur S, a valenrs dans D, er
satisfair encore 4 :

{1.3) Floix)p<r, xS, ra=0.

dy) F(S) est relativement compact  dans C (R, R"),
alors, dés que vy ++ kry, 2, 1 ‘équation (E) admet au momns une solurion W ScCh

Démonsiration. Nous utiliserons le théoréme du point fixe de Schauder
et Tychonoff pour Pensemble SC C(R ,R" et Popérateur [/, ou

(3) UR)(1) - F(r55) |-\ ktry 51 £ 2 6)s,
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elest-a-dire
-4 Uce I x) -1 0x).
Pour x ¢ 8, [ .;x) ¢ B, done T/(.;x)eD. De méme {.;x) ¢ D, done

Ux e D. Les valeurs de U appartiennent, 4 5. .
En effet, selon les conditions (1.1) er {1.3), il résulte:

(5) Uslp Zra o 0 pry i k=g, v ES,
d’old
() Usc USc S.

g ™ = i

Il est aisé de voir que U est continu de C (R ,R") a C{R.,R");
donc 1l reste @ montrer seulement que US est un ensemble de fonctions
relativernent compact dans C.(R ,R") (c’est-a-dire que les fonctions appar-
tenant 4 US sont équicontinues et uniformément bornées sur chaque in-

tervalle fini de R ).
Mais :

) U0 | E ) 4 b n(ads

HI I
— kv, s)]ds \/c(t, ) (g x)ds 70
Nou- avons utilisé Pégalité évidente:
o) \./c(:J s) fls 5 xhdds \/\’.7, SIf1s s x)ds — \ k(= 8)/ (55 x)dds.
En tenant compte de (d,), nous avons;
1) Flo;x) <M, xed, 0Kt a, M> (L

Pour ¢ > 0, il existe 8(z) = 0, tel que:
(1) Frix)—F(=;x) | <z pour |¢r  =!<d(e), pred,

i [“,lf].
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En tepant compte de (10) et de {7), on obtient :

!
M \/;r,x_l e,

]

12) (Ux){z

d’ou 1l résulte que U(S) est uniformément borné sur [0, u).

De méme, selon les relations (8) et (11} on peut déduire que U(S) est
¢quicontinu sur {0, 4]

Donc, le théoréme de Schauder et Tychonoff érant satisfair, il en
résulte Pexistence d’une solution x, de Péquation (E), qui appartient 4 SCD.

Théoréeme 2. Supposons que:

a,) La paire (B, D) d’espaces de Banach de C.(R_,R" plus forts gue
CAR ., R} est admissible par rapport a Popératewr T.

b.) L'opératenr x — f{.;«) défini sur Pensemble S
a les waleurs dans B, et de plus:

(2.1) S ox)

¢} Llopérateur x— F(.;x) défini sur S, & valeurs dans D, satisfair
encore 4 :

\x,x €D, x|y ¢

N Wl x =l x,00€8, w20,

(2.2 Flox) —Flon€ile—y|p, t,yed, 2,20,
(2.3) Floxin<r, xeéb.

du) Les constantes 2y et 7. satisfont a:
(2.4} PR L R

ors, st les constames vy 1y by fl 0 g saisfont @ Pinégalité
(13) r ko kA0 |0 £ s,

Péquation (E) admet une solution unique x¢ SC D.
Démonstration. Considérons lespace D et utilisons le théoréme du
point fixe de Banach pour I'ensemble SCD et Popérateur U, défini par:

¢

{14) (Ux)(t) = Flr;x) + g/u_t,s}f[s;x]ds,
.0

ol

(15) Ue=Fl . ;x} +TFf(.;x%).

Tout d’abord, selon les conditions a.), b,) et ¢.) de ce théoreme, il
résulte que Popérateur 7 ¢s1 conting de & 4 D,
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Montrons 'inclusion

(16} USCS.
En effer:

| 17) len \g |1"( . ;.U) I ‘i- k lf( .5 JC) i ‘-" r nielx D k f( g5 U) ne

b - gk A f(L30) |y x€eD.
Lvidemment, nous avons utilisé PPinégalité
(18) 1fCs0) et LS (50 =S50 o+ £ 0)la < 0 [xfo + A3 0) [
Donc compte tenu de ’hypothese (13), Pinclusion (16) est démonurée.,

Il reste & montrer que Popérateur U est un opérateur de contraction.
Soit x,y €S, x==y. On aura:

Us — Uylo [F(8) = F( 9 b+ [ TLA(50 — (9] -
k flsx _‘f(-QJ’) B
d’ou, d’aprés la condition (2.4), il résulte la contraction de Popérateur U.

§ 2. Nous considérons maintenant les espaces suivants :

1° Co={f,feC.(R.,RY, | [l M. g(t} + ol M, est un nombre
positif et ¢ une fonction positive et continue sur R

Avec la norme:

(18

71 X Y - (}\] = ]\’;") X Vi,

120 £, = sup Ay,

rer. gl

C. est un espace de Banach plus fort que C.(R ,R").

2% L’espace C, obtenu de C., pour g(t)=1, 1¢R_. On considére
maintenant le cas: F(r;x) = A(f)x(z), on {7} est une matrice de type
noon, continue sur R, A(t) = E pour reR , K étant la matrice unité
de type » « a. Dans ce cas 'équation (E) devient.

(E}) x(t) = A()x(r) -- \'k(z, 1 (5 3 %)dls.

Théoréme 3. Si pour Péquation (E\) on admet les conditions :

a) S k(t,5)) gls)ds < A, € R, , A > 0.

b Llope ateur x — f (. ;x) est défini sur Pe semble S—ix,x € C, x(t) | p,
teR o 0L a les walenrs dans C (R, RY) et satisfair dv plus a -
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(3.1) F30) € Ce (done ' f130) -2 Mogla),

(3.2) fsx) = fls) o< ngln)ux(t) — 3@, % e A
o L Al 2a, a0,

d.) a-i el |,

Calors cetie dquation admer wie solution uuigie X €8, dds que
SC50) o, sont asses petiis.,
_ Démonstration. Pour démontrer ce théoreme, nous utiliscrons e théo-
reme 2.
En‘ prenant B _'C,’ D‘ ¢, la paire (C,C) est admissible par
rapport a llopcrateur T, d’aprés la condiucn ).
De TPinégalité:
s XI5 8 — A s 08 5[0 - healr)
il résulte que f{.;x) ¢C, xeS.
Compie tenu de (3.2) on a:

y Aot

Melt), e %

3

_sip'f:_z?;x) — F{rsv)iigle) - msup xfe) - win
13 IR g

c’est-a-~dire:
S0 =7( el ALl o

et par conséquent la condition b,) est sausfaite.
On peut prendre:

ry=a, F=ag, car A()x(n) — ANy(e)] S a iain Vi) ct
Alt)x(2)] < ap .
On a:
121 fi ) -
En effer:

! H

(Fxj(r)) < \ k(1, s) [|x(s) ds \ R\, s} x(s)  gls), gls)ds

.x_f‘l_\ e, )| gls)ds <= A|x ., donc

Ty A

o ¥
i

dott la relution (21,

—

La relation (21) et la condition d;) ont pour conséquence la con-
dition (2.1).
La théoreme 3 résulte done du théoreme 2

Remarque 1. On peut réduire Péquation (E,) a une équation de
la forme:

A \/c,:f, ) Six s vidy,

ou Lyl1,s) — Ry silde Ae)] !, en supposant det [ff ddig)] == 1 pour re K
Théoréme 4. Ln admetiaon los conditions :
!

a,) \ kit 5) g()ds = A, A= 0, 1€ R

by) Lopératenr x — f(.;x) défni sur & e C) xlr Pt U
@ valeurs dans C.(R ,R") sarisfait qux conditions :
4.1) JUs0) e Co, done | fie; 0
4.2 Flesxy —flsy < agl) x(t) vt , x,yeS, 1eR

c,) x — F(.;x) est un opérarenr défini sur 8, & valewrs dans CR , R")
et satisfair a:
(4.3) F(.;0) ¢,
4.4 Fleyx) - Fleyy) <o |x{n)— ol , s,ved, te R,
alors, dés qie ryyr, f(1;0) gln), 'F(r;0) somr aswes pernis il existe wne so-
lution wnique x € S de Péquarion (E). (Donc x{r) <z, teR ).

Pour démontrer ce théoréme, nous appliquerons le théordme 2, cn
choisissant 8= C,, D = C.

Les conditions (4.1) et {4.3) ont pour conséquence f(.;x)eC. ct
Hoaxiel, xe S

On peut considérer r —7,¢

Fir;x) ho s

Mgln), 1e R

F(.;0);, car:

Fle:0)], xe S
I est ais¢ de voir que les conditions du théoréme 4 ont pour conséquence
les conditions du théoréme 2, ce qui démontre le théoréme 4.

Théoréme 5. 87 powr Piguuion (E} les conditions swvantes sonr sa-

satisfaites :

a,) ki s fre e 0, 0 B, Oy o,

b.) Lopcrareur x—f( 5 x) défin sur Pensemble S x,xve G -5y 01
Lo R a les valears duns GRS R, er:
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1 flesx) — fles )il < nff () — »(2)
(h.2) S;0) =0, te R,

i) . . N v . . . ’ . - - . 1 ]
C;) Llopirateur x — F( .5 x) est définr su S, @ valeurs duns CR 1Y),

naedS ek,

et :
(5.3) Fle;x) — Floll < 2| 2@ — (0, wyed, 1ekR
(5.4} Flt; 0) € Co-tr, (Cest-d-dire | F(r;0) Mpe™ %),

alors, dés que 1y, h, Mp sont assez  perits, Péguation (E) admer wne  solution
unigue x € 8 C G-t (donc sup |lx(2)|e® <o, on v(E)l < pe®, 1eR ).
tZR

v

La démonstration de ce théoréme ré:ulte du théoreme 2, en choisis-
sunt B == D - C, -,

La condition a;) implique a.) [1].

De la relation:

Flrs )l <20 5()| + [ £ 0) K hyseo - M-t xe S,
on déduirt;
F(.x) o R e

Pt

donc on peut prendre r— x5 - M.
On peut vérifier aussi les autres conditions du rhéoréme 2.
Remarquz 2. Des théorimes [, 2, 4, et 5 on pzut déduire des résul-

tats scmblables pour le cas F{.;x)==4 [1] et aussi pour le cas F[.;x) =1,

donc pour Péquation

(E,) sr) =\ &{e, 9 /ls; 8)as.

- %3, Dune maniére analogue & celle utilisée  dans [2] < {3], nous
ctudierons quelques problémes de perrurbation des ¢quations intégrales non-
lindaires de Volterra, :
Considérons les ¢quations intégrales:
1

(E,) #() = Bt 975504 £t 5, x(5)) 1.

o

(Ey) () = (e \ (e, 5) /(5. 1 Aty s, () k.

e eglab oas osunt o ootenies par L porturtauon  des cquations -E\)
el (i), ou

] SUK QUELTEIES  PROBLENMES  DE COMPORTLEAENT  CLOBAL 32};
t

(L) x{r) =S (1) = \/c[f, S35 x)d.
0

Pour étudier les ¢quatious (Ey) et (E;) nous appliquons les théoremes
antérieurs, respectivement pour:

(22) Flis¥) =\ k(s 3(5)) ds,
23) Fle; ) = h{1) \'fe(z, 5, X())ds.

o

Corollaire 1. Constddrons Péguation (Ey). In admettant les conditions
a,} et by) du théoréme 4, et ponr la matrice de type 11, kit, s, x), les con
dirions :

ag) Alrys,x)  est une matvice de type n X | comtinye pour 0 =5 5 71 <7 - o,
xR e kinys,0) =0 porr O s <1 < I

bs) | k(1 5, x) k(z, sy << h(Ls) | x—v |, x,yeRY, ks drant une
Sfonction positive et continue pour 0 << s <<t <= -+ oo e de plus

!

Ci) \ ki1, sids 7 a,

.

n

G drant un uombre posiiif,
alors, pour 1, o et ||[flt;0)[e(t) asvez petits, i exisic une solution unigue
X €8 (donc |lx(t) o, t € R.) de Péquation (Ey).

Démonstration. D’abord, il résulte que [I’équation (E.) a une solution
unique x € 5. En effer, en admettant les conditions a,) et b,) et F(r;x) =0,
les conditions du théoréme 4 sont satisfaites.

Pour démontrer ce corollaire, il suffit de vérifier la condition ¢,) du
théoréme 4, pour F(r;x) de la forme (22).

Evidemment, F(r; 0) = 0, car k{t,s,0) = 0. De plus:

H

SMMax@)—kmaymnm <

0

F(e;x) — Flr;)

g\/el(f,s o(s) — v(s)ilds x— vl \/e, (t,8)ds - 6 |x = v,

0 v
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d’ou 1l résuite
24) VE(Gx) = Flnle <oy — ).

~ Corollaire 2. Considérons Péquation (E). En admettant les conditions
al et by} du théoréme 5, les conditions ay) et by) diu corollaire 1 pour Rir, s, x
er de plus,

c-) ke, 5) < a0 S0 s 2 O Zsge o

Sy étant un nombre  positif, alors Uéquarion (E,) admer une solution Hnigue
X €S8 ldonc (@)l << ee=™, 2 ¢ R ), dés que % et Gy Senl assez petlts.

_ Démonstration. 11 est aisé de voir que dans les conditions de ce corol-
laire, Péquation (E,) a une solution unique x ¢ .S. Comme dans le cas pré-
cedent, il sutfit de vérifier les conditions ¢;) du théoréme 5, pour Fie:x)
?Iej .fé-l {)ormé (’_)r2) (plus précisément, les condirions ¢;) du théoréme 2, pour

La condition (2.3) est satisfuite. En effet:

7 t

Fleix) < \ (e, 5, x(5)) s < \ Ry(2,8) x(s) | ds \./6,:{, sle = ds

y .
i 1] i

pour x € S=1!x, x(f)| < ze # e R .1,

A-lai:,:

3 f]
(231 kyir,s)e #d ' At v ps— o i iy
23) Lty 5)e Mds Lo\ e e F L g=

. ] 72— 3

1 " !
Done;

Flesayi o 2y an dooi ff ]
s e dion Mx) e, ve S, ot
i ¥
. g - 56
(26) 1F( 0l € "™ xS
L L —15

Il est aisé de vérifier 12 condition (2.2}, car:

1

Firs x)— Fli; ), < xfel(z; §) 1 x(8) = w(s) s

Y
i
t

=\ kit 9) [ 6(5) — 9l e ds < v — y'rm \fule, )i ats <

b 0

y

= . P
L= X N, e (agres (25)).

Donc:

p-
Flrix)  Fr vy ed X= va g, dol

(27) Flo;x)—-Fl.;ve . = |x—|;
d t - t
ra ol
Par conséquent, la conclusion du corollaire 2 résulte en appliquanr e
théoréme 2, avec:
g £%

IS r 5
: 75 a—FB

Evidemment, 7, et » sont assez petits, dés que 7, est assez petit.

D’une maniere analogue nous pouvons étudier ’équation (E;).

Remarque 3. Les solutions des différentes équations intégrales étudiées
dans cet article sont bornées sur R , ou ont un comportement exponen-
tiel sur R, .

II'y a beaucoup de travaux qui érudient des problémes analogues, par
exemple [1—5].

Chez Petrovanu {8], les ¢quations Hammerstein (E,) sont étudide;
sur Pintervalle [0, ).
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ASUPRA UNOR PROBLEME DE COMPORTARE GLOBALA SI DEPERTURBATIE

IN TEORIA ECUATIIL.OR INTEGRALE VOLTERRA, NELINIARE
Rezumar

Lucrarea contine generalizarea unora din rezultatele obtinute in (1],
asupra comportdrii globale a solugiilor ecuatiilor integrale Volterra nelini-
are, unele rezultate asupra ecuatiei integrale (E,), precum s§i probleme de
perturbare a unor ecuatii Volrerra.



