QUELQUES PROBLEMES QUALITATIFS DE LA THEORIE DES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES DANS L’ESPACE DE BANACH

PAR

P. TALPALARU

1. Des études qualitarives des équations différentielles ont été faites
par nombreux auteurs, I’attention érant dirigée spécialement sur les équa-
tions linéaires et sur la liaison avec la théorie des semi-groupes d’opérateurs
linéaires. Nous mentionnons dans ce sens la monographie de 8. G. Krein [4].

En 1967 Y. Kémura [3] a introduit la théorie générale des semi-
groupes d’opérateurs non-linéaires de contraction dans Pespace de Hilbert.
Dans le méme an T. Kato [2] a érudié la liaison des semi-groupes d’opé-
rateurs non-linéaires et les équarions d’évolution dans PPespace de Banach.
Les résuitats de T. Kato ont été complétés par I, Miyadera [1] qui a
fait la théorie générale des semi-groupes d’opérateurs non-linéaires de
coniraction dans Pespace de Banach.

Dans cette .Note nous nous proposons d’étudier quelques problémes
concernant Pexistence des solutions bornées et des solutions presque-pério-
diques pour ’équarion

|E) n-rA{u=[{tu,

ou [A{1)} est une famille d’opérateurs non-linéaires ayant e domaine et ie
codomaine dans I’espace de Banach N, et f (s, %) est une application de
R X dans X, R = (— o, + o).

A ce but nous allons utiliser quelques résultats donnés par T. Kato [2].

Soit X un espace de Banach et X* son dual.

On définit Papplication duale J:X — X*, pour chaque x ¢ X comme
Pensemble Fx ~ {g€ A*; (v, &) = |x]F = llglE}.

D’aprés le théoréme de Hahn-Banach il résulte que Fr=+ @. En géné-
ral Papplication 7: X — X* est multivoque, mais dans le cas ol ’espace X*
¢st uniformément convexe, J: A — X* est univoque et, comme I’a prouvé
I'" Karo, elle est uniformément continue sur tout ensemble borné de X.



428 1 EARRALAR 1

Dans ce qui suit nous allons utiliser le

Lemme (T. Kato). S/ x () est une fonction difinie sur un Intervalle
de Paxe véel fou du semi-axe réel) avec les valenrs dans Pespace de Banach X,
qui admet la dérsvée faible x' (1) e X, pour 1 — s et si | x 1) est aussi dérie
vable powrr - s, alors

(1.1) {91 d!lx(x

s

pour toute fonctionnelle ge ¥x (s).

La notion de solution que nous allons employer est donnée par la

Définition 1.1. Une foncrion w:d—= X, (I est un intervalle) est une
solution de équation différentielle (E) si

a) la fonction w:l— X est fortement absolumemt continue sur tour
intervalle fini de I;

by la dérivée 1 (1) existe presque partowr dans [ ;

¢) ta fonction u(t) satisfair a Péquarion (E) presque partour dans I,

L’existence et l'unicité des solutions de I’équation (E} peuvent étre
démontrées dans des conditions semblables 3 celles rencontrées dans le cas
de PIespace euclidien a4 # dimensions.

Remarquons que T. Kato [2] a démontré Pexistence er Punicité de
la solution du probléme de Cauchy pour Péquation (E) avec [{(r,u) 1,
dans le sens faible.

2. Considérons d’abord 1’équation

(E,) w--A{()e -0, tée R,
ot R i3 00, et désiznons par D (A (1)} le domaine des opérateurs
A@), t=0.

Dans ce qui suit nous ailons supposer que Pespace X'* est uniformé-
ment convexe.

Théoreme 2.1. Supposons que les conditions suivantes soient remplies :
a) i v a wne constante = 0 telle que

(2.1) Re(A(tyu —A@W o, Fu—-2)) ~o'u -0 2,

pour tous w,ve D (A4 (1)

b) la fonction o (1) = A ()0 appartient a Pespace M (voir [3]).

Alors Péquation (E,) a toutes les solutions bornées.

Remarques: 1. La généralité n’est pas restreinte si nous Supposons
que 0e D(A ().

2. La condition (2.1) affirme que Popérateur A (1) est accretif, c’est-
a-dire Re (A (fyu — A (1) v, ¥ (u ¥)) =0, w,ve D(A (1)),

Démonstrarion. Parce que (1) existe presque partout et par suite
(2 (2) " satisfair & la condition de Lipschitz il résulte que la dérivée de
u (1) existe presque partout et, selon le lemme, nous avons

— Re (27 (s}, 8,

o uir)
it

I
)

Re(u (1),

AMuais
Re (v (n, Jul: Re (A (1) u, Jue) Re (o () u — A1) 0, Ju)
Re A (1) 0, Fu).

En utilisant la condition (2.1) et la définition de Papplication duale, nous
obtenons

Re(u (), Ju (1) - z wl? AU u
Donc la relation (2.2) devient
(2.3 1 (1) : u()l << — 2l 20 ol |uinl,
t

presque partout. .
Soit N Pensemble des r pour lesquelles #{r) == 0. Si r£N, nous
pouvons simplifier Ia relation (2.3) et obtenir

d : .
2.4 RYS e {r) | = ().
24) dr A4 (

d : L ' e
Si re N, slors it O quand la dérivée existe er donc la relation

dr
(2.4) cst aussi remplie.

En multpliant (2.4) par ¥ nous avons

d s :
(L’.' HATE[) b (I',
dr
d’on
e |lu (1) ", \e" (=) dt
b
ou encore
f
(2.5) TR AN | R Py W 2 \ &7 (<) dn.
v

Comme d’aprds la condition b) du théoréme, ¢ \ e (d- < K, pourreR

[3], Ia conclusion résulre.
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Corollaire. D:Ern’s' la cas X — R", parce que Papplication duale est
Jy—=x, e (x,8), g€ AT veprisente le produit scalaire de v et g (v, g€ R™),
AT . : :
la condition (2.1) est satisfaite si nous supposons que 1, {t, 1) =z, (¢, u) e RLx
R ot hy est le plus petit nombre caractéristique de la matrice SVIREIrique

10 % .
[fea) (77 (2, 1)),
el 2
Stu) = A () ue R
Ce fait résulte si Pon applique le lemme de Demidovic {5].
Remarque. Si nous supposons que [’opérateur A (7} satisfair a la
condition '
(2.6 P (— A, Fd=<2 () Iu|?, weD(A (1)),

ou 7 (¢} et u(z) sont des fonctions intégrables sur rtout intervalle fini

0,7) C {0, o0), alors la solution du probléme de Cauchy satisfair a

i i
(2.71 5 e {=h s \ i) ez
uylle” e {2) || == Naeglle®

pour tout ¢ [(), ),

Si de plus 7 (1) est telle que lim sup {7.(2) 4=

I-p u

~w,alors ()

pour tout €[00, ¥ ).

Dans le cas on 7 (1) - o 1l résulte que

lim |« (z) 0,

U 7}

pour toute solution.

3. Considérons maintenant le cas de |’équation perturbée (E) ot A (1)
et f{r,u) ont éré précisés dans le § 1 et supposons encore que les condi-
tions qui assurent existence des solutions sont sartisfaites.

Fhéoréme 3.1, Supposons que les conditions suivantes sont remplies :
a) il existe une fonction continue o (1) définie sur R. telle qie

(3.1 Re(d(yu—Ar)o, Flu—o) >a@) v o ¢

pour tows w,v e D{A1));
b) il existe wne fomcrion continue o (1, 1) définmte sur B < R relle qlie

(3"‘,':: S ?l) T (e ),

wlors Ta solution i (1) de Péquation (F) satisfait i

3

wn
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(3:3) TTOESIGE
ot v (1) est Ta solurion maximale de I'dquarion
o= [A@) 0] —a(f)o4 o), lu0)] <2 0).
Démonstration. En utilisant le méme raisonnement que celui ale Ty
démonstration du théoréme 1, nous avons
d||ue(e) |
dr
= — Re (4{t)u — A0, Ju) — Re(A(1)0, Fu) -+ Re(f (7, v), Ju) <
< — a(t) ll® + 1A fili -+ 1Lf (2, )l Heal) << HA(2)O) — a(rizel] =+ co(r, [ad]).
D’ici nous obtenons

) LI )0 — ar) il + (e, il
dr

(3.4) lee{)| = — Re (A(t)u, Ju) + Re (f {t, 1) Ju) =

—
Lo
i

presque partout, qui d’aprés la théorie des inégalités différentielles nous
donne (3.3).

Remargues. 1. Si ’équation (3.4) a toutes les solutions bornées, alors
PPéquation (E)} a la méme propriété. En particulier, si a{f) — « = const. et
fit, u) satisfait 4 la condition

!.3‘6) RE(f(I, Il::,j”) = 0,

I’équation (3.4) a toutes les solutions bornées si +(r) Al e M.
2. Un autre cas particulier on la condition de la limitation des solu
tions de I’équation (3.4} a lieu est donné par

m

(e, r) — b(f)ry ot 1) Zalt), reR., \[a{r) S
i
et A0 Ola(t) — (1), 1 — oo
4. Dans ce paragraphe nous érudions le probleme de Vexistence des
solutions presque-périodiques (périodiques) pour Péquatien (E) 1i¢ au pro-
hléme de D’existence des solutions bornées.

Lemme 4.1. 57 les conditions swivantes sont remplies :
at il existe nne comstante v 0 relle que:

"
2 |l — @],

4.1) Re (Althe — A{ne, J{x — 2}l

pour tous u, v e DA
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-]
bl 1] existe une forction 7{1}), \7.(:)::’! L ory, telle que

(4.2) Re (f{t, 1) — f (1, 2), Hou—2)) = 2i)y 'y o et
4.3 S0 -0,

¢) la fonction "A(n0 satisfair & la condivion
(4.4) W40 << m, =1, on \ Alni0 dr - o,

alors les solutions de équarion (E), si elles existent, somr borndes pour
-

Démonstration. Soit #(r) une solution de Péquation (E), si elle existe.
Selon le lemme de T. Kato nous avons

(3) () Eg} Re(u(r), Ju) — — Re(A(t), Ju) + Re(f (1, 11, Ju)
— Re {d(t)u — A(r)0, $1) — Re (A1) 0, Fr)+ Re(f(r,u) — f(z, 0), Ju) <

2 n(2)[F 5 [LAD0 - ufr) 7.(1) lufe) ® — — (& —2{1)) ufr) * + 1A @0 ae(e) |

-

D’aprés le raisonnement que nous avons suivi dans la démonstration
du théoreme 2.1, nous obtenons

i4.6) 2 u](z) = — {2 — un) |li{r) A(r;0°, presque partout,
of
ol
i I =
Carery | VM i . Gt
4.7 (1] e T [ uir,) \ Alz)0 ™ ot g

Iy
Comme pour 71— r, ¢ -ty () et irh € L{—o0, o), il suit que le
premier terme de linégalité (4.7} est borné,
En employant les conditions {4.4) 1l résulte que le second terme est
aussi borné, ce qui prouve le lemme,

Lemme 4.2. Sous Jes conditions du lemme 4.1 il existe une seule soly-
tion bornée définie sur R.

Démonseration. Nous supposons qu’il existe deux solutions de I’équation
(E) bornées u(r} et »(r) sur R. Alors
d uit) — it
dr
= — Re(d(ryn — Alrhey, Fie — o))

(1) — i) Re (ult) — o(#), fte — )

Re(flr, ) — fir, 2, o — )} R
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Mais
Lyl —out) — o)

Lo Re(f|r,0) —f1,v), Fin

Par conséquent

o)) << (1) ule ot

u(r) — v(1)| < ulty — o(1)

(0 — 2(8)) (i ot}
dr

(4.8) d u(1) — (1) &

7{1)) wulr) — o(r) , presque partout,
dt

De Pinéquation (4.8) il suit

[
PR E
w(t) —on) Le el JETTF A ST {1

Du fair que 7.{(r)e L(—=~, =) nous avons

=
§ air)
%

49 w(r) — v(r) Lo Mot g [lre(20) —o(r,) M- (1) — 2t )l

ou M — exp ??(:)d?}.

Si nous faisons 7, » — £, du fait que wefz) —win) est bornd, nous obte-
nons ux{t} — =(t) pour r e R. ‘

Lemme 4.3. Dans les conditions du lewime 4.1 SEHOS SUPPOSONS encore
que A{t)u er flt,u) sont un:formément presque-périodiques de t, avec la wuénme
presque - période  pour u - K, alors la solution wnique bornée sur R [(don-
née par le lemme 4.2) esr presque-périodique. '

Démonstration. Soit u*(1) la solution bornée qui existe selon fe lemme
4.2 et posons wu(r) — w*(t + =) —-u*{r), oh < est la presque-période  de
At et fie, u).

Nous avons

4.10) wie) 4 ;‘(’) Re (u(t), Ju) — Re (w*(t — =) — (1)),
213
Flata 4 20— wr)) - Re (A{r + (v -+ <y — A(rjur{e), Faerie - <)

at(t) 4 Re (Sl 5t 0 2) = flo, o (0), Hutle =) - atp)



Re(Awr - s)u*(z -1 =) — A2 -+ <h (1), Floe* (£ 5- =) 1* (1))
Re(A(z - wJu* (1) — A (et (1), Fee* (1 -1 2) — w*{e))) - Re(fir | (e} =)

e - sar()), Ft e+ =) —wr () L Re(f(t -+ =, ur(r)) —

— f(5, a* (1)), Fue* [t + =) = w* ()= T, =2 Lot T35 T

Pour 7, 1 =1,2,3,4 nous avoas les évaluations suivantes:
5 Re (At 4~ =)u*{r -1 =) A(t - D) (2), Flae*{z -)- Ty —wt )
L—z ntt 3)—ur(r)
Ly —Re(d(r -+ =)a*{t) — A(t)u* (1), J(*(t -+ =) € (e))

Al A4 <y () — A{Da*{r), - fin (e

K,treR et Al u*
K, il résulte que

)y —ut{r) .

Parce que n*{(r) (1) est uniformément presque-

perivdique pour  w*(r)
Alr - Shur(e) — A(ur(t) L e R

et donge
T, < 2K =

De la méme maniére on a
L g2 2K =2

Ly=Re(f{t v % ult-+7) = ft + 5 0*(0), Jer(t + =) — n*(1)))
SR ) et T — et (),

Dc la relation (4.10) on obtient alors

lee* (2 4= =) — w*(n))) = d fiae* (2 -i- <) —u*{n)]] %
dr
2= {2t - ) et (r o+ ) — w* (1) - 4K 2
ou
d ™ (e - =) — u* {7 )

S - 2o — W ) et () — () - B s

dr

qui a comme conséquence

W a <)

St nous notons M — exp i \ 75 ) J.\'}-, alors
1

*

1 : u*{e)|* g =4- =) — u*li,

PME eI e 8K £ i
1Yaprés un raisonnement que nous avons fait dans {6), i} résulte
! q 3
ut(c -+ =) — u*{e) K e,

ce qui prouve la presque-périodicité de la solution u*(f).
En synthétisant les lemmes de plus haut nous pouvons formuler le
Théoréme 4.1, Si les conditions du lemme 4.1 sonr remplies et A{r)u,

fle, 1) sont uniformément presque -périodiques de &, avec la méme meaque-pen-

ade pour |ju K, alors Uéquarion (E) a une seule solution bornée sur R et
certe solution est presque-periodique.

Reargues. 1. Un résubat similaire peut étre formulé dans le cas
ol A(r u et f(r, u) sont périodiques par rapport i 7.

. Le cas olt 7{r) ~ L — const. ne peut pas étre abordé de la méme
maniere. Dans ce cas nous pouvons utiliser le théoréme de Banach comme
cela a été fair dans notre travail [6].

3. Si nous revenons aux conditions satisfaites par A(r) et f(z, ), nous
remarquons que f{s, 1) satisfait & la condition (4.2) si nous supposons, par
exemple, que cette application est lipschitzienne par rapport 4 #, c’est-a-dire

(5.1) e, u) — flt, o)l < 2{0) |l — 2.
Relativement 4 A(r) la condition (2.1} (ou (4.1)) d’accretivité, peut étre
simplifiée dans certains cas particuliers.

Mentionnons d’abord que la condition d’accretivité (2.1} pour A{7)
revient 4 la condition de dissipativité pour Popérateur —A(r), c’est-a-dire

5.2) - (=A@ = A(Dv, Fe— o)) 7 — 2| — ol

Si nous supposons que X = L,, (£2), ol £ est un ensemble ouvert borné
et connexe de K7 alors, suivant P.K.C. Wang [7), si u = u(x, ..y &,),
un opérateur A (iinéuire ol non-lindaire) avec le domaine D(A) C L.,,(S).)
et codomaine R(A) C L,, (L), est fortement dissipatif quand il existe une
constante £ "~ 4 telle que

6.3\ (51 s

(Ae) {xp 0y 0y dXy yoey dicy so — k| 5f, pour p 1.

Sous la forme (5.3) les conditions de dissipativité se trouvent plus
fuctement
So.t Popérateur
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n 1 ]

(5.4 A@) = S Ditay (1,2 D7) 1S b (D) e ) (),

ol D, — didx,.

Désignons par C“{{)) Pensemble des foncrions scalaires définies sur
L} et continiiment dérivables jusqu’a l’ordre m, ct par C'({)) Pensemble
des fonctions de €7 €1} 4 support compact dans L2,

Supposons maintenant que:

a) At} est uniformément elliptique duans 2, [0, »} . O (la {ron-
ticre de ) Ctant réguliere dans un sens précisé par Wang), c’est-a-dire il
existe les constantes positives 3, et 3, telles que

il n L
i — - 5 - e -
(5.5) 5o }__’T i3 21 diy (£, Xz E 0y Zl\ 3,
pour tous les vecteurs I — (Z,,.., %} et tous (¢, x) €8},

b les coefficients a,, et &, sont dérivables relativement aux v, dans
L), Jes dérivées érant continues, et ¢ continue dans t),. De plus, il existe
une constante positive v telle que

max {max | sup |a; (1, X}, sup  D.a;le, x|,

T LIEid 1Sy,
max { sup |b (¢, x)|, sup |Dy & (2, ¥)]}, sup lefr, X)) = + <+ in.
i (t.r)20, fr)En fadss,

P. K. C. Wang [7] a prouvé que dans les conditions a), b) et
D{A(1)) TC: (L) pour tour 7 ¢{0, w) il existe une constante k& — 0 telle que

. I . .
5.6 sup  ¢f(z, v} - min lO, inf Dibide, v) — k= ()
(5.5) foay e, ( |7 2 (a2, E{ ) } ’

Popérateur Af¢} est fortement dissipatif sur [0, ~).

Remarque. Dans ce cas, comme A(r) est linéaire, la condition (5.2)
se réduit & (5.3) parce que Ju — u ct (u, g}, g€ X* représente le produit
scalaire.

Des conditions similaires de dissipativité peuvent étre données aussi
pour d’autres opérateurs [7].
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UNELE PROBLEME CALITATIVE ALLE TEORIEI EGUATIILOR DIFERENTIALE
IN SPATIUL BANACH
Rezumat
Se studiazi  existenta solutiilor marginite §1 aproape pcriodicg pentru
ccuatiile (E,) ¢i (E) in spagiul Banach folosind nojiunile de acretivitate si
de disipativitate a operatorului neliniar A(r).



