QUELQUES APPLICATIONS DES OPERATEURS MONOTONES
PAR

ADRIAN CORDUNEANU

Dans une Note récente [4], nous avons ¢tudié une équation intégrale
en faisant appel a la théorie des opérateurs monotones au sens de Browder-
Minty. Dans le travail présent, nous donnons d’autres applications de cette
théorie aux divers types d’¢quations fonctionnelles.

Notations et définitions. ) étant un ensemble mesurable dans K™
et p un nombre > 1, désignons par L, () Pespace de Banach des fonc-
tons mesurables #:4) — K", pour lesquelles la norme:

1) u [E \u,-(x) I"'dx]‘“’ S

T
Pintégrale ¢tant prise au sens de Lebesgue. Pour 1< p < -] o Lpa(L2) est
réflexif, son dual éeant L,, (L), p ' -¢ '=1; L,,() est un espace de
Hilbert. Pour L, (Q) on emploie la notation L,({2).

Un opérateur 7:X — X*, X érant un espace de Banach ct X'* son
dual est monorone si:

(2 (T — To, u o) 0, yu,ve X,

Un opérateur 7" X -+ X* est semi-monotone §’il existe une application
S:X XX~ X* telle que Tu = S, n) et

I. Pour tout w¢ X, v — S{i,v) est monorone.

I Pour tout we X, ¢ ~ S, ¢} est complétement continue.

Rappelons que 71X — X* est complétement continu §'i] est centinu
de la topologie faible de .V & la topologic forte de X"
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Un opérateur 7:.X ~ X* est complexe-monorone si:

[. Pour tout N = 0 il existc une fonction Cy strictement croissante
pour r = 0, avec Cy(0) =0, telle que (7w — Tw, 1 v)| = Cy(lu — o),
v, ve X, llu < N, o =2 N.

II. } existe une fonction C avee lim C(r) 2, telle que (T, u)

yokr
Clied]) -l , v e X.
Les diverses conditions qui interviendront dans ce travail seront uti-
lisées sans mentionner la proposition ou elles ont ¢été 1ntroduites.

Proposition 1. L érant un ensemble compact dans R*, considérons
le systéme.

H

(J-' f (.‘L‘, L3 (x)s" ) “ﬂ("‘-)) 2 \ I(,-j(.\', _}’) ”-':J')dy L (.'C), [ 13 2:“': "

g1 .
ahE
et admerrons les hypothéses silvanies :
w) Sl u,) est oune fonction miesurable par rapport & x e 42 ponr
tour 1 € R* et continue par rapport a u pour tout x € 2, [ — 1,2 . .

3 Sy
Bh | filx, tyyenytty) ai(x) + 6,5 |, Yu e R, p.p. par rapporr a
1

1
x €, on a;e L(Q} et b, sonr des constantes, { — 1,2,..,n.

t

1) 2 f (0t sestty) — [o3, 0oy wa) | (1, ) 0, Yi,v€ R, p.p. par

g |
rapgort a x €8
8) Dot fi(y ttrgey 10y} o Y flt — 5 Bx) [ w | — |v(x) |, Wiee R
tum |

= fmi
pp. par rapport @ x€ 82, o x>0, Bre L(Q), 1= 1,2,..,n et eL,(L)

2) Kii{x,v) mesurable sur > Q) est le noyaw dun opérateur Fredholm
borné: Ly(82) — L(Q), 1,7 =1,2,..,n, et de plus

(4) ) \K,',-(.\‘,v).?)Hf(.\')hj(y)dx dy 0, yuel, (O
i1 el

“lors, le systéme (3) admer aw wmoins wne solution u € L, {41}, woe L, )
p[i‘]l 1a1<p' it
Démonsiration. Sous forme vectorielle, le systeme (3) s%écrit:
(5 Slxyulx)) \ Klx, viu(v)dy = o(x),
(9]
ol f,u, = sont des vecteurs a4 composantes, K(x, y) (K,lx,v)} est une

matrice-fonction du tvpe (v .

] LU (L APELIE N O 5 OOPERATEURS NMOSNG s AN

Sous forme abstraite, le systéme (5) s’écrit fu -+ Ku - o, st nous dé-
signons par [ Popérateur défini par (fu)(x) = f{x, u(x)) et par K Popéra-
teur linéaire ayant le noyau K(xv,y). L’opérateur / a des propriéiés bien
connues {[5], pp. 375—-376).

Considérons Popérateur "= f-|- K; il est défini sur L, () & valeurs
dans son dual L,,{Q} et est continu. I est aussi monotone, car

=1

er Tg,ﬂ—‘y)=g{i[f,(x,u(x)) il () K () vi(x))}dxl

0y
O S Kt 60— s w3) — v )dxdy 0,
=1 fual
0
vu,v€ Ly, (Q).
Enfin, T est coercitif
(Lo, 20 \ ] 2,(%) [ (x, 1 (%)) | dx - i i \ Kiilx, ) wix)a(y)dx dv -
.:'7) Jii= i=1j=1,

> ol — Blu] — G, Vu € Lp,(0).

. En posant C{rj =u|r]? ' — B — Gr~t pour r=£0 et Ci{) =0, on
obtient lim C(r) = + oo et (Tu, ) Z C(|[zel)) -ilee|l. TI résulte T surjectif [2]

r—+ -+ e
et la démonstration est achevée.
Proposition 2. Q érant un ensemble compact dans R*, considérons le
svstéme (3) et admettons les hypothéses =), B), =) et de plus:

‘."I) E {fz(xa Hygeens ”n) f.':-\', T aeees 7"--)](”1' o 'ZJ‘-) = HZ i H‘-—-i};-ip, H “:
i=l 1=
Vi, vER", p.p. par rapport ¢ x ¢ Q.

Alors, le systéme (3) admer une solution unique we L, (Q) Vo € Ly o (8)
et Papplicarion o —u est un homéomorphisme de L, () sur Ly,, p~' -
|[+gt=1, 2<p< + .

Démonstration. Les conditions «), £), =) assurent que 7 f+ K est
défini sur L, (Q) & valeurs dans L, ,((}) et est continu: il suffit de mon-
trer que T est complexe-monotone [3]. Compte tenu de ') et &), on
déduit que:

8) HTu—Tv,u—o)|=(Tn—To, u—v) =H|u—vlf, yu, ve Ly, (L2).

Dz linégalité précédente il résulte cncore que
() (T, )i = H [ — (00, 10)] = H w* — Hildl, e € Ly o(9),

H, étant une constante. En posant C,(r) = Hrf, # > 0, on obtient
(Tw -~ To,u- o) > C(ju —1)), la fonction C, érant strictement crois-
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sante pour » 0 et C\(h—0; dautre parr, nous avons |(Tu,u)
Gl )+ et lim Cr oo si nous posons C(r) — Hr” ' — H,. la
Pk,

démonstrazion est achevée, (Voir aussi {1], p. 117).

Dans les propositions précédentes, {2 était un ensemble compact de
R”. On peut sc débarasser de cette restriction, en imposant i Popérateur
f une condition qui garantisse la conrtinuité.

Proposition 3. Q drant un ensemble wicsirable dans R™, constdérons le
svsteme (3) et supposcns que les conditions z), =), 77), B, ) sotent remplies
er de plus:

"
B VAT, 1y gy = Sl €0 v S G0 fp—of|PE, ¢ 2 0,
= 1
Vi, v € R, p.p. par rapport @ x€¢), 1— 1,2, .. 1
Alors, 1l résulte que ce systéme admet au moins une solution 1€ L, (),
V?Eld.;,n(g)-): P ['"'q"! ]J 1 P—{z
Proposition 4. ) dramr un ensemble mesurable dans R™ et les condi-
tions x), B, B'), ¥, =) éranr remplies pour le cas p — 2 le systéme (3) admer
une solution unique w €L, (Q), Y2 €1, ,2) et Papplication »—u est un
isomorphisme de L, ,{8)).
Proposition 5. Q0 dranr un ensemble mesurable dans R, considérons
le systéme

- f,-'f.\’, HLX),y ey 7[,"3(':-) i K 1%, Wyt (}')J"' 2y 'V)) dy = ',J;l:'x:',
(1) . '

et supposons que les conditions «), %), 5y, ") solent savisfaites pour e cas
p— 2 er de plus:

) Kilx, ¥, 005, 10,) est une fonction mesurable par rapport a (x, y) € €1+ £}
pour pout we R er conttnig par rapport a u pour tour {x,v) €l > L)

=) (K, 3y ey ) | £ Ailx, 3) 1 Bi(x,3) 3 1y, yu € R,
jm

pp. par rapporr a (x,v) € QX Q er oy B, e L{Q), on

1) m‘,-(x)—\A_. (x, )dy, crs,-(x)z(\'B'f(x,y:dy)-ﬂ, i 1,2, 0y,

. o
(%] 0

er

- 12
(12) i (Z\ BHx) dx) < Hu—'e,
11 e

(4}

5 QUELQUES APPLICATIONS DES OPEMATEURS MONOTON Gl
2 Klv. v =
- ) ,'(x,_} sHigee, ”n) - Ki(x:.y: Ty aeeas 'ZJ”) Lf('t".y) > M il .
Vu, v e R, p.p. par rapporr @ (x,1y)€ Q2 Q o
no 1/2
(13) L= (2 \ \ L(x, vidx a’y} Hp12,
e

Alors, le systéme (10) admet an moins une solution 1€ L, o(Q), vpelL, (O,

Démonstration. En posant T = f - K (cette fois K est non linéaire),
on constate grace aux conditions imposées, que T est défini et continu
dans L,,(Q}; en outre, 7 est monotone car (7u — Tv,u — v) = (fu — fo,
u— )4 (Ku— Ko, u —v) ~ (H—Ln?) u—o|* = 0. Enfin (Tu, 1) = fu, 1) 4
+ (Kuyu) = (H — By w [* — (o - A)u, Cest-a-dire T est coercitif, Les

il

deux constantes 7 et 4 sont: (E\f;{f(x) dx)li-’ A=1la norme de

i=1
0

Pélément f0 dans Pespace L, ().
Rentargue 1. Pour le cas n -1, f(x, u) = u, on obtient Péquation
(1) 1(x) - k‘ K(x, yyu(v))dx — o(x).

)
[

La proposition 5 donne alors un résultar plus général que le principe
de point fixe de Banach.

Remargue 1. Si Q est un compact dans K™ on peut renoncer i la
condition 2’), la conclusion de la proposition 5 restant valable.

. Proposition 6. ) drant un ensemble mesurable dans R" constdévons
Sqnatioy

15} Six, uix)) - F(x,\ Kix,vie(mdv) — )

]

el .FHPP(}S(JHS qie

‘ (i) les opérateurs f et ¥ dounés par les relations | Su) (x) = fix, u(x}),
Fu)(x) = Flx,u(x)) sont Jéfinis et continus dans L,(Q)) er de plus

16) [ Fla,u)| < A(x) + B ||, yu e R,
p-p. par rappart 0 x € L, A € L,(8), B = consrante.
(1) (f (5 0) — [ (x,0)) (0 —v) 20, vu,ve R, p.p. par rapport a xe (),

(it1) sf(r,2) = w — B(x)| || — v|(x)], VueR, pp. par rapport &
LA o 220 e L), e L(Q),
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(ivi Popirarenr K donné pur (Ku)(x) \!\' X,y u{vidy est complire-

ment conting dans [,(8) et B K| <«
(15) admer au moins une solurion we (L),

Alovs, 11 vésulte que I'équation (1
oo e L)),

Démonstration. Sous forme abstraite, ’équation {15) s’éerit fu -~ FKu—=;
considérons Popérateur 7" — f - FK.l est défini et contivu dans L,(12};
il est aussi semi- monotone.

En effet, PPapplication S(w, v) = fu -+ FKv satisfait 4 toutes les pro-
priétés réclamées par la définition de la semi-monotonie. T est coercitif :
(Tuy 1) ={ fry u) - (FKu,u) (2 — BiK|l/¢? — C)lu| — C,, C; et O, éant
deux constantes. It résulte alors que I est surjectif [2].

Remargue. Des conditions pour que f et F soient des opérateurs
continus sont connues des propositions précédentes. Une condition suf-
fisante pour que K soit complétement continu est

(17) Kix,y) — S G0yl g€ LafQ), i =1,2,m.

BIBLIOGRAPHIE

1. Barbu Vv, FEeuatii functionale neliniare fn sparii Banach si probleme la limird, Swdii
si cercetdiri matematice, T. 20 (1968). pp. 137164,

2 Browder F. E. — Nowlinear clliptic bonndary value probless. Bull. Amer. Math, Soc,
I69 (1963), pp. 862 - 874,

3 Browder F. E. Remarks on non-linear functiona' cquarions, Proc. Nat, Acad, Sci.
T. 51 (1964) pp. 985489,

4, Corduneanu A, Fauarions fonctionnelles avec apérarcnrs monofones, (Sous presse),

SooGatgedteo L L w0 e Hitmeecparaaemee ueiareice, e vk Maoeunn,
yUny.

CITEVA APLICATII ALE OPERATORILOR MONOTONI
Rerzumat
Se obtin unele rezultate cu privire Ia existenta solutiei unor sisteme
integrale, folosind teoria lii Browder-Minty a operatorilor monotoni si

semimonotoni definiti pe un spatiu Banach reflexiv X cu valori in dualul
sau X*. Drept X se ia L, {Q), cu 1 - p < -+ o,

OPTIMAL CUBATURE FORMULAS FOR CERTAIN CLASSES
OF FUNCTIONS

BY

GH. COMAN and GH. MICULA

1. Let D= {0 - x, v I}. Denote by WM } the class of functi-
ons f: D — R having continuous partial derivatives f(x, ¥), (i = 0, 1,...r
=0,1,...,s5) which satisfy the conditions

(1) FUn0, 3)=0, f0i(x,00=00T5 ")
l ‘l B ) - l T
F/v0 (e, P dxdyl — A
) |

Let us consider the cubature formula

11
IS It

@ [ teay= LTSS At et

fs! et
X(-\'.;yz} E Rmn(f)’

ale
L

where f e ll’/(ij",-_-;-(M, AR
The following problems are disscussed :
a) Find
E, (Wi (M) AU, x,y) = sup R (7))

{3 “ ( W,
| ) s Hl(]:,..\ (s,

-3

In the sequel we call L (W (M ); A%, v), the exact estimate

i b
of the remainder, of the cubature formula (2) with regard to the considered
class of functions.



