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CONEXIUNT RIEMANNIENE DEGENERATE SI CONFORME DEGENERA TE
Rezumat

Se studiazd problema integrabilitifii structurilor riemanniene dege-
nerate cu ajutorul familiet de conexiuni compatibile cu aceste structuri.
Se obgine un rezultat analog cu rezultatul clasic pentru structuri rieman-
niene. O structurd riemanniand degenerati este integrabild daci si numat
dacd existd o conexiune compatibild cu aceasti structurd avind tensorii de
curburd ¢i torsiune nuli.

Pentru cazul structurilor conforme singulare se introduc niste inva-
rian{i care amintesc de tensorit Weyl ai structurilor conforme.

AUTOMORFISME INFINITEZIMALE ALE UNEI r-=-STRUCTURI
Dk
ELENA VAMANU

Fie V,

H

fundamental al acestel structurn, deci ¢ =777 [2]. Vom numi autornorfism
infinitezimal al unei r-=-structur: un cimp de vectori X e H (V) in raport

cu care

o varietate diferentiabild dotatd cu o r-x-structuri s1 - temsorul
,

(1) Lin=0,

unde H(V,) este algebra Lie a cimourilor de vectori pe V,, lar Ly simbolul
derivatei Lie in raport cu cimpul X *).

In cele ce urmeazi ne propunem si swdiem citeva proprietdgi ale
acestor automorfisme,

Teorema 1. Un cimp de vecrori X € H(V,) este un automorfism 1 fi-

wirezimal al uner rew-structur! dacd §i numal dacd
(2) (X, oY| = o ([X, Y]) pentrue orice Y e H (V).
([.] reprezintd crosetul a doud cimpuri de veciori).
Demonstrapie. Fie X, Ye H(V,). Avem:
(3) X, Y] Ly (3Y) = (Lyo}l Y + 2 ([X, Y]}
Din (3) rezulta ¢d Lyo 0 dacd §1 numai dacd |X, o Y] =0 ([X, Y]),
c. ¢ tod,
Observapie. Din proprictdtile derivatei Lic rezultd ¢ Ly — O atrage ¢

r—1

(4} Ly =10,

I Peatru deralii veri [1] si [3)
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jar (2} implica i

- L 1 R r—1
15 X, o Y] (1X, Y]) pentru orice YeH (1)

Fie I' o conexiune Iiniari complet reductibil pe V,, deci yo —0 (v fund

riante 1 %) 3 T i
; . p r cu i i :‘I'.l f [t’.‘ OI‘U! de [s] siune

o . . : -
0 noud cax;;ctenzare & unui automorfism infinitezimal va fj datd de

e L ) g
-, erfla' . Conditia necesard $iosuficienta ca un cimp de wvectori
€EH{V,) sd fie un avutomor fism infinitezimal al yunei F-T=structuri este ca

5 R i . p
6)  vaX - opyX — o (T(X, V) ~TIX, o Y) pentric orice Ye H{V,).
Demonstratie. Tensorul de torsiune 7' al conexiuny | e definit de
(7 X, YVy=yyY WX —[X. Y]
Avem
’?1(4\. Y Tf‘Y, Y ) = ’?(T.Y Y) —_— ';(V';'JYII = 9([\, Y]ll —vreY -
VarX 4 [X, oYl
Deosrece 1" este complet reductibila, Vy7Y = ovyY. Deci
8) oT(X, V)~ T(X, oY) Vard —evy X+ X, o ¥] - 4[X, V]
Aplicind teorem: acl X . i Jima ‘
g P o ema 1, revultd ci X este auwtomorfism  infinirezimal daci si
Vard — 27X = = T(X, Y)—T7(X, o Y) pentru orice YeHWV,), c.e. t. d
Observayie. In cazul particular ¢ind conexiunea 1 este si fard torsi-
une, X este auromorfism infinitezimal daci §i numar dacd avem
(9) verd = 2vyX pentru orice YeH (V).

r=1

Asociem cimpurilor de tensori %, % lensorul

il [
10) N(X, ¥} =[» X, o AR R =
U0) MY, Vy=[2 X, o¥ 10 [\, V] =3 [X, = vj—z 5% Yl;
O T r 3
X, Y eH .
Observim ci in cu; '
n cazul partcular » — 2 ia]
s r al stracturtlor aproape-complexe si
dproa?j—pmdus) acest ensor coincide cu tensorul lui Nijpi-nhtrl)is s
- Eer:]stt;;lclul’]:wénp!Ll ne da urmatoarea relagie intre tensocul =+ 3 strue-
, u ¢ torstune o conexiunii complet reductibile I" 51 tensorul N

pay

ol 1
(D) oZ0 o X, V)m 1o X, aV) 4 = 70V oy :
) elila XN, Vy—7 > N, V) s TN, 4 TLY, V== N(Y, V).
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Din (10) si din conditia & — %7 rezulta

Teorema 3. Condifia necesard §f suficlentd ca un cimp de veciori
Xe H(V,) sd fie un amtomorfism mfinitezimal al unei r-=-structurs este ca

r=1 g1
12y N(X, Y)-[92X, 0 Y] —2l9 X, Y], pentru onice Y € H(V,).

—

Lt | r—1
Fie XeH(V,) st X = 9 X cimpul de vectori asociat [ui X prin .

Daca X este automorfism infinitezimal al unei r-=-structuri, X, in general,
nu se bucurd de aceastd proprietate.

In baza teoremei 1 rezultd ca X este automorfism infinitezimal al
unei r-=.structurl dacd si numai dacid este indeplinitd condijia:

L r—1
(13) [» X, o ¥]—( o X, Y] pentru orice Y H (V,).
Obsgrvagie. Din (12} rezuttd cd in aceste conditii avem
(14) NX, YY) =0,

Un automorfism infinitezimal X pentru care 3i X este tot automor-
fism infinitezimal 1l vom numu specral.

Din cele de mai sus rezulta

Teorema 4. Condifia necesard 3t suficlentd ea un cimp de vectort
NeH (V) sd fie un awtomorfism infinitezimal special al wnei  r-=-striucturi
ente oa
(13 Lyw— 0, NIX, Y) =0 pentru orice Ye H{, 1.

Din (11} si din 1eorema 4 rezulid

Teorema 5. Condifia necesard §i suficientd ca un automorfism infini-
rezimal X sd fie special este ca sd existe pe V, conextuni compler reductibile
cu temsorul de rorsitne satisfacind condijia

r

r—1 r—1 1
16) = T{ o X, V) e Tl XemamViy=h B i g.os V== 1T (X, V)220

penirie orice Y e H{V,).

Fie ./ algebra Lie a automorfismelor infinitezimale ale unei r-=-struc-
turt (cd aceste automorfisme formeaza o algebrd Lie rezultd imediar) i/,
muiyimea automorfismelor infinitezimale speciale. 53 demonstrim c¢a
{ormeazd un 1dzal i . /.

Fie X, Y& 4., deci

[ P

(17 [X, ==X, Z), [ N, 2 Z} =l X, Zh

g

pentru oree A {1
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si

r=] e |
(18) [Ya 7 ZJ "’(I Y: ZJ)J [’19 Y, ‘[] S ({ 7 Y: /’]:s

pentru orice Ze H | V).

S# aratdm ca [X, Y]ect,.
«f fiind algebri Lie, avem [X, Yle o4, deci

([X, Y], o2} = ([[X, Y], Z]) pentru orice ZeH(V ).

S& mai aratim ci
(19 [o(x, v, *Zl=a((o (N, Y], 2] pentru orice 7 ¢ H (V).
Deoarece Y ¢ 4., rfp_]Y este st el automorfism infinitezimal, deci
r'.-_::.l’ec—'/_si atunci cimpul de vectori [X, '--::oIY]e: 7 ceea ce poate fi carac-
tertzat prin

r—1 r—1
(20) X, 2 Y], 02) =o(1X, s Y1, 2], cu 7 21(vy,

Cum X este automorfism infinitezimal, are joc relatia (5) si, tinind cont
de aceasta, in (20), obtinem :

r—1 r—1
L2 ([X, Y], oZ]= o([ » (X, Y], 2], e e 1 d.
Am ardtar asifel cj s este o subalgebri in 7.
Observagie. In demonstratia de maj sus nu aintervenit esential X ¢, /.,
Considerim acum Xeod g Yecd, . Conform observariel facute,
rezultd ci crogeryl (X, Y]e s, ceea ce demonstreazi ci /, este un ideal
in 4 '/..
Am demonstrat astfel cad multimea autormnorfismelor infinitezimale

speciale formeazi un idea] in algebra Lie a ruturor automorfismelor infj-
nitezimale ale unei r-=-strucryri

Observagie. Fie X un automorfism infinitezimal, Counsiderind derivata
Lie a tensorului N dar de (10) in raport cu cimpul de vectori X obtinem
(21} LiN -0,
Deci tensorul N este un invariant al algebre; (4.

In cazul particular r = 2, N coincide cu tensorul jui Niienhujs $i
obfinem un rezuitar dag de Y. Muto in [t] pentru  structurile aproape-

complexe,
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AUTOMORPHISMES INFINITESIAMAUYN IYUNE <2-STRUCTLRLE
Résume

Etant donné un espace ', muni d’une r-=-structure caraciérisée par
un champ de tens=urs o, un champ de vecteurs X sur V, est nommé auto-
morphisme infinitésimal de la structure si Ly =0. 81, de plus L,.“{'c? 0,

le champ X est nommé automorphisme infinirés;'[ufll spéciul. _

Dans cette Note on donne quelques propriéiés des _automorphismes
infinitésimaux et on montre que les sutomorphismes Jnflnitesmlaux spéciaux
torment un idéal dans Palgébre Lie de tous les automoerphismes infiniré-
simaux.



