CVASI-CONEXIUNL PIe VARIETATT DIVERENTIABILE
{3k

ELENA VAMANU

Fie I, o varictate diferentiabila de clasi €# si » un cimp de ensori
pe V,, de tip (I, 1), nedegenerat. Existenta eimpului o ne permite consi-
derarea pe IV, a cvasi-conexiunilor in sens Wong [3)*. In aceasti Notid
se di o definitie globusla a nopiunii de cvasi-conexiune, se introduc tensorii
de rorsiune $i de curbura, ccuatiile de structurd, derivata covarianti pentru
aceastd cvasi-conexiune et¢. Dacd I, este s spajiu Riemann, se determing
0 cvasi-conexiune unicd fard torsiune si in raport cu care derivata cova-
riantd a tensorulul fundamental al spatiulul este nula.

1. Introducem noragiile:

F(I) — multimens funegiilor diferentiabile pe 7.

LYV} — algebra Lic a cimpurilor de vectori pe V.

L,(V,) — dualul spagiului L'(V,).

Liy(Va) — spatiul formelor exterioare de grad p (spatiul p-formelor).

”
(V) = U L (V,) — algebra exterioard a formelor exterioare.
o=l
Fie 8 o derivare de grad 1 a algebrei £(F) definitd prin conditiile ;

U2 3f(X) —oX.f,unde fe F(V,), Xel'(V,) st ».X este imaginea vec-
torului X" prin operatorul o.

2 WX, V)=o2X oY) s Via(X) — olli(wX,2Y]) pentru orice
X, Yelt (V) st el (V).

* U exomplu de spatie ce posedd un aamp de Lensort 5 nedegenerat este dar de spatiile
dotate e o r-s-structurd, Cyvasi-vonesiunile pe acoste spatii au lost considerate in {1 si[2]
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Observagie. In 2°, 4 reprezinti i
_ : <, 2 reprezintd reciprocul tens 1o, dar
e p [ tensorului o, dar [,] opera-
- - A .
dI"le xeV, un punct oarecare al varietdtii V), i (U, x') o vecindtate de
coordonate 2 punctului x. Considerdm in U reperul natural Gfdx’ si ¢
perul asociat (dx). Ry
Daci wu, este o p-formi diferentiald reprezentari in vecindtatea U prin

r’l ] A A ] .
1) u, P-' iy one gt Podis oL A dx'r
atunci, folosind axiomele care definesc operatorul § obginem:
(2) Sy — L f 1 iy (o] I~ AR 1
1 EECE - o R 1'- ~ -
- 2% v ?

Fryfpeedy IS r‘a-l-],u s ) ‘ ([‘\: e dx]t \ o d,\,”p 2

’_’.U’l""‘p . R
unde Sy, SST€ simbolul lui Kronecker,

5 ) . .
é_) CXprima acfiunea operatorului 3 asupra unei p-forme
¢ poate verifica imediat cj 8w, = () pentru orice €Ly (V)
. wi*
reprezze.ntla)fg;n;m' pe [V),, o lege D care asociazi fiecirui vector XelL' [l
iniard Dy a iului 1 i i i 1 itoarele
condig: v spatiului L' (V) in el insusi prin urmitoarele

1, Df_\ oy =D, gDy,
9] DyfY — fDyY 4 5f(X)Y

pentiu orice f,ee F{V,) si X, Y ¢! (V).
Legea D cu proprietitile 1', 2’ o vom numi cvasi-conexiune pe V
HY

B

SUbvagetc;\:asgcor}lﬁxiune D pe V, induce o cvasi-conexiune D¢ pe orice
rietate deschisd U din V,. In particular, aceasta este adeviirat pentru
0 vecinatate de coordonate U, i
Fie (U, x') vecini i
. atatea de coordonate considerar i i
mai sus <
coreper natural. Nordm e

(3) Di — (Du)

0 ?
- - s
i definim pe vecindtatea [J funetiile I’ date de:

cxi Toxt

(4) 1)_( = ) a8

cete un alt sistem de coordonate pe U, avem;

i 0
ol ) e
dx!’) R
Folosind axiomele 17 51 27 obyinem:

dat’ foxtoxd oxt
3 ol |\L‘ Lot — .
dxk \axi gxd Y T gaV oxt
Ln obiect geometric cu legea de transformare (5) se numeste cvasi-conexiune |5},
Functiile 1) fe vom numi coeficienyi de cvasi-conexiune.
Observapie. Diferenta a doud cvasi-conexiuni este un lensor.
IFormele date de
) o, = 1", dx
l¢ vom numi forme de cvasi-conexiune.
3. Introducem cimpurile de operatori
TX, Y = DY — DX — U[=X,»Y]) pentru orice X, Y& LYV,
3 1 oW S SO )

| RIX,Y) = D:D, DyDy — Doy, cyp pentru orice X, Y e LI(l,).

ot |

" 5

Se ver.ficd imediat cd:
T, Y =—TY, X), R(X, Y RiY, X,
TifX, oY) = feT(X,Y), RUX,gY) JeRIX) Y

pentru orice f,ee FiV,) oi X, YeltV,).
Deci 71X, Y determind un tensor de tip

de up (1, 3).
In vecindtatea de coordonate (U, ') acesti tensori au componentele

dare de:

thy201ar REX, Y un tensor

) Th = 11N S it
§1 respectiv

5 v A pam vk 1A L ko N N P
10) R:. i = } fai ] i | i 1 il | b PO ! e H I Y P Gl

Ecuatiile de structurd ale cvasi-conexiunii D sint:

) | — :
Sdx — o) "dx Fledx! odxt,
2

> o 1y
Soek o Fama.,t Ry i i
b
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ceea ce justifiqé denumirea de tensor de torsiune si de curburi pe care le
vom da tensorilor T si respectiv R.

: 4.“Agn. numit Dy derivata covarianti in raport cu cimpul de vectori X-
Din definitia operatorulur Dy rezultd:

Dxf = SAX), cu fe RV,
Fie we L,(V,). Definim Dy e astfel:
(Pxo) (¥) = (3o (Y)) {X) — o (DyY).
Cunoscipd cum actioneazii Dy asupra elementelor din LY(¥,) si Li{V.) pu-
tem scrie derivata covariantid a unui cimp de tensori ¥ de tip (p,q) prin
(DxT){w,..., o, Koy &) = (8 T, w, Xien X)) - (X)) —

(12) 2 . 7
2 T{wyy Dy %,y o, Xipooy X)) — ZT T(0ye 08, Xy Dy Xy ooy X)i

@]
Observapie. Identititile lui Bianchi-Padova cit i identitdtile Im Ricc
au aceeasi formd ca s1 in cazul conexiunilor.

5. Unei cvasi-conexiuni D ii putem asocia alte doud cvasi~conexiuni
a} Cvasi-conexiunea transpusd D’ definitd prin

(13) D'xY = DyX + b([oX, o Y));
b} Cvasi-conexiunea medie dati de

W

(14) DY = 2‘ (DY -1-D',Y).

H

Fie T'(X, Y) tensorul de torsiune al cvasi~conexiunii D' §i 7T (X, Y) tenso-

rul de torsiune al cvasi-conexiunii B
Folosind (7), (13} si (14) obtinem:
(15) I'(X,¥)=T(Y,X),

Hi

(16) X yY)= 0,

Deci cvasi-conexiunea medie este fird torsiune.
Intr-o harti locali componentele celor doud cvasi-conexiuni sint date de

<k Ak T m
(.1 7) 1 iy o= 1_11 i "!r’ﬁl,h C;’{J il
§1
18 ":.h . ,_i_ LY. ek .I_ 1 ~ k (I
( ) | T g (I i I il = 2 (-[ :' '|_ 11'1' _f' "Tr}:l,h CPFJ (?:'E)'

Daci y este o conexiune liniari pe V, (definitd in sens Koszul), ei i se

5 CVASI—CONEXNIUNI PE VARIETAT! DIFERENTIABILE a3/7

G
poate asocia o cvasi-conexiune D definiti prin:

0
(19} D.\’ = Vex-

In adevar, avem:
L 0 u
Dix oy = Vpxa ey = Vex - gVey = fDx 4 gDy,

1] 1]
DylfYY = Vex (fY) = f Vox Y- (3 X)fY = [DY + 5 f(X)Y.
Am obtinut astfel un exemplu de cvasi-conexiune asociati canonic unei
conexiuni liniare. )
L 0 - - 3 - - -
Fie T, R, 1, r tensorii de torsiune si de curbura ai cvasi-conexiunii D

31 respectiv ai conexiunii v ) _
Tinind cont de definitia acestor tensori, obfinem:

0
(20) ¢TI X0 Y) =1(X, Y) +¢(lvxd) Y — (TvY)X),
0 "

(21) RX,Y)=r(9X,0Y).

Intr-o hartd locald (19), (20} si (21) devin

0 .
(199 lia=te s
U N . " . .
(207 o T dn =t + 07 (T4 Yn — Va9
0 .

(217) Riw = ripn ok .

Din (20°) si (21") rezultd: ,

— Dacd conexiunea y este fdrd torsiune, cvasi-conexiunea 1) asociatid
nu are, in general, torsiune nuld.

0 . - -
— Cvasi-conexiunea D este fird curburd daci si numai dacd conexiu-

nea v este fird curburi. S
Presupunem acum ci V, este un spatiu Riemann. In acest caz are loc

Teorema. Pe un spajiu Riemann V, exisid o cvasi-conexiune wnicd care

satisface condifitle :
a. Este fard rorsiune, -
b. Derivaia covariantd a tensorului metric fundamental g al spajiului
in raport cu aceastd cvasi-comexiune este nuld.
Demonstratie. Conditiile a. si 6. ne dau

(22) DxY — DvX —i([p X, 2 Y]) =0,
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(23) DX, Y) = (3g(X, 1)) Z) —gX,D,Y)— oD X, Yy,
Din (22) yi (23) rezulia

(%¢(X, Y))(2) = ¢(X, D, ¥) (D2, Y) + gls(lnk, 2 X)), ¥).
Permutind ciclic literele X, YV, 7 avem

8N VNZ) = ¢(X, DoY) +2Dx7, ¥) + gt3(92, 0 X)), v,

(Y, 2)(X) = g(V,DxZ) -+ gD, X, ) + g-(tP(f@X, ?Y]), Z),
(g7, X)Y) = (2, Dy X) + ¢(D, Y, X) +e(9lzY, 02)), X).

Adunind aceste relativ (a doua luatd cy semnul minus) obginem

(20 280 DoY) = BelX, Y))2) — (3e(¥, 2)(X) + (550, X))
Fele 2,2 XD, ¥)  e(U9 X, 0 Y), 2) 4 o “leY, 2], X).
(24) ne determini o cvasi-conexiune unici ce satisface cele douj condiiii,

Reciproc, o cvasi-conexiune definitd prin (24} satisface conditiile 4. b
RN R

Intr-o hartd locald, cvasi-conexiunea dati de formula (24) are

ponentele: .

W 1 ] h 4
: = B . L h [ i
= Ik g (-%’1 bk kg O Yoo i) — ¢ ol oty 15
55} 2 S5, Sik s 9i A gy, %) T Pl Gl Sne ¥ o
g ey thoom int
LA TR T Vs il vn) i
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QUASI-CONNEXIONS SUR VARIETES DIFFERENTIABIES

Resume

On donne une définition o : W i :

dans le sens de Wong sur :1(;11 ?Itlr)})c]flf n;ii}féien[:?mm 5
) A table. On

les tenseurs de wrsion er de courbure pour cette g
tions de structure, la dérivée covariante, etc. Si Ja variété cst riemannien-
ne, on dctcrm!!k_' une quasi-connexion unique sans jorsion of pur }‘zw)L)rr
i laquelle da dérivée covariante du tenseur fondamenigt de J’cwpugg csllr}u[iltlc.

quasi-connexion
‘ mtroduir  aussi
uasi-connexion, les équa-

PROPRIETES DES STRUCTURES TRANSITIVES
PAR
C. APREUTESEI

Dans cette Note on érudie quelques propriétés des structures rransi-
tives [2] définies sur une variété différentiable : un aspect concernant le pro-
longement des structures, les G-structures associées et le tenseur de struc-
ture, le groupe d’holonomie d’une connexion infinitésimale; on construit
en partant de la structure donnée et des groupes associés au groupe Gr
(v. § 5), une suite d’espaces fibrés principaux (e.f.p.) différentiables et une
famille de connexions associées ([10], ch. IV).

1. Soit V, une variété différentiable C* de dimension » - 3. Nous
allons adopter la méme notation pour les applications et leurs différentielles.

Une couple de distributions (V, M) réguliéres de classe C” définit
une structure tramsitive 7' [2] si dans chaque point xe I, sont satisfaites les
conditions suivantes:

) o=V, + M,

2) La distribution K définie par les espaces K, — I, N M, est régu-
licre et a la dimension ¢~ 1, ou T, et Ve, M. sont respectivement PPespace
tangent a V', et les plans des distributions au point .

Rappelons que la géométrie locale d’une couple de distributions défi-
nies sur un espace a connexion affine, a été érudice par R. Miron et
>. Papuc [8].

I'xemples. a) Soit R* lespace affine de dimension 3 ¢t R, le repére
naturel. Chaque couple de plans des repéres qui sont obtenus par la translation
du repére R,, détermine une structure transitive dans Pespace R,

b) Supposons donnée sur ¥, une structure presque-produit réelle [G]
Intégrable définie par une couple de distriburions notées (V, Ad). Si Pon pro-
céde de la maniere indiquée dans [2] (voir aussi e § 2 de cette Note)
nous obtenons une suite



