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(23) DX, Y) = (5g(X, Y)IZ) — g(x, D, Y)—e(D,X, V) -y,
Din (22) si (23) rezulra
(6l YINZ) = 0(X, DY) 4 gDA2, ¥) 4 g, X, 1),
Permutind ciclic literele X, Y, 7, avem |
X, Y))(Z) = (X, DY) + 8D 2, ¥) + 801, 0 X, v,
(Sg( i Z)) (X) = g(Y:DXZ) - &(Dv 4, Z) + & LIJ([C‘DX, ’9}'])3 Z),
(% XNY) = 8(2, Dy X) + ¢(DY, X) + g(4((o Y, 02), X),

Adunind aceste relatit (4 doua luaed cu semnul minus) obyinem :
(2 BN = 050, Y))(2) — (0¥, ZNX) 4 (302, ) v)

1' ’e y ar . -
- $(e(ls &N r’“]): Y) = "ir('?l‘([?X: JY.”: /4) + g o Y> OZ]I, X)
I({?—lc) ne determinﬁ 0 cvasi—conexiune unicd ce satisface cele doud condiyii
CE1proc, o cvasi-conexiune definiri prin (24) satisface conditijle 4. s,
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QUASI-CONNEXIONS SUR VARIKTES DIFFEREN IABI S

Résume

(_) i x * R ETIYT ot . 7 o
A lcnsec:](;ngz rir‘;;lgngtilmuon‘ g[nb]{le de 11 ng.twn de quasi-connexion
Iy s osur une variéré différentiable, On introduit  ayssi
€s temseurs de wrsion et de courbure pour cetie quasi-connexion, les &
tions de structure, la dérivée covariante, cte. Si [a variéré es.t rjc,nn:le]?ua-
ne, on dctcrm!{u_' une quasi-connexion unique sams 1orsion ot pup }“zl C)I:‘;
@ laquelle da dérivée covariante du tenseur fondamentat de J’c\p;lm:c t“:ll[}:l[j);lc

PROPRIETES DES STRUCTURES TRANSITIVES
PAR
C. APREUTESEI]

Dans cette Note on érudie quelques propriétés des structures transi-
tives {2] définies sur une variété différentiable: un aspect concernant le pro-
longement des structures, les G-structures associées et le tenseur de struc-
ture, le groupe d’holonomie d’une connexion infinitésimale; on construit
en partant de la structure donnée et des groupes associés au groupe Gy
(v. § 5), une suite d’espaces fibrés principaux (e.f.p.) différentiables et une
famille de connexions associées ([10], ch. IV).

1. Soit V, une variété différentiable C* de dimension » > 3. Nous
allons adopter la méme notation pour les applications et leurs différentielles.

Une couple de distributions (V, M) réguliéres de classe C” définit
une structure transitive 7" [2]si dans chague point x¢ I, sont satisfaites les
conditions suivantes:

1) I‘.r 'Vx v A‘Ir,r,

2) La distribution K définie par les espaces K, — V, VM, est régu-
licre et a la dimension ¢ = I, ot T, et V,, M, sont respectivement ’espace
tangent a IV, et les plans des distributions au point .

Rappelons que la géométric locale d’une couple de distributions défi-
nizs sur un espace i connexion affime, a été érudice par R. Miron et
D. Papuc [8].

Iixemples. a) Soit K’ Pespace affine de dimension 3 et R, le repére
naturel. Chaque couple de plans des repéres qui sont obtenus par la translation
du repére R,, détermine une structure transitive dans Pespace R,

b) Supposons donnée sur V, une structure presque-produit réelle [6]
Intégrable définie par une couple de distributions notées (V, AM). Si Pon pro-
cede de la mani¢re indiquée dans [2] (voir aussi le § 2 de certe Note)
nous obtenons une suite
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d’e.f.p. définis par les TepEres transverses respectivement aux distributions
v, vt v
On obtient pour Ia distribution M la suite
S (Va)y 88 (8),..., 80 (8001
d’e.f.p. des repéres transverses respectivement aux distributions
M, MY M

Les distributions V" et M sont obtenues respectivement de }Y
et M""" en utilisant les projections des espaces 5" er 8% sur leurs bases,

On peut obtenir sur Pe.f.p. &* %8 une structure transitive intégrable [2].

) La construction d’une structure transitive. Supposons données sur v,
une distribution réguliére D; x — D, et une sous-distribution de cette dis-
tribution $:x — S, (de maniére que S, C D,, v.eV,) soit aussi réguliére.
Considérons sur ¥, une métrique g fixée. Nous définissons une distribu-
tion &' qui a le plan S formé par Pensemble de vecteurs de D, orthogo.
naux (dans la métrique g) a Pespace S,. Si 8" est la distribution déf inie
par le supplément orthogonal de S, dans Pespace T, nous avons D.NS=
=S8 et T.,=D,+85,. La couple (D, §") définit ainsi une structure
transitive,

Nous faisons les conventions suivantes pour la nmotation des indices:
% Boe=1,2,.,n; 47k, — L2, ,mi,j k.. =m+ 1,..,n—p; i
Jk i =n—p+4 1,1, ot n p=dimV, n—m=dimM et donc m—
=n—p—q.

Une base (e,) relative & x adaptée & la structure transitive est formée
par les vecteurs ¢ ¢V, (@adK,), e e K., e € M, {¢;. ¢ K:). L’ensemble des
bases adaptées & la structure transitive est muni, par rapport i la projection
naturelle, d’une structure d’e.f.p. de base V. er le groupe structural G,

"

donné par Pensemble des matrices réguliéres n X n:

« [ 0
0 v 0
0 3§ e

ou == ()€ GL(m,R), 8= (a}) detype m x g, y = (af) € GL(g, R), 5— (a')
de type p X g et <= (a}:) € GL(p, R). Cet e.f.p. est noté par E(V,,G,) et
nous Pappelons G -structure.

2.1, Nous notons par §" Pespace fibré des vecteurs tangents a V, ;
alors §* sera Pespace fibré des vecteurs tangents 4 ¥ " ¢t done dim " —
= 2"n. Nous définirons sur chaque variété 5% une distribution V'* 3 par-

tr deladistribution V7' Soit =, la projection de espace fibré s
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sur V.. Si gue&‘r(” et (1) =x nous dé.fim'sscms pi =“;:,_'(i’_,).d.L’ap-
plication =, étant réguliére {9], la distribution V"' u - V., ‘a] ad_ m?;n-
sion 21 — p. On peut continuer le eroce;s_sgs: nous associons 2 la distri clll-
tion "7V la distribution V"' = ;71 (V") ou T est l? projection  de
g sue 5"V Vu que dim "7V =2""'n, dim ¥V ._2. n—p, il reh-)
sulte dim V"' =24 — p. Nous pouvons obtet?)ir pour la dlSFrlbut.}OH AZ/I; sur 8"
par le procédé indiqué, une distribution‘ M.' ayanﬁI la dm}::nsmn 1 n— crln

Remargque. 1 Pour tout / les distributions ¥ et M™ ont les codi-
mensions égales 4 la codim V et codim M, respectivement. i

Définissons le sous-espace =, tanglf:nt en(_lchaqui: point u de. &, c{J.ar
Pégalité: «, = V' - M. Vu que V‘,; N MY = = _(K_._) on obtient usn
VPN M,(,”) =n+g. I! résulte que dim =, = 2»; mais Tu est un so;sl;e -
pace de I’espace tangent T, de §Y et .donc .= 1,. Ainsi lt‘,‘ —.b v +
+ MY, vy M £ {0} ; nous en déduisons que la couplf: ‘de dlStli':l ugfor;s
(W, M) définit sur la variété &' une structure trfi“nsmve |;T - Si la
structure 7 est intégrable [2], alors les distributions V' et M'" sont inté-

et donc 7™ est intégrable. ‘

grablecs)n[ggeut faire ce raisonnement pour 4 arbitraire, OE“J:Voir f:?flllemeslt
que V¥ AMI == (v aM*™Yy ou miz) =1, 'z'e .er b re : . On
en déduit que dim (V" M =g 4 (2% — 1(2;1. De{t;imssons. d unc. orila-
niére analogue le sous-espace tangent par =, == V; '4:(£‘;42 . sz dim =, = 2%n,
il en résulte que Pespace T. tangent a la variété & coincide avec T, et
done T, = V' + M™; comme V# (N MP q&{(.]}., la cg)uple.: de d1str1but1'or}s
(V®, M™y définit sur " une structure transitive 7", Si la structure ini-

tiale est intégrable, alors T" est aussi intégrable.
On peut appeler T% le prolongement d’ordre % i la structure T par
by seor alh)
rapport a la variété &, ‘ = o
Remarquons que Pensemble des repéres de la van(?)te S::) adaptez)a la
{ ; AN G (t <l
structure 7' forme une G,-structure notée par E" (3, G, ou GY est

le sous-groupe de GL(2n,R) donné par les matrices

o B(l) 0
0 4® 0 |
0 S0y (N

ot "€ GL(m, R), "¢ GL(p,R), +" € GL{v,, R), £ est de type m X v,

et 3" de type p 3 vy, ou v, =3n+¢.
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P’une maniére analozue e ) e
1"")“ (_n: m;:l} ﬂlldlo_il}(., sur I’espace 7 nous avons défing une G
ture I K Te ), 000G le S5 .
> Yl 7 €SP le sous-groupe de (77.(2" 5, R) donné pur e
semble des matrices (2, R) ¢ par Pen
{opts 3 I {)
0 =) )
t Al 2 (h)

ot «" ¢ GL ), e @G e G Y i |
o fy;)i {;J’_R';k -uygn(:!,v{f, R(),2 ! ]:}ETL(;;,:,J R), 7% est detypem; v et 8"
. Remargue. 2. Pour tout A, dim V" — dim (V"N My — o, dim MP
— dim (™ ') b et par suite les matrices z'" ¢ GL{m, R) et a"" € GL(p, R)
On peut appeler ’e.f.p. FALTE R G le prolongement d’ordre /z, dc:
la Gy-strucwre E(V,,G,) par rapport a &%,
Maintenant nous pouvons énoncer le

The((?)t'eme 1. Le prolongement dordre I par rapport a la suire e
e Gl 3 B . L . ,
variétés 3 dune structure transitive (1ntégrable) est une structure transitive
i 3 3 oy
respectivement ntégrable), pour laquelle le groupe structural de la G -struc-
. o Fe Il e o i
ture associée a les matrices o' e &* indépendantes de étape du prolongement.
_ Conséquence. Le prolongement d’ordre / par rapport aux variétés 5%’
une structure  presque-produit (intégrable) est une structure transitive
frespectivement intégrable).
! 2.2, Interprétation géométrique (le cas intégrable). Nous obtien-
rons sur chaque variétée 5"
el formq= ‘ ;‘1eree o (h -0, l,..) un ef.p. dont le groupe struc-
: ¢ par les matrices « et % qui sont conservées au prolonge-
i"];:emb) our simplifier les raisonnements, nous considérons Pétape initi%le
! Ubfm la srructxure 7 intégrable. Six* sont les coordonnées duy point
.)( et ¢y = dfdx* les vecteurs du repere naturel, alors on  suppose que
(a5 s} forme une buse de K,.. Par définirion & — ¢ 4 3
ey - K, Cppit = €y —pry - Kn---, €, =e, -i- K,.
] Du fait que la relation C%és; — 0 donne C* — 0 (=1 eitt, 51— p |
R el n : enegfil, 1=
sty it résultc que les vecteurs €q; sont linéairement indépendants
et dqnc il forment une base de Pespace 7./K.. Nous définissons les for-
mes 07 par les itions < ¢, . 0% — — 3% i i
e bl{)T conditions Tl 07 = = 3. On peut  introduire dans
nseinble /K(V,J:L)T_JKH des coordonnées:si x' £ U er X, Yiem Ux)

xsl

L]

2]
[ESREER™

n

(oi =1 TYK(V,) = V, est la projection naturelle! alors

W' (¥, V) — I/x:i(\f) pour [-— 1, 2. »,
| ”,\-'; (Yv) pOUI’ [ﬁ 1 '_ I’“‘1” L )”’ 211 P ]:.."2”
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o Y=+ K. si ~eT,. L'ensemble ¥/K(V,) est un espace fibré diff érentiuble
avec la base V,, la fibre-type R*-7 et le groupe structural GL(n — g, R).
Soit I, Pensemble des reperes de Pespace 77./K,. L’ensemble PV = J P

xzlty,
forme un ef.p. de base V, et groupe structural GL{n — g, R). Du fait que
Pespace tangent a V, admet ([1]* et [2]) la décomposition 1./K, V/K, @
@ M/K,, il résulte que PPensemble des repéres de ’espace T,/K, adaptables
a la structure presque-produit ([G] et [1]) définie par la couple de distri-
butions (V/K,M/K| forme un s.e.f.p. Py, (V,, &) de P®, ayant le groupe
structural G donné par Pensemble des matrices du groupe GL{(n — ¢, R) de

R ((;' ”] ot 2¢ GLOm, R) et 8¢ GL(p, R).

En utilisant ce raisonnement pour Pespace /" doué de la structure
trangitive 77", on trouve unef.p. PW (S GLin —q,R)) et son s.e.f.p.
!y (&% G). Le groupe structural G est isomorphe 4 GL(m, R) = GL(p, R).

2.3. Les résultats des théorémes | (de cette Note) et 2 (dans [2])
sont compris dans un résultar plus général:

Soit ¥ une variéié différentable ¢©° de dimension N et /: W17,
une application réguliére dans le sens de Palais [0]. Soit v = /lix), x€ V.
Dans ces conditions on peut énoncer le

Théoréme 2. S/ T est wae structure traisitive (intégrable) sur V, et
he WV, une application véguliére, alovs il existe sur la variéeé W oune struc-
tire transitive 1T (respectivement intégrablej.

Démonstrarion. Nous définissons sur [ deux distributions 72 v — 7|
Mo =AM,

ol
V. iee Th(=) e I,
M. el (=l eM,
7 ctant Pespace tangent a 7 qu point 3.

Les distributions Vet M sont régulieres (intégrables) si les distributions

I ¢t M éraient régulicres (respectivement intégrables) [9]. Puis, dim V-

N — p, dim M~ N —m. Si nous notons K, =V, M., on peur dé-
montrer que K, == /17'(K,). On obient ainsi dim K, N ¢ —#u Nous
définissons Pespace v, = V, - M,. Nous avons dim =, = N; il résulte =,

- T . Comme K =5 {0} il en résulte que la couple de distributions (V, M)
définit sur I une structure transitive 7, qui est intégrable si 7 est intégrable.

Remargue 3. St les variétés IV et I ont les dimensions égales, alors
dim K. — ¢. Dans cette situation, en partant d’'une structure presque-pro-
duit intégrable définie sur I, nous obtenons sur W/ une structure presque-
produit intégrable.

A L pame 130 de 1], ligne 13 00 v s une errenr de notation t L doit étre rempluce par @



3
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Théoréme 3.L%n "éct
Ltmage récipr 18 i I3 e,
par une applicaiion réulicre [Q]p;(;?ufni w;frr Si‘ru’cm;g ransitive (intdgrable)
S . iClitre  transitive (respectivement
Remarqie 4. Les marri
.. te 4. FiCes 2 et fi sont conservées s a i
reciproque de la structure transitive. e passant & Fimage
détergin'el‘rerln:e:;;séle sdtructure d’une G, -structure ({3] er [4]). Pour
ur de str i :
ucture, nous employons les norations de (3]

Soit {¢.) une base fixée de i’ " Pl
du groupe G cst donnée par ¢ I'espace R". Une base d’algébre de Lie G,

{ej ®ffa ey ®fis ey ®fi', €y ®f£”: ;- @fi'}a

ou (/) est la base duale. Al
‘ t , - Alors nous avons une base d i
= Gy x R*" donnée par les vecteurs: S

{FJ ~ fl' ®fk, ejr ®f' % fk; e Qf“ ®fk, ey ®f,-~ z\fk

@S S, ¢ ®@f <, g @f @fF, e @@
Soit «f Ia projection naturelle de [’ | :
. : . v e Pespace N, = R"( R "
Pespace N, /P, ot P—R'"@ A*R™ et A la resrrictién de éet og?éiteuiug

p N. p t [) -
(> 4

I3 ot 3 g ; 3 :
€ PN <Ry G LA <k @S A S e @7 A S
i e : ” SR, B
& SN e ZLUASE, g ® 1A U < R, ey BT ASEET < ')
Il résulte que I’espace ¥ admet : .
1l résu un espace supplé i i
riant 4 Paction du groupe G er qui a unepbase do%gle?én ;::.311'3 "

. e
e, x) ft L Ml M . i o= 1 L
G SIASIEE), @ FINFT, e @A F (" <k"), e ®F A fili<k)
er QLN e @ fIASE < R
Définition. O ] .
- o O appelle Gy -com 5 on infini
it [’e,f_p, i;'(ij{)GT.J. . rexton sur V,, toure conmexion infini-
Si on fait Ia convention : @by =1, 2, ,n—p; o', b
nous pouvens énoncer le UK g g

Illéole‘lle 4- Le tensewnr ae JZJHCllﬂe dltﬂe G =57 ey
' ructiure S} I ” 4

(}e[e] mine pa} [eS COHIPOSG? A I 7 .' ai ernsen ae arsion a un hid =
ire.
Vabs {2 { [0rsio e G.l COR

Cl ’q . 3 < 4 o
»
g I k)

munis chacun d’une secti 1| "6 o verts
ection locale de 7V, G,); une G,-connexion peut

=m0

¢

. . CTURE N T

étre définie par une forme locale sur chaque ouvert U, & valeurs dans
I’algébre de Lie de G, représentée par une matrice 7 < #

== ()

mr=] 0 = 0
0 = =
dont les éléments sont des formes lindaires locales; =, — (=), = = (= },.,

— o fT

7 = (7). .
Vu que £(V,,G;) est un se.f.p. de Pef.p. des repires de la variété

V,, une G -connexion détermine d’une maniére canonique une connexion

linéaire représentée dans chaque point du voisinage U, douée de scctions

de E(V,,G), par une matrice (=) (2, § = 1,...7n). Pour que cette connexi-

on puisse étre identifiée 2 une G,-connexion il faur et 1 suffit que la

matrice (=7) satisfasse aux relations a1 ==y = = — = =0.
5 & M .
4.2. Courbure. Erant donnée une G, ,-connexion, la courbure est

représentée par 2-formes (Y =d=i -k =% A =i, On obtient: Q) — dzi

= 6] # ] i i - ot N 3 ot SO SENTL |
+ h /\ 73;:., ri = d-.k' + T /\ owx + T I.J\' Ly £Jk d--k' I° Tk LY L

. . i . e . . . e
Qf —dri + = A = - i A R, OF = drf+ =i A Rl

Nous obtenons de la premiére, la troisiéme et de la derni¢re égalité
(par opération de contraction):

i o i e 1y 1 i
Q) wh, O = dul, e = d=,.
Par définition, b, = dx} (respectivement «,== — dmp», Y3 = — d=i),

sappelle la premiére (respectivement la deuxieme et la rroisiéme for-
me caractéristique de la Gy-connexion. Il existe une forme o telle que &, —
— &, = do. Ainsi les 2-formes ¥, et ¢, définissent la_méme classe de coho-

mologie. Puis, si (%1) est une autre Gy-connexion et ¥,, . sont les formes
caractéristiques correspondantes, la 2-forme ) —dy = d(7i — =} (d'une
maniére analogue pour les formes .0, et 14, ) est homologuea 0. Nous
¢nongons le

Théoréme 5. Les formes caractérisique d’une Gp-connexion définissent
Ja méme classe de cohomologie qui est indépendante de la connexion.

La classe de cohomologie exprimée ici pourrait étre nommée la classe
de cohomologie de la G,-structure définie par la couple de distribution (¥, M),

4.3. Groupe d’holonomie restreint. Du fait qu’on peut identi-
fier toute Gy-connexion & une connexion linéaire déterminée, les notions
de groupe d’holonomie et groupe d’holonomie restreint sont fournies par
celles ([7], ch. II} des connexions linéaires.

Notons par 8,Gr (respectivement S.,G¢, S,G¢) Pensemble des matrices
du groupe Gr pour lequel les sous-matrices o« (resp. <, ¥) sarisfont & lu
condition det z = 1 (resp. det = — 1, det v — 1).
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Lemme. Les ensembles S,G,, S.Gyy UGy osom des SOUS~groupes  (nva-
viants du eroupe G
Démonstrarion, Pour fixer les idées nous considérons S\, . Si 4, B,GS,G,~,
- 1 -y . .
alors le produit €, - A4 B, €S,Gp parce que C, contient une sous-matri-
ce x’ = 2(2")7! pour laquelle det o — der % det (z) "= 1. Alors §,G,
a . 13 . > hl
est un sous-groupe de G, . Puis, si D,— 4, ' B4, o A€ Gr, B, €85,G,,alors
o . . —1
13, contient une sous-matrice %p = oq %, z; dont det o) — 1.
L = PR |
Si Pon note par V, le recouvrement universe! de la variété V,, la
projection p: I, —» F, permet de définir sur V., une structure transitive
et une G-connexion; le groupe d’holonomic homogéne de cetre G,-con-

nexion au point x'¢ I/, peut s'identifier au groupe d’holonomie restreint
de la G,-connexion correspondante au point  x — p(x'). Notons tout de
méme le recouvrement universel de la variété IV, (munie d’une Gr-con-
nexion) ¢t si =, est un repére adapté 3 x, € U nous supposons que le groupe
d’holonomie restreint s, est sous-groupe du groupe §,G7.. Le tenseur o
défini dans x,, relativement a 2y, par les composantes

2.
fil""',,, ‘:‘-llfz---*j,,,
est invariant 4 o.. Si 7 est le tenseur sur i,, obtenu de ¢, par le transport
la différentielle absolue est nulle (dans la connexion considérée) vz =0 et
alors il y a ([7], ch. TIT) une fonction Sfsur U relle que, par rapport 3 Ia
section locale,

L2 -
e s = Siginsid, 13
1

et alors =} - d{log f). Dici il résuire ¥, = (). Réciproquement, pour x arbi-

traire de I, il y a voisinage U muni d’une section locale et une fonction
/i de maniére que =! d(log f,) par rapport a la section considérée, Le
tenseur 1 covariant d’ordre m défini sur {J par les composantes

t': 3:|2--J-":_..f1
savisfait a ka condition v+ (.

Le groupe d’holonomie restreint . étant sous-groupe Gy, ses éléments
obtenus par le développement des lacets en X, contenus en U, laisse ¢ in-
variant; ces éléments appartiennent a S$'G,. Le point x étant arbitraire, il
résulte du lemme de factorisation {{7], ch. IT} que = est sous-groupe de S, G,

En urnilisant des considérations antlogues pour <., U, et revenant a
la variété initiale, on peut énoncer le

Théoréme 6.* Une condition nécessaire ot suffisaite pour que le groupe
dholononue  restreint  d’une Gy-connexion soir le sous-groupe du greupe S0,

*1 Un rasonnement analogue o €1¢ fait par A, Lichnerowics pour les connexions
presgue hermiziennes (7], ch. V) ¢t adapté @une manicre convenabile par G Llegrand |t
et H. A, HEliopoules [3).

[’ PROPRIFTES DES STRLCTURES TRANSITIVES Huy

(vespectivement S, Gy, SyGr) est que la primiére (respectivement la deuxiéme,
troisicme) forme caractéristigue soit nulle sur V. )
5. Connexions prolongées. Soit A = (a2)€ G;; nous notons par

A = (a3) la martrice inverse de 4. Les formes du groupe (G, invariantes
a gauche sont données par les expressions

. ~ . - """,‘. i “"k, i ) e .
wl= —atda,, ol = — (atda] |- a* da)), of =0,
whe=0, ol = —aidal,, o =0,
wh= 0, ol = - (a¥ daj, + a¥ day), iy = =t dar,

i i i : e

Le groupe Gy a g={p-+m)(g+ m) 4+ p(p 4+ g) = ¢* puramdtres et les
¢quations de structure sont données par

dowl = of A wi, dm: = (u:_‘ Ao 4 of Aol
1 ? v

deil = mf‘, A el (f(u{_,, = mf_‘n Ao, + ot Aol

[

dedi— ol A ell ) del” — dof = doll = dal=- 0.
Remarque 5. Les transformations infinitésimales du groupe Gy ont la

forme suivarnte :

7 i} i .o Lo
: . ; i " Kk
XE =ik =< X‘!’r, = x* —— X'.. =5 .\l_, = S
! dxf ix? it ilx
‘Yf., — .\:'f‘ - 2 A\.;_'i, ‘Y;k — .'\l.., — z\,. () .

dxi”

Supposons maintenant que la variété ¥, est connexe, Nous pouvons
munir Pespace £(I,, Gy d’un systtme de » formes dif férenticlles lincaires
w* définies globalement dans cet espace; sur le voisinage U G, les
formes »* sont définies par les relations

{3 »* = a} f1=

ou (0% est un co-repére distingué. Par la différentiation extéricure de (3
on obtient des expressions de la forme:

ded el o A ST
I J X,
Jas Al 1 T N b
] lia G : > . 25 X
e feg! £+ PR
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ou I.+= — 1, sont exprimés par les matrices 4, A et les foncrions
3 ; 1, 3 : . .o
by = — b, des expressions d0° = ~b,," 0 A 0%, Les formes {w.,.., o}

déterminent ([10], ch. IV) une connexion -, définie globalement dans
Pespace & (V,, G,) dont les équations de structure sont {4). |
Remarque 0. Parce que Ia connexion v . est liée intrinséquement & la

f AT

(o)
~ " A “ a 0 0 .
,-structure, les composantes 7" de sa torsion sont des invariants dif f¢-
rentiels du premier ordre de cet espuce [3]. Ces invariants sont des fonctions
de coordonnées du point 5 {x,u), xc U, ue G, ; donc:
AT = Taplv o' | Tyal™ ol

ot Fyple, Ths’s” sont des invariants différentiels du second ordre de la
G -structure. Le processus peut €étre continué et PPon obtient une suite
d’invariants d'ordre supérieur.

On rtrouve factlement que la connexion (o, @ la courbure nulle. Nous
avons obtenu ainsi le

Théoréme 7. Lu variété V, connexe, qui posséde une structure transisive,
pent étre donde d’une commexion vy o) Sans courbure.

Nous pouvons diduire de la connexion v, . une infinité de connexions

en faisant sur les formes ‘o), @i, w.} la substitution

(5 T = s tay 0,

ol 13, sont des fonctions de classe C* dans le voisinage du point z¢ E qui
sont symétriques dans la couple d’indices (j5,7) et satisfont aux conditions

k" k
(6) th =ty = oy = 15, =0,
Les équations de structure pour les nouvelles connexions sont

) dot 4 mipGl TR Ao,

&

Il résulte que toutes les conmexions ont la méme torsion donnée par les
composantes de la torsion de la connexion (ol

Remarque 7. Les composantcs =, de chacune des nouvelles connexions

& s k
satisfont aux resations =; =5 ": =10,
Les transformations

3 U | 2
Wy - I 0,

(§)

définissent un groupe (71 qui a la dimension donnée par 5, = _1 [pr(p* + 1)+
+mE(m4-1) fgnin+ D1, C

11 PROPRIETES DES STRUCTURES TRANSITIVES ahy

Il résulte ({10], ch. IV) que sur la G -structure Z(V,, G;) considérée

comme base, on peut définir Pe.fp. EV (£, GY). On  peut munir cet
espac: d’une connexion vy, qui a les ¢équations de siructure (7) et (9):

(1}
& & % ! k | (S0 L
d’;:) (.)J; /\ (d _}_ 'U]/\ (‘)f -I- -; 1 / n (.) ,’\ (‘) l
& o ' & i (.
dmy, = T A" = ey Aw, - S p At
& P, oo e .
(9) d=y =y, f\(“ i (')h Ay - E Tyopo Ao,

k & 7. PN S ':1” ;
d:h [0 155% ,f\ - Oy FAN ('Ja"r o L ,, (u /\ \J 3

. el . T o

d.':f» - tuj--;_/\(-)' + (uj'-/\ (r:f» -{- — T ., ey /\ W,
obtenues par [a différentiation extérieure des expressions (3] et en utilisant
les relations (1), (2) et (4). Les coefficients 7}, sont les composantes de

la torsion de la conmexion v, ; ceux-ci sont des invariants différentiels
de Pespace I'''. Les nouvelles formes introduites satisfont aux relations
o = of;, = of, = wk, — 0 parce que les coefficients ¢, sont soumis aux
conditions (6).

On peut obtenir d’autres connexions prolongées si nous faisons la
substitution

-

(10) Tha — e, | fj,.m B

ou les coefficients ¢%,, sont des fonctions de classe C” symétriques dans les
indices (7,v} et qui satisfont aux relations

(11) thie = [y = thye= L= 0.
Remargue 8. Les composantes =7, de chacune des nouvelles connexions
satisfont aux relations
k E 3 E
(12) e =R - Rh= mia— 0.
Les équations (10) complétées par la transformation identique o' — o
donnent un groupe GY' quia la dimension ¢, [n (n+1)/2] (p- m? -+ ) 5

2
ce groupe permet de construire sur la variété E'' un e.f.p. E*(E", G7)
qui peut étre muni d’une connexion v, définie globalement, dont les équa-

tions de structure sont de la forme



M I
1
AR, ok i g |
(13) i & ] G,
= " i I & SN
i W Tt f A
ott T =

En continuant le ratsonnement, on obtieat une suite de Eroupes

S 2y il
G‘] J(T] ,.4.}(7;

-
et une suite d’e. f. p.
Fof o ke Ly
NS S N PO PR T " ;
ol Yespace & |/ ,G ) posséde une connexion iy, définic globalement

et dont les composantes de torsion sont des invariants différentiels de cet
espace. La di i GE ey > 2, o

) imension du groupe Gy est o, — [#7 ' {n - 1)/2] (p* 4+ m" + g
(s75°2).

y 6. Gy-consexions unimodulaires. Le groupe Gy est unimodulaire
il laisse invariant le volume d’un parallélépipéde quelconque & » dimen-
s;onsz nc(l)te dans ce cas par G7; il est formé par Pensemble des sutrices
\.Ele ont det 4 -—1. Vu que G, est unimodulaire si et seulement si
Yoy — 0, le nombre des composantes relaiives du repére mobile du groupe
Gy est z — 1.

. - . i ;

: ]bupposons_ quil v a une G-structure 7, (V,, Gy} sur V,. Nous uppe:
ons les connexions dont on peut douer k,, G,-connexions unimodulaires.

On peut déterminer » formes linéaires w* dans Pespace #,, qui ont
localement la forme

(14) o' =a. ¥, (a)eG}.

En dltfere,ntiant extérieurement ces relations on obtient les équations de
structure d’une (,-connexion unimodulaire [°,:

i T i \ o N % .
do OV O S (T R O g AR

[N

i i {5 . B - .
d e Gape g e P ' o pat

i ' AEN iy

ol el ,..., o+ sont des formes différentelles linéaires Indépendantes dé-
finies dans Pespace du groupe G| et qui vérifient la relation Yo =0. La
courbure de la comnexion ', cst nulle,

On peut déduire de la connexion 1, dans Pespace [/, dautres
(;r-connexions si Pon fait la substitution

i £ x

(16) T ==y g ',

ou 14 sont des fonctions diff érentiables C* détinies dans ie vorsinage U <G5,
symétriques en leurs indices inférieurs et qui sarisfont aux conditions
NrE =), I =1l — th. <t = 0. Les formes = satisfont ala relation
V=% = 0 et aux conditions analogues a celles de la remarque 7.

En complétant les équations (16) par des relations identiques " —
o - N .. l‘l " . . .
on obtient les transformations d’un groupe linéaire G qui a la dimension :;— 1.

()
3 . A1 . -
On peut construire sur Ue.f.p. &, un e.f.p. Lff,)(b‘,, Gy) qui peut
dtre muni d’une connexion ', définie globalement. En continuant le

. i
procédé, on construit un ensemble d’e.f.p. EJ (£ NG (s =1,2,..)cha-
cun étant muni d’une connexion 1" respectivement. La dimension du

groupe (G est g, — 1.
Remargque 9. En méme temps avec la déiermination des connesions
globales v et I' on obtient, pour chaque s, une infinité de connexions

locales mais celles-ci ne sont plus intrinséquement liées aux espaces f09,
respectivement Ji .
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PROPRIETATI ALK STRUCTURILOR TRANZITIVE
Rezumat

‘ Prf)blfzma studierii unei perechi de distribugii (V, M) pe o varietate
diferentiabili de clasi C®, a ciiror suma V + M genercazi distributia pla-
nelor tangente si avind intersectia netriviald, a fost pusi de autor in (2].

n prezenta Notd se dau exemple de structuri tranzitive si sint cuprinse
rezultate privind prelungirea acestor structuri fibrate principale asociate
tensorul de structurd al unei Gy-structuri (vezi § 2), conexiuni §i gru uri
de olonomie. - ’

UNE REMARQUE SUR L’ARTICLE ,,LES PSEUDOCOMPLEXIS
DE COCHAINES ET LEURS APPLICATIONS GEOMETRIQU ;8

PAR

1ZU VAISMAN

1. Dans notre article ,.Les pseudocomplexes de cochaines et leurs appli-
cations géométriques™ publié dans ces Annales, T. XIV, 1968, pp. 16— 130,
nous avons présenté une généralisation des complexes de cochaines et nous
avons donné quelques applications géométriques de celie-ci, Parmi elles se
trouve la discussion (§ 2.4 de P'article) d’une situation ou intervient une
dérivation & du premier degré, dite spéciale et non dégénérée (pour rous
les résultats, notions et notations ci-dessous voir Particle en discussion).
A Pégard de certe situation, M-lle E. Vamanu nous a atriré P’attention sur
le fait qu’une pareille dérivation a la propriété 8¢z =0 pour toute forme
différentielle » et pas sculement pour une fonction i (malgré que Ia
forme compliquée de la seconde condition (57) ne le laissait pas voir),
ce qui rend banale la situation mentionnée, car, contrairement & ce qu’on
affirme 4 la page 128 de [Darticle, (£, §) est un complexe de cochaines.
En lui remerciant, nous montrons ici que les considérations du [ 2.4 de
notre article précédent gardent leur signification si 'on change convenu-
blement la définition de Ia notion de dérivation non-dégénérée.

Donnons d’abord une démonstration de la remarque faite (d’une au-
tre maniére] par M-lle Vamanu. Soit § une dérivation spéciale et 7 une
forme quelconque. En remplacant dans Pexpression locale de 7. les dx'
par dxf, nous obtenons un opérateur X de degré zéro, agissant sur les
formes et il est simple de voir que I’hypothése 3% f -0 pour toute fonc-
tion f implique

(1) Syl

Doneg, si % est du type 7 = zu, nous avons 85, = g, 47 =1,



