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P .‘:tu c: c;;t non-dégéngréc, /. est évidemment une opération biunivoque
oute torme 7 est du type précédent et il suit ‘ex i 2

> . . ue e é-
nérale de § est i ™ 1

et qu’on,e.l toujours 521 =0, c.qf.d. De plus, il résulte immediatement
que 3 vérifie aussi le lemme classique de Poincaré.
= Mamtenan.t, remarquons que dans le § 2.4 de notre article, la con-
diion que & soit non-dégénérée intervient seulement dans la démonstra-
tion du lemme de la page 129. Mais il est clair {(voir larticle}] que ce
lemme reste aust valable dans des conditions plus générales, par e}?em le
il su'fflt_ d’avoir Tro -0 (2 est le tenseur du tvpe (1,1) qu’i entre d:E)n‘:
!a defml'unon.de 8). Donc, pour gque les conditions du \‘,2.4 discuté gardent
leur Intérér il suffit qu'on définisse les dérivations ﬁon-dégénéréesg ar Ia
condition Tro 20 au lieu de Dety -+ ¢. (De plus la forme correcrepde l:
formule (67) § 2.4 est S, =0 1 (U).) )
L’existence des dérivations spéciales 3, telles que 820 (en général
et Tr):-;-‘-() est démontrée par P'exemple suivant: la dérivation Sodéfini S
dans Pespace arithmérique 2 trois dimensions par les conditions )

8.\:' - UJ r\\’xz a'x-.: -\\x:' .f[ut:;J
Bldx!) = x'dx® i dx' S(dx?) =0, A(dx%) =0,
2. Nous profitons de cette occasion pour corriger aussi une autre ine-

R L 2 0 :
Aacutle de l‘amcle‘ en question. Dans les indications sur les O-structures
complexes a la fin du § 2.2, la formule (18) doit étre remplacée par

df /LG 0 *aliné i suit 3 i

{Jdﬁs W et d?qu. Palinéa qui suit & cette formule, au lieu de ,remar-
q que fa condition (14) garde la méme expression® on lira »la condi-
ton {14} devient w,, A\ © 0%,
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COMPLEXES DE CONES QUADRATIQUES DANS L’ESPACE
EQUIAFFINE ET EUCLIDIEN A TROIS DIMENSIONS

PAR

D. RIMER

§ 1. Introduction. Nous nommons complexe de cones quadratiques
une variété A trois dimensions, de cdnes quadratiques. La géométrie dif-
ferentielle de ces variétés dans Pespace équiaffine et euclidien & trois
dimensions a été étudide par Gh. Gheorghiev en [4, 5], en partant de
Pérude des champs de vecteurs. Dans le cas affine elles constituent un cas
d’exception dans le processus de canonisation du repére des champs non-

stationnaires de directions,

En [10-15] nous nous sommes occupés des variétés I de cbnes qua-
dratiques 4 un ou deux paramétres en P, A, E, et i trois paramétres en
P;. Dans tous les cas érudiés, nous avons interprété les variérés |7 de cones
quadratiques des espaces & trois dimensions comme des variétés ponctuelles
I, situées sur une hypersurface de dimension huit d’un espace projectif
Sy, @ neuf dimensions et nous avons appliqué la méthode du repére mobile
de Cartan a la variété ponctuelle V. Le repére canonique étant déterminé,
nous avons trouvé des interprérations géométriques par des considérations
faites sur les variétés 17 et | mémes, ainsi que sur les figures qu’on leur
associe de maniére naturelle.

En utilisant la méme méthode, nous allons faire P’étude différentielle

des complexes de cones quadratiques en A, et en K.
§ 2. Les complexes 1" en A4, Nous utiliserons les indices suivants

he H—=1,2; 4, j,1el —1{1,2,3};
2, P2, ne A =10,1,2,3); vel'=1{1,2,..,21}.

En rapportant ['espace équiaffine A4, a un systéme de coordonnées
curvilignes # = (#');z, on fixe dans chaque point M(#) de Pespace, le sommet
dun rriedre (M, 1))z, Nous considérons ce triédre comme triedre fonda-
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ental de Pespace A, qui sera utilisé pour Pétude différentiele des variérés
situces dans A, Notons par o) o ¢t oy o les coordonnées des diffé-

rentielles /M et {1l |, -, par rapport dce repire (0" et «! étant des fonctions

h\n aires de ('l =), Avec ces norations, les ¢quations de mouvement de ce
I"P Y 7N

1
(2.1 dM = W'

{f’[; (I)II,' (1‘,]6[:,

les pfaffiens o et o! satisfaisant aux équations de structure

det == o, o],
do!=[o!, o], (i, 1.

Considérons aussi, dans I'espace auxiliaire S, le repére mobile (A%, E),
%, w€A, ot A= A# En notant par o’ (s,7 € A), les coordonnées des
différentielles dA4. par rapport au repére (A, U) de Py, on obtient [10}:

(2.2 dAM i 4re  u 48
o« a 3
les pfaffiens w? satisfaisant aux équations de structure
B — [eph. eob
dma - [m;’ m?.]'

Afin de choisir les repéres d’ordre zéro des variétés ¥V de Sy, res-
pectivement des variétés V' de A, nous imposons les conditions suivantes
géométriques en A;: 1) Porigine M est au sommet du céne local C; 2)
M, MI., ainsi que MU sont situées sur trois des génératrices de ce
cone; 3) Ml; est situé sur la droite d’intersection des plans tangents au
cone C suivant MI, et M,

Par rapport a cette famille de repéres, Péquation du céne local est

(2.3) Cz= x1x? — (332 = 0,

donc la méme qu’en [15]. Nous avons obtenu en méme temps les repéres
d’ordre zéro en S, ef par rapport & eux PPimage en S, du céne. Clest le
point

(2.3 C = A1 — 4%,

Toutes les considérations analytiques qui suivent en [15] pour la cano~
nisation du repére, restent valables ici, avec les modifications suivantes déter-
minées par le fait qu’ici on a le groupe équiaffine: 1} of=0;2) o =
3 on fixe seulement trois paramétres secondaires, au lieu de sept.

Dans le processus de détermination du repére canonique on exclut
les cas

vy — oy =0 et gy —Ly=0,

ou {%; B, Yis 250 sont les cocfficients & Paide desquels on a exprimé les
uns des pfaffiens principaux d’ordre zéro, fonctions des pfaffiens {ei'). o,
de [a variédté;

. » ry ; 3
o =gq 0" o] = o) 20} — o] =7y, 0, 26] — o] -

: £, o

o] + 0 — 203 =1 o

De méme, aprés avoir fixé deux des parameétres secondaires (en don-
nant la valeur zéro & deux coefficients, «, et B,) on remarque qu’aucun
des autres coefficients ne peut pas s'annuler, car, alors le repére ne
pourrait pas se fixer. En supposant que 'un des coefficients (g5} n’est pas
zéro, on lui donne la wvaleur 1 et Ion obtient le repére invariant de la
variété I ainsi que celui du complexe V. C’est un repére du premier
ordre. I1 y a douze invariants du premier ordre et neuf du deuxiéme ordre,
notés par |kylye, ainsi que trois formes invariantes du premier ordre,
[ isr.

Nous écrivons alors les formules de type Frenet du complexe I7:

dM = ' [},
dfy = [(—ky; — kg i) 0 Iy Ry of Iy - Ry i 0f ), (Ry == 0),
i2.4) Aly = (k! + kyo®) [} + kg0t Ly + k5, of Iy,

dl, = [(Rhisyn — kaa) oF -+ (2Re — 1) &) 1y + (2hp0
— kg i) 0 Ly A gy 0 I

Voila aussi quelques-unes dcs 66 conditions d’intégrabilité :

desd = (—ky — k| = kp)[o?, 0} + (ky 4 e — 2ky7) [0?, 0] |

+ (ks + Ryp + 2kyg + ko), o1,
dea® = (k) — k[t of] | {ky — 28, - Rg M o?, 7] -
el (kg — Fa - 2hyg) [y 1),

des = (Ryy — kyg)[eoh, @) 4+ (— &y -+ Rps){e?, 0] +
—{‘ (k]" o k[‘:,) ".‘.;H‘ |f,-|'|q1

On utilise la convention ’Einsrein de sommation des indices.



418 i 1

iy DR (=E00k 2000 — Ry =& kol | — el
R by o4 kb= 0,
Bia ! fow Rl — e s D) o
Bl 22k0) = dudns | ks s = 0,
RS WG SEY L) STy G O A ST TR
+ ks ks —hy Ry = 0,
2 gy - oy A e S Bl B ey e 2o Rty —

byzife: — 2k,;) 4- Ri(hay — 2k) =0,
Fang | Rava b Rylky = k) yglks — 2k5) + (kys — Rag}(— ks -+
iz 2""14; 5 fc]:{/c._, £ 2’"1*} i ka](_ku + kl-‘* -+ kcﬂ) - n:

Riga — Ry -t Rolly — kog) = Ryg(— ks - Ry 2k A= k) +

(ks — 2kig)(Ris — fua) + Ryl —ha + 2ky5) by (Ryy — Fys) = 1.

Il n’y a pas de conditions d’intégrabilité finies.

H résulte alors que dans Pespace équaiffine a trois dimensions, un
comnplexe de cones quadratiques est déterminé, 3 unc transformation équi-
atffine prés, en donnant trois pfaffiens te'zr de trols variables |uf}ic et
21 fonctions réguliéres k. (v 1’} des mémes variables qui satisfont aux
conditions d’intégrabilité,

On obtient des interprétanions géométriques de la méme maniére qu'en
LE5]. Ainsi {w'jz; sont les parties principales des coordonnées ¥, x°, +* d’un
point M" situé dans le voisinage du premier ordre de lorigine Af.

Une aurre interprétation de {w'!;z; est donnée par:

(2.6) wf = (M, I, 1), (f 55 f b =k d),

résultat obtenu a P'aide de (2.4). Nous pouvons nommer les deux interpré-
tations de {of} ., la signification projective, respectivement équiaffine des
formes invariantes SUETR

Si Pon considére les courbes |1}, d’équations
2.7) (U= obe=al'=0 (i=7511),
1l résulie, selon (2.4) que les arétes {M/,);z; du repére sont tangentes en M,
respectivement aux courbes | 1'},z; (lesindices de M/, et 1", se correspondent).

Soit  Ja famille linéaire A rrois dimensions de quadriques, ,,tangente®
au complexe [, Péiément de contact étant le cone €, & étant Ia contre-
image en A, de la variété linéair= & troiy dimensions @ de Su, tangente A
I au point €. Son équation est

A (¥ LEXT Ww (ONIs [RERTR o 409

ol
(2.8) b2, O S0 =1,
]

ott C est le cone {2.3) et les quadriques de buse Q, ont les équations:
Q= k{2 — 3k o(x)F = foxla® = kaa®at =0,

(2.49) O, = k") — 3k (2 — bty — b3t =0,
Oy = kuola1)? - by (x%)2 — 3k, (2™ — ke x!v® — ¥51% = (),

Les quadriques {Q;;z; sont des cones ayant leurs sommets dans
Iorigine M. On associe ainsi au complexe 17 d’autres trois complexes de
cones quadratiques, ayant pour cdnes locaux ]c§ cones Q,. ‘

Le cone C coupe les cones Q, et Q. suivant ’MII', respectivement
MI, et deux cubiques. On a ainsi Vinterprétation géométrique du repere
canonique. ‘ )

Notons (£)  2%,C + 7,0, =0, rel. Les trois axes du reptre sont
tangents en A aux quadriques de Fi Les arétes M/, et M, res-
pectivement M/, et M/, sont tangentes en M au cone O, rcspectwﬁement\Q.l.

En cherchant les poles des plans xf - O par rapport aux cénes C et
O, on trouve les droites de pbdles suivantes ce qui apporte un nombre
d’interprétations 4 douze invariants (k, — k).

C 0 Qs A
J 2kt — k! = 0 [Rue! | kex*=0 |2k,.\ f— o O
" | A2EH P! = Ao By 0 lv» 0 Vuxt b x% 4 Gleypx® = 0
(2.10) flil E das =0 [2h 3" — fyx" = 0 [2heoxt = kx® =0
vie=() | A7 0 lkl\\.l kvt ik, a0 =0 tk:r‘l At Bk =0
f2hat — o~ 0
S | B Y 8 A, M1,

|2k,.\‘*' — e 0

Vu que M{, et M, sont situés sur les cones Q, respectivement O,
il résulte que le plan x* — () est tangent aux cdnes @, et ¢, le long de
M1, respectivement MU, -

En utilisant les notions de parallélisme Myller et déviation du paral-
Iélisme Myller, avec les significations données par Gh. Gheorghiev en
(5], on trouve que les dircctions /, et /, sont paralleles au sens Myll;r
par rapport 4 I, 4 un déplacement du point M le long de Ia courbe I,
respectivement '.. En notant par

-0

(f.,“", 1), (G, 1€ ls j2 1,

{0
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Ia, déviation du parallélisme Myller de Paréte I, par rapport 4 [, & un
deplaqement du point M le long de 1", on obtient, avec (2.4), des inter-
pretations pour 15 invariants (&, — ky; by, — kg

L P’Z"’ s = 203, Pézi kg = Pg: z 29?23 Frg = Ca
. ke == e ke = 267, Py kn= — Piz> by =l
(2.11) :

ko= —@h ko=l — 20, k= — Pizs kg = g3,

b= =l Ra=p — 2%, hs——pl,

Parce que I, et 3/,/w!, c’est-3-dire (f1, ), déterminent le plan oscu-
lateur de la courbe T, ce plan étant aussi tangent 4 C le long de MI
il résulte que I'; est une ligne asymptotique du complexe I et /, est unlf’:
direction asymptotique sur V. Une conclusion analogue peut étre établije
pour I'y et I,

Le plan (I, I,) étant tangent au complexe [’ au point M, on peut
constdérer /, pour normale affine a |”. De flo = — kg et oy =k, il
résulte que —%,; et k. sont la courbure géodésique (M), respectivement
Ia torston géodésique (M), de la courbe [, ; pour ki =0 ou k=0, I
sont des lignes géodésiques, respectivement lignes de courbure de deuxiéme
espéce suc | [5]. De la méme maniére on peut donner des interprétations
aux autres invariants des formules (2.11).

Cherchons la classe des variétés I/ pour lesquelles les unes des cour-
bes I, sont des droites. Pour cela il faudrait que la tangente 3 la courbe
Iy respective dans chacun de ses points soit stationnaire, c’est-i~dire que
M/ (0F)2 = cOM] o', Avec (2.4), on obtient les conditions:

k=0, pour { =1,
(2.12) kyz = 0, pour [ =2,
2kig — 1 =0 et 2kys — ky — 0, pour [ =3,

- Les surf?ces réglées (1", 1) sont développables. Les conditions néces-
salres et suffisantes pour que les réglées (1%, 1), avec 7, J€TI, i/, soient
développables sont comprises dans le 1ableau suivant : :

g i I, |

:2.] o F k],; () k}' — 2k13 0
[l k=0 Ry — 2hy7 =0
ki .. 0 I ()

COMPIINES  nE O ' | 111
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Dc laméme maniére qu’en [13], nous associons au complexe 17 les variétés
non holonomes linéaires I'2,, d’équations «' — 0. Les conditions gqu’elles sofent
holonomes, obtenues par les relations (dw' -~ 0) mode' sont:

Ry hg—2k;—=0, pour i—1,
(2.14) ky + kg — 2kyy =0, pour =2,
kg — R =10 pour =3,

Observons — de (2.13) et (2.14) — que si deux réglées (17, 1;) et
(Fy L), avec i/, sont développables, alors la variété %, d’équation
w' =0 (1£15/), est holonome. La réciprogue n’est pas vraie.

§ 3.Les complexes ¥V en %, Reprenons les considérations que nous
avons faites en [14]. Alors, on a dans I’espace E, le groupe fondamental
Gs et le répere mobile (M, I);ey, avec P=1 e L;I;=0 (j, iel). Les
équations de mouvement de ce repére sont

(*) dM =t Iy, dl;= Q x I,
ot Q= ply - gly+rly, p==wi, g =0, r — oL
De méme les équations de structure sont

(*)

do' = [r, o7 [g, %], etc.
dp = [r, ¢}, etc.

L’espace projectif associé, S, a pour groupe fondamental, la réalisa-
tion de G; comme groupe de transformations sur les quadriques. Parce
que le nombre des paramétres du groupe est r — 6 et la dimension de
Pespace auxiliaire est #» =9, on a r <»n et alors la réalisation de G; en S,y
est intransitive ce qui conduira & déterminer les domaines de transitivité.

Rapportons Pespace S; au repére (A*F, F), avec les équations de mou-
vement (2.2) dans lesquelles on a: of = 0, w! — o et de plus, @) 1 ol =0.

Par les mémes considérations géométriques que nous avons faites en
[14], nous déterminons le repére canonique du complexe I7: c’est a dire,
quand Vorigine du repére coincide avec le sommet du céne local C et les
verseurs (/;),z; ont la direction des axes du céne, le verseur [, étant situé
sur Paxe intérieur du cone.

[’équation locale du c¢one C rapporté 3 ce repére est alors

3.1) C=a{x® — (£2=0, heH.

SI 7y = ¢y == 0, 0u o, - 1 ou a, 1, C est un cdne de rotation

ct ce cas sera considéré dans le § 4.
Si 2y =0, ou a0, C est une paire de plans. Ce cas ne fera pas

‘objet de notre recherche.
Le cas géncrique réel, dont nous nons occuperons dans ce paragraphe

correspond aux conditions :
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0 <1, ou,.

Chaque couple de valeurs {osjscy détermine un cone C,; sous Iaction
des transformations de G, on obtient la famille des cones équivalents i
Cy, donc un domaine de transitivité, . Le complexe I est formé de ces
domaines de transitivité. Lorsque le couple (v, «.) parcourt R %R , on
obtient la famiile des domaines de transitivité. On a donc une application
bijective o:R"“R" — O, o O est Ia famille des domaines de transitivité 0.
Par la correspondance connue, on a, en S,, le poinr:

|32_.| C‘ U.]_A“ 1 4 azA‘_’.‘ = AR.’I.
A chaque domaine de transitivité 0 correspond en S, une portion simple-

ment connexe de variété a trois dimensions et I'image du complexe 17 est la

réunion de ces portions de variétés. Nous notons | — FV).

Le repére canonique étant fixé de maniére géométrique, pour écrire
les formules de Trenet, on considére {®"¢; comme les pfaffiens du com-
plexe T" et on a: p = pw', ¢ = g, r = r,w (1el}, ou p, g, r, sont neuf
fonctions réguliéres de (i), On peur donner alors les formules de Fre-
net du complexe:

dM - o'l

dr, riotly, — g0,
dly = —re'l;, +poil,,
dly = gl — pieaid,.

(3.3

Avec les équations de structure (**) et la notation

(3.4) me=p +g,-tr
on obtient les conditions d’intégrabilité :
[w!, ¥ e, ] [er?, ']
de? r —{m
(3.5) 1 . )| q
d e ra Do Mg
den’ (-7, I a

Py = Pram Y Pt mpy— i1y b gur =0,
I

K
(3.5 Pya — Pan +- Z P mpy - gary - @ary — M,

4

Pra—Par b 3P mpa—gary o ogyrs =1

L
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ct autres six relations analogues pour g ; et »,

Le probleme de lexistence et de I'unicité du complexe 1 de cones
quadratiques @ un mouvement prés est résolu.

Cherchons quelques interprétations géomérriques,

En sectionnant le cone C par les plans 2 0, respectivement ! (),
on obtient deux couples de droites d,, ¢;, respectivement d,, di, d’équations:

(3.6 WLyl =0, x=0,
(3.7) ¥kt =0, al=0.

On aainsi une interprétation géométrique des invaiants d'ordre zéro
iz Les droites (3.6) et (3.7) seront nommées les rraces du domaine de
transitivité 0 sur les plans x' = 0 et 1! — (),

On trouvera des interprétations géométriques des invariants du pre-
micr ordre, en considérant le voisinaze du premier ordre du point C ¢ [’
et dong, du céne C, la variété linéaire < i trois dimensions, ,tanzente® i
la variété ponctuelle I" au point C et la famille linéaire de quadriques,
b == f -1 (]}, que nous nommerons ,tangente® au complexe I au céne C.

Son équation est
3
[3.8) b= C+ Yug 0,
1

olt i=F"[0)=f '(rc], c’est-a-dire

I Qr = 2, (32 2 (22 4 2000 — 2g,00% + 2p %% = 2yxt = (),

R N ) L I L Qﬁx‘xu— 2‘5_.r'x3 + 2pavixt - 2oyt = 0,
12 4 q P
’ O = %5(x')% 4 24y (¥3)2 QE,x X3 2§3x1x” -+ 2p_:,x'-'x" +4- Bxf =),

avec les notations:

3.8") =0+ nlp, g (1 a)gs = (2 — e I

On observe que les équations des trois quadriques ; sont trés
semblables outre le terme linéaire.

Les discriminants des quadriques (), étant A, = o P Ay = aigs,
Ay =15 = w10y, il résulte que, si A, =40, ¢ sont des quadriques non
dégénérées.

En notant leur invariant cubique par §,, on a

B; = — (% pi %y @i+ 2Pi g 7).
St 4 0, O, sont des hyperboloides 4 une nappe, dont les centres
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Les poles ou les droites de poles des plans v = 0, 7¢ [ par rapport aux
quadriques [Q;}iz;, 7=~ 7, sont les suivants.

Lan o Tt
xt =10 [0 .f’lﬂ_.:()::(w L= . = ,{)J
" J = Y Pars+ 723 qy i Paly -+ Zog gy
L — %44
(2 = {)) O M Q:‘:( — . oy e (l)
[0 G P g Py Y ly i Hya
(3-10] - o L
O .(0 M 71}’1 — % Ya, )
! Ty o ~— 13
fx =0 ' Mteh #aq Py a0

ERRNE SR Galz 7-!:})‘-’

Les guadriques @, sont tansentes en M aux plans x' = 4} (ics indices
se correspondent). 1l résulic alors que 1O):, forment un  systéme triple
orthogonal de surfaces. Les plans tangents {x' — ()] coupent les quadrigues
(), suivant les couples de droites:

il MI etpo, gxt 4- 2p, 3% e xlias),
3.11) =21 Mly et 2, ,%! — 2, 4% = x2 = ,

P=31 os (W + 2, xla? 4 oy, (132 = (.

Ces relations fournissent d’autres interprétations géométriques des
INVAriants p,, g,, r,.

Si p=ge=rs 2q %2y = 1), alors les invariants biquadratiques (A, =
Zys tay) des quadriques Q, sannulent et Oy

deviennent des cénes quadratiques doni les sommets sont les points (U, U, t g},

7pry e =adgi, A\ = 75—

(1], ”3 I.[’..,; I ity -"'.:.J‘f.’a)j Yy bify Ly fad g, U

11 415

On voit aussi que 7, définit unc direction asymptortique pour Q,, M/,
¢St tangent a (, et 4 () au point M et M1, est tangent 4 Q, et & Q. au
point M. Les axes M/, coupent les quadriques (), (les indices se corres-
pondent) aux points ayant x* = 2u,/a, .

En voici les droites polairement conjuguées aux axes L {{el) par
rapport aux quadriques Q, (/¢ 1).

[ Q: Ql QL Q'!
I
) 21 =0 =1 x*=0
! ?I X2 ;'1 X w2y == 1) ay.xt -—7]4 =) g A1 ?J x:=1
(3.12) " =0 =0 X )
: Uy ¥ Py At = () ra At pax?— g, =0 Wag X% - 1y X 0
p 78, £y i’ 0

Qi ‘/.)'u.r_. f =01

Ce sont des droites situees dans Pun des pians y = 0.

Des neuf surfaces réglées { ', I}, o7, trois (s 11 (les indices se cop-
respondent] sont développables. Les conditions afin que les autres siy solent
aussi développables sont:

=0 (P, L} er (I, £,
(3.13) =0 (I'y 1)) ev (b, L),
re=0 (L, 1) et (I, L.

Les vecteurs unité 7; forment trois champs de vecteurs. Beaucoup
de résultats établis dans leur érude (3] peuvent étre utilisés ici. En voici
un exemple,

Nous nous posons le probléme de déterminer les conditions pour que le
triedre canonique du complexe ]” coincide avec le triedre Frenet de Pune

des courbes ' et, en ce cas, d’exprimer les invariants de Ig courbe 3
Paide des invariants du complexe V. Des formules (3.3} il résulte:

Ia courbure  la 1orsion

IN fa condition de 19 de I
v l‘ , -
(3]4) . y ( r n
iy ry =0 N d
1 i



it i | s

Mais, en {3] on donne des interprétations  géomdétrigques aux invari-
ants p;, ¢, r;, en lizison avec les lignes vectoriclles des champs 7, lignes
considérées sur les surfaces réglées ayant 7, pour génératrices et [, | pour
normates (/, = /1,).

Ia courbure
nornle de la

la courbure ge-
adesique de

it torsiva géo-

L gendratrice | la normale o
b ) y désique de la

de la surface | de la surface

ligne i ligne I ligne I
f:.“.l.r)) 1 1, g " P
i i ! G
| I, A . P 4 L

De (3.14) et (3.15) il résulie: la condition nécessaire et suffisante
pour que le repére canonique du complexe 17 coincide avec le repére Frener
de Pune des courbes I, est que cette courbe soit unce lizne géodésique sur
la surface réglée avant /, pour génératrice er /, | pour normale. Cette
condition érant remplie, la courbure normale ¢t le torsion géodésique de
la courbe I', sont la courbure et la torsion de 1°.

§ 4. Les complexes [, de cdones de rotation en /7, Si é¢lément
générique du complexe est un cone de roiaton, nous aurons un cas d’ex-
ception, qui a été signalé plus haur et dontr Pérude sera entreprise dans
ce paragraphe. Notons par |, un tel complexe et par €, le cone généra-
teur. Analytiquement, la condition pour que le cone €, soit de rotation
peut étre obtenue en prenant en (3.1) z, = z, = 1/x; I'équation locale du
cone est alors;

4.1) C, = {x)* - (%) —afx) =0,
et son image cn &, ost le point
(4.2) Cy= A" 4 A% — A",

Nous considérons seulement z - (b parce que v — () nous conduit 4
un couple de plans isoiropes ¢t « — (0 a un cone isotrope et nNous renon-
cons 4 P’éiude des complexes ayant ceux-ci pour ¢iéments génériques.

Les conditions géomérriques qui nous ont conduit au repere canoni-
que dans le cas des cones quadratiques guelconques du naragraphe précédent
ne sont plus suffisantes dans le cas du complexe | parce que le cone de rota-
tion n’a pas un triplet unique d’axes de symctrie. En prenant Porigine du repére
au sommet Jdu cone ) et f, parallélement a Paxe de rotation de ce cone,
le repére n’est pas encore fixé: il peut tourner awtour de M/f. Le groupe
de swabalit¢ du cone @, o dune ce cas un paramcice, 51§ est un déplace-
ment duns I famille des repres dordre zéro, on aura:
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SM =0, 8 ==il.,, SLh—mli= -wil., 8 =0

En considérant [, o »*] -0 on peut cerire

ol =k o

wi=4k, o, i€l
Nous avons introduir six coefficients, fonctions ’un parameétre secon-
daire d’ordre zéro.
Apres les calculs usuels, on obtient:

Sky s [— ko Ry) w22 0,

(4.3] St kg == 0,
By — (hy | &)Y =7 =0,
S, 4 —kh.+R) =1 O
Sk &y 7= 1)

D’ici, il résulte:
Siky 4 ko) =0, Mk, = k) 0, SkT . ki) —0, Sk F ki k4 ks =0
II suit que pour les complexes qui satisfont aux conditions;

Bt E=0, E4ELE+E=0, k+E=0, Lk -k =0,

4
ou seulement aux premiéres deux de ces conditions (car les autres deux
en résultent immédiatement}, le repére ne peut pas étre fixé; ces variéiés
admettent un groupe d’automorphismes a un paramétre. L’érude de ces
complexes sera exclue de cette recherche et nous nous occuperons seule-
ment du cas générique. Soit & | &5/ 0; alors, en supposant &, =<0, pre-

nons %2 = 0; on obtient = =0 et le repere est fixé. Clest un repére du
premier ordre. Les cing coefficients qui n'ont pas recu des valeurs sont
les invariants du premier ordre du complexe [, Notons, & — g, £y - Di
et le pfaffien principal du premier ordre, «]=r . Les trois fonctions
{rize sont les invariants du second ordre du complexe 17,

Maintenant nous pouvons écrire les formules de Frenet du complexe 1.

dM == «' [,

1) df, = r o'l — goify,
{l'[.- ¥ (-)'1] --f),..(u.'[;,,
‘I’I; it !1 Pre 1-
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I résulte Pexistence et Vunicité du complexe 1Y, - 2 une transfor-
mation orthogonale prés — si on donne trois formes de Pfaff {w'} < a

trois variables {#/} et huit fonctions réguliéres des mémes variables,
Les conditions d’intégrabilité seront :

dot=r [0, 0] —r[w?, ],

do? =1y [0, 03 — 1[0, o,

dow® =0,
Pre= P2a b 1lga— P — 1algs 4 p.) = 0,
Pus — 73(g1 + p2) - a7y =0,
(4.5) Doy — 13(g: — 1) + g7 =0,
qr2— Ger — 7ulge + 22} — 1ulg. — pu) = 0,
Fra — Gaz + oy - po) =0,
930 — Qs — T3{gz — p1) =0,
Pia— Fan — (11 4+ 72) + @i — qupy — 0.
Taus — Faa — QuPs -F 117y =0,
Psg — Tig -+ @py -+ rary — 0.

_En voici quelques-unes des interprétations géométriques du repére et
des invariants. Si l’on coupe le cdne C, par le plan x% = 1, on obtient un
cercle de centre (0, 0, I) et d: rayon |'z.

De I2 méme maniére que dans le cas des complexes génériques 1" en By,
on peut remarquer que chaque valeur o 0 détermine un cone C,; la
famille des cones équivalents a C, par rapport au groupe G, est un domaine
de transitivité 9. Le complexe I, est formé de ces domuines de transitivité.

En coupant un céne C, par les plans x' =0, x*=(, on obtient
respectivement deux couples de droites

(4.6} ¥ =0, x*= +ux?
[461) X OJ xl= SiE IJG_J,",
que nous allons nommer les traces du domaine 0 sur les plans &' =0,

.;, -d(). Ianus avoms ainsi une autre interprétation pour linvariant 2,
ordre 0,

On peut c!onqer a {«'},c; une interprétation analogue 4 celle donnée
dans le cas projectif:

(4.7 o' =l iel,
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ot {v'} sont les coordonnées d’un point M’', voisin 4 M. De la méme
manié¢re que dans le cas affine, on a aussi:

(4.8) wi= |dM, I, L), i=E foed 22,

c’est--dire que o' est le volume du parallélipipéde construit sur les vec-
teurs dM, [, I (P72 =5 10). '

Considérons muintenant les courbes 1%}, d’¢quations o - ! = 0
(157151, Des formules (44) il résulte que chaque courbe I, cst
tangente a Paxe f; du repcre (les indices s¢ correspondent).

Si Pon détermine la variété linéaire i trois dimensions tanzente 3 la
variété 1" de §,, sa contreimage en I, est la famille linéaire A trois dimen-
sions de quadriques, b, nommée ,,tangente* au complexe I',. Son équation est:

B oy [(V)E (482 — 20?2 b -E o Loy ()2 - 2(}; e
h=1

(1.9) N
— 2 - 204 b hg [ag (A2 4 20003 — 2443] = 0,

ot p; = (1 + a)p; et g = (1 + 2)q..
En notant Q, = dC/w', alors O, sont les quadriques de base de la
famille @ et ’équation (4.9) devient:

3
(4.9") @ Gk 5 00=0.
2

L’axe MI, du repére est Paxe de rotation du céne. Les sections du
plan a® = 0 orthogonal & M/, avec les quadriques i{Oinen sont les cou-
ples de droites:

h = 1: Paxe Ml et la droite & Vinfini (1) du plan %* - 0,

fh = 2: Paxe MI, et la méme droite (1.

Observons [12, 14] que 'axe M/, est Pune des droites d’interscction
du plan &' — ¢ avec les quadriques C/e, respectivement 9C o', au cas
des variérés de cones de rotation 2 un, respectivement deux paramétres.

En c2 qui concerne les quadriques Q, notons que {Qulizy sont les
paraboloides hyperboliques et Q, est une couple de plans. En faisant res-
pectivement les transformations

h=1:X=x VY ‘-?l-'c - 1;1.3": Z='QI x 'P_IJ"}'zs
o ¢
=S, Yin ~ - > Ez 5.’ )
h=2:X go¥ — Py, Y Vs Z = = X — Oc—y F =,

v ri

les équations des paraboloides O, deviennent:
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0 7 Ly 0,

% I_

(4.10) 1
_Q._:i" i—— 2=

o, 1

Les plans 4" 0 sont tangents en M aux quadrigues

ces s¢ correspondent).

£

Yo {les indi-

Soit I} la sous-famille de ¥, formée des cones ayant leurs sommerts
le long de I'\(w?® = o= Q). L’enveloppe de I", est engendréc par la courbe

caractéristique donnée par C, et O, = dC, e,

En coupant le céne C, par un plan v* — 7, 7 ¢R, on obtient un
cercle de rayon R — 7! » Les €quations paramétriques de ce cercle éiant
paraméiriques du

M=ilacos Yy, ¥ =l zsind, ¥ =7, les équations

cone C; sont

vh=7i |7 cos 4,
.11 =7 1% sin v,
G |

Les points de C, qui apparticnnent & Q, forment la courbe caracté-

ristique . Avec (4.11) I'équation de O, devient:

(4.12) Moy + 2, | ocosy — 25, ' asind) | 2]« cos ]

0.

I! résulte que 17, donc Penveloppe passe par Porigine M. De plus,

(4.12) donne:

. 2| wcos

%1 — 2 | weosy 4-2p, | 2 sin )

En notant
203
4.13) e : o
2p | zsiny — 29, ['z cos ¥
les équations paramétriques de 1" deviennen: :

I

u' | % cost ol
(4.13) E=u'{ 2 sin { cos

i COs '.:}.

Fa

I
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La courbe 1" coupe le plan (/,, 7,) aux points

2 2} e ;
P, - , 0, . e ), pour < — (),
(4.14) 2l 7+ 2, 29,1 o4 2,
L 2, _
Ps:( ~ £ 3 O; ~ 2-I—U- J: pour L =
2q) ]« — =, 2q) 1% —a,

On a ici une interprétation de Pinvariant ¢ De la méme maniére on peut
considérer enveloppe de la sous-famille " I’, de cones ayant leurs
sommets sur la courbe I',. On obtient des formules analogues & (4.13),
(4.13) et (4.14), en remplacant seulement g, par ga.

Si Pon considére les surfaces réglées (1°,, ) (i, I eI) on établit que
les réglées (1", I;) sont développables et que les conditions nécessaires et
suffisantes pour que les autres réglées (1, 1;}, avec 7 == i, soient dévelop-
pables sont:

i=1:p, =0,
{4.15) I=2:g, =10,
P=3:r, =0

De (3.14), (3.13) et (4.4) il résulte encore que le repére du complexe
I"y coincide awec le repire Frenet de la courbe Iy, que ¢, et r, sont, res-
pectivement, la courburc et Ia torsion de la courbe L'y et que I est une

ligne géodésique sur la surface réglée ayant 7/, pour génératrice et /, pour
normale.
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COMPLEXE DE CONURI PATRATICE IN SPATIUL ECHIAFIN SI EUCLIDIAN
TRIDIMENSIONAL

Rezumat

Continuind lucririle [10 - 15}, se studiazi geometria diferentiali a
varietdtilor cu trei parametri de conuri pdtratice in 4, i £, Se foloseste,
in acest scop, metoda reperului mobil, a lui Cartan, aplicatj Imaginii
complexului intr-un spatiu proiectiv cu 9 dimensiuni. Se obtine, in ambele
cazuri, reperul canonic i sistemul compler de invarianti. Se dau interpre-
tiri geometrice reperului si invariantilor, utilizind complexul, imaginea sa
in 8., precum si diferite figuri asociate complexului. Dintre cazurile de
exceptie se cerceteazd complexe de conuri de rotatie in E,.

EXTENSION AND BENDING OF ORTHOTROPIC
NATURALLY TWISTED BARS

BY
C. I. BORS

We shall consider a bar limited by two planes x, =0, x,=4 and a
surface ¥ given by the equation

(1) Sl — kxsxg, x, + kxyxy) =0,

where % is a small parameter, the square and higher powers of which can
be neglected. The region occupied by the bar will be denoted by .

We shall name such bars slightl y twisted bars [1], [5]%).

We will suppose that the tractions applied at the ends of the bar are
statically equivalent either to a longitudinal force or to one bendinz couple.
The surface & is free from tractions. Also we suppose that there are no
body forces.

1. General equations

If we make the transformation:
(2) §=ux —kryx,, = X b kxyx, = X,
then the surface (1) becomes
{3) A& ) =0
and it is a eylindrical surface &y in the space &, v, L
*) T;c work of Riz [5) is quoted after Khatiashviii {3]. 1do not know if the

surfaces (1) were introduced in [5) or not. Anyway, in the work [5] the ISOtropic  case
was discussed,



