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PAR
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Dans cette Note on étudie I'équilibre élasto-plastique d’une sphére
pleine de rayon a composée d’un matériel qui posséde une orthotropie
sphérique et qui est soumise & une pression p uniformément distribuée sur
la surface. Nous rapportons la sphére a un systéme de coordonnées sphéri-
ques r, 0, o.

Dans la premitre partie du travail on étudie Péquilibre élastique ;
ensuite, dans la deuxiéme partie, celui élasto-plastique.

Si la pression p reste plus petite que la pression limite {la pression
pour laquelle aparaissent les premiéres déformations plastiques) la sphére se
déforme élastiquement. Si la pression extérieure dépasse la pression limite,
une zone plastique sera engendrée dans la sphére et 4 cause de la symétrie,
cette zone sera limitée par une sphére de rayon .

§ 1. L’équilibre élastique. Nous essayons de résoudre le probléme
dans Phypotheése que le déplacement est radial et fonction seulement de la
distance r au centre de la sphére [2]. Danscette hypothése les composantes
différentes de zéro du tenseur de tension sont ,, o, et 6. ; elles dépendent
seulement de 7. On constate que les déformations différentes de zéro sont
E,4 By =7 Ep

Les équations de Péquilibre dans I’absence des forces de masse et
dans le systeme de coordonnées choisi se présentent sous la forme :

2 L e, — s— ey =0,
(1.1} dr r

—Ga+6-;,:0.

Les relations entre les déformations er les déplacements dans notre
hypothése deviennent:
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du u
(1.2) €r=d TR = Y0 = Yoe = Y = 0
¥ r

En vertu de (1.2) les relations entre les tensions et les déplacements,
pour un matériel orthotrope prennent Ia forme :

7, Au—'*l‘(Alz” Als) L)
dr r
(1.3) Y RNV LY
dr r
, d
Ge = Ay ! + (Ay + Ay) ! 3
dr r

Introduisant les valeurs ( 1.3) en (1.1), nous obtenons pour le dépla-
cement u les équations:

A 24, ™ (44,124, Ay — Ay to= o,
dr? ar re
(1.4) "
(A1s = A1) 1 (A — ) — 0,
dar r

Si le marériel n'est pas a isotropie transversale par rapport au rayon
(Ais — 41250, 4, - Ay 52 0), alors en intégrant la deuxiéme des équa-
tions (1.4), on obtient

(1.5) u—=crt,

ou

(1.6) KoAe—=da
Axa - Alz

Pour que la premiére €quation (1.4) soit aussi vérifiée, il faut et il
suffit qu’entre les coefficients A;; il y air Ia relation
(1 7) (Asz_“'A:m ¢ ! A22+A33 A22+A33+2/12:;_‘A12—A13
Al3_A12) Ala_An! An
condition qui est identiquement vérifide dans le cas de Pisotropie transver-

sale par rapport ay rayon.
La constante ¢ qui intervient en (1.5) est déterminée par la condition

bl

(1.8) G = —p pour r=a;

€t nous trouvons pour les tensions, les déformations et le déplacement,
les expressions:
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YR -1
G, - _P(a)

oy=o _PA12K+A22+A:3(,- X
) A11K+A12+A13 J ’

(1.9)

d

) B pK {’.)f\' |
A, K+ A4 Ay

. p (r).'\ 1
29 = 55 == — TR )
AnK‘f‘An + Appia

(1.10)

(1.11) "= — p {
Ay K- Ay 4 A4,

De (1.9} on remarque que si K - 1, les tensions dans la sphére sont
finies. 8i K = 1, les tensions deviennent infinjes 3 Porizine, ol se produit
une concentration des tensions. Nous considérons Je cas K =1,

§ 2. L’équilibre élasto-plastique. Maintenant nous étudierons le cas
ou grice 4 Paurmentation de la pression extérieure dans la sphére il appa-
rait une zone plastique qui, 4 cause de la symétrie, sera limitée par une
sphére de rayon o,

Trouvons d’abord la valeur de Ia pression pour laquelle apparaissent
les premiéres déformarions plastiques. Pour cela nous utiliserons une con-
dition de plasticité du type proposé dans [1} qui, dans notre cas, s’écrit
sous la forme

(2.1) A} + Boy — 2Cs, 60 - 1,

olt 4, B,C sont des constantes telles que 4B — C*> 0 et qui dépendent
des propriétés €lastiques et plastiques du matériel.

Remplacant dans (2.1) les expressions des tensions données par (1.9),
on trouve la valeur de Ia pression cherchée :

1
2.2 R
2 B A+ BM? —2CM
M= A12K+Auz 1l_ Aua'
AHK‘f'A]:‘f'Am

St y a une zone plastique limitée par une sphére de rayon o, alors sur
cette sphére la pression sera:

(2.4) = 1 ___(a]‘.!(l{ I)'
" A |-BM®— 2CM

rJN

a

(2.3)

~
o)
¥
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Dans la zone élastique, 0 -~ r-- o, les tensions, les déformations et le
déplacement x ont des expressions analogues a (1.9), (1.10), (1.11), a savoir:

r Io=)
Gy = _Pp(;) 3

(2.5) R
Gy = Op — — P ﬂf( ] P
a

S P K ('_] ‘ 1

i AnK+A,+Agla) 7
(2.6) ». P VK-

e _A,1K+A12+Aw(é) ’
(2.7) w=— P ('—)“ s

AyK 4+ A4,. 4 Ay\a

Cherchons maintenant les tensions o,, oy =0, dans la zone plastique
p:=r<{a. De (2.1} nous obtenons:

1 ==
(2.8) S - B{Ccri\/g (AB—C% ¢*

En introduisant les notations:

AB — C* i B

(2.9) v= (B —C)s,, m= z=18B — m?

B—Cy2’' B-C’

et, comptetenu de {2.8) et de (1.1}, nous trouvons
(2.10) DI

r —v 4z
Par intégration, on obtient f 3

i + 1 |
(2.11) In r2 = }g—-[ln (z—v) +2Vm arctgz—j—B-}—CIJ, '
m-1 mu

ou
(2.12) 1Y — G, (z — v) eV,
ou
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N= —%_1 3 C:=BC‘,
z -+ Vs
TR
La constante C. qui intervient en (2.12) est déterminée i Paide de Ia con-
dition (1.8) et nous obtenons pour elic la valeur

(2.13)

tg 0

(2.14) C,=

Dans (2.14) Pindice a montre les valeurs des quantités respectives pour
r=a. Aprés avoir déterminé la constante C., nous pouvons écrire (2.12)
sous la forme

A oo— 2
(2.15) (:_)2 (T,_j) gtV i-0,)

De (2.13), nous avons:

v = ‘\/Esin 20,
(2.16) m

z=—1EB cos 20

ct de cette maniére nous obtenons une représentation paramétrique pour
les tensions

: B sin 20,

E—C m

Gy = Oy = . \/B [C sin 20 — (B — C)3/m cos 20},
BB—-C)Vm

la fonction 0 étant donnée par (2.15).

Enfin il reste 4 déterminer le rayon ¢ de la sphére qui sépare la zone
élastique de celle plastique. Pour cela nous imposons la condition de con-
tinuité de la tension o, au passage d’une de ces deux zones & Pautre,
c’est-d-dire

T, —

(2.17)

(2.18) 6f = ol pourr= p,

Si nous tenons compte de (2.5) et de (2.17), nons obtenons pour o I’équarion
k-1 1 B .

2.19 —2(%}] =_"—1/8sin20

(2.19) &) =5 /2 sin20,,

ou la valeur de 0, est déterminée de (2.15}, » étant remplacé par p.
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ECHILIBRUL ELASTO-PLASTIC AL SFERE! PLINE ORTOTROPE
Rezumat

Se studiaza echilibrul elasto-plastic al unei sfere pline ortotrope, sub
actiunca presiunii exterioare uniform distribuite pe suprafata sa. Tensiunile,
deformirile si deplasarea radiali in zona elastici 0= r- s sint date de
(2.5), (2.6} si (2.7). Tensiunile in zona plastici ¢ = r - asint date de (2.17)
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EXACT SOLUTIONS OF THE ONE-DIMENSIONAL NONSTEADY
FLOW OF IDEAL ELASTIC FLUIDS

I3y

I PINTILED and F. CGSTEA

L Introduction. The classical linear theorics of mechanics and pliysics
usc some general representations for the solutions of the underlying par-
tial differential equations. The fundamenial equations become more com-
plicated by generalizing them to include chemical reactions and electro-
magnetic phenomena, or when one considers substances with unfam‘liar
cquations of stare,

In this paper we deal with the nonsteady one-dimensional compressible
flow. A survey of this subject has been made by O. Zaldastani [1]
and an unified account has been given by R. von Mises [2] ch. III. In
the case of the antsentropic flows the general solution has been constructed
by M H. Martin and G.S.S. Ludford [3], for the equations of
state that include Karmen-Tsien’s approximation to ideal gas. J. A. Giese
{4, 5) gives an unified study of the above problem, and finds a gencral
parametiric representation of fluids,

Here we intend to find a general solution of the one-dimensional flow
for some classes of elastic ideal fluids and to construct a solution for some
boundary-value problems using the general representation of the solution.
We consider an ideal elastic fluid with the equation of siate

(L1 P = p ),
where p is the pressure, o is the density of the fluid, and pz) is a O

function. Newton’s equation and the equation of continuity may be written
in the form

b2 i . T n s 0,

G ST W) 0 a3 ds du
Ji X 3 dy or LA TRy



