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Thus the necessary condition for the solution of (1) under the
present sitganon is

a-—-b=—10; & -1 a2 13 ¢ =0 (mod 4p |- 1],

whereby Theorem 3 has been proved,
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DESPRE ULTIMA TEOREMA A LUI FERMAT

Rezumat

Se demonstreazd cd dacd p §i dp - ! sint numere prime impare i
a, b, ¢ intre i primi intre ei doi cite doi, care satisfac (1), atunci unul $1 numai
unul din intregii a, b, ¢ este divizibil prin p. Dacd p si 2p + 1 sint prime
impare §i deci (1) are o solutic, atunci are loc una din cele 4 relagii (3):
dacd p si 4p — 1 sint prime impare, atunci pentru ca (1) si admitd solutie
este necesar ca cele 2 congruente (1) sd fie satisfacute.

SUR LES ALGIEEBRES TERNAIRES

PAR
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Communication présentie & la session scientifigue de I Université Al L Cuza™
de 26 — 20 octobre 1968

Soit I’espace linéaire £ doté d’une loi de composition interne, ternaire,
ainsi que, par trois vecteurs x, ¥, 2 € ¥, on détermine, d’une maniere unique,
un quarriéme élément x & €, 4 laseule condition que si un des facteurs est
nul, le produit est nul. C’est une application du produit cartésien £ £ £
dans £, qui a parmi les préimages de <, les ternes qui contiennent au
moins un zéro.

On désigne le produit ternaire des vecteurs x, ¥, z par xyzZ.

Les algébres binaires sont de méme considérées par nous comme des
applications du produit cartésien £ € dans £, qui a aussi parmi les préima-
ges de zéro, les couples de vecteurs qui contiennent au moins un zéro.
On constate que les algébres binaires sont aussi des algébres ternaires et
dans une algébre ternaire on peut avoir des familles d’algebres binaires,
qui sont des sous-algébres d’algébre ternaire.

On dit qu’une algebre <l ternaire est totalement homogene de degré un,
par rapport aux scalaires du corps de base et par rapport 4 chacun des
{acteurs si on a:

(1} yxvz =-(z. ) yre=x(2v)z = v (23].
De méme Palgébre ¢l est totalement distributive si les conditions suivantes
sont remplies

(D)) (¥ -=3)uw — xuv 4 yuv,

o

(D) u(x 4 3)v=rnxw -+ uy.

(D) nv(x + v) = uvx -+ uvy.
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Pour les algeébres ternaires totalement homogénes et totalement distri-

butives, d’ordre fini, dans un repére {e}) 2 <n, DOUS avons:

3) xyi =L e e e,

ou:

x=Ye, y=1rle;, 2 ="U"e, avec la convention des indices muets.

Il résulte, dans ce cas qu’une algébre ternaire sera connue si ’on
donne un tableau cubique pour les produits ternaires des éléments
de base:

(4) gee = ol e.

Les coordonnées 2%, » en nombre de »', seront appelées, de méme que dans
le cas des algébres binaires, les constantes de structure pour Palgébre
ternaire 1.

En ce qui concerne les propriétés de commutativité nous en avons
Irois sortes:

(5) xyz=yezx,

() xyz—=zyx.
(G) xyz=yx 2

Quand les trois propriétés (5), {6), (7) sont satisfaites, on dit que P’algébre
¢l est totalement commutative ; dans ce cas le produit des trois éléments
reste invariable pour le groupe symétrique S,.

Nous avons aussi trois espéces d’associativité:

(8) XyFruv = Xyzuv,
(9) ;jz U = Ixj-:e_zw,
(10) P S

XYyEUV=XYZuUv.

Nous remarquons que si deux de ces relations sont satisfaites, la troi-
siéme le sera également,

Si Palgebre ¢l possede les trois propriéés (8), (9), (10), on dit qu’elle
est totalement associative.

On appelle unités, respectivement a gauche, a droite et au milieu, les
éléments #, v, 2w pour lesquels nous avons:

(11) XX =X, VXX=%, XWX =X,
pour tous les éléments x de £.

On dit gu'une couple d’éléments {a, b) est une couple unitaire,
respectivement a droite, 4 gauche, et bilatéral, si Pon a:

{12) xab = x, abx = x, axb = x

pour tous les v = &,

'ﬁ(

S ALGEBRES TERNAIREY 2h1

Les éléments e, f,¢ de £, guand ils existent et quand ils satisfont
aux relations:
{13) xee — N, ffx=ux, gxg- X
pour tous x, y & £, sont nommés, respectivement, biunités 4 droite, 4 gauche

et bilatérales, ' ) L
Quand un élément ¢ & £ remplit la condition :

(14) 1 = i,
on dit gqwil est idempotent ; les éléments 7, §’ils existent, pour lesquels ona:
(15) xyt =10, 1xy =0, xty=0,

pour tous les x, y= &, sont des annulateurs, respectivement, a droite, a gauche

et au milieu. i
De méme, on dit d’une couple 7, z € £ que c’est une couple annu-

latrice, respectivement i droite, 4 gauche et latérale quand:
(16) xtz =0, 1x=0, xz=1,
uel que soit x = L. r ‘ o
h %,es dléments #, I, k = £ sont appelés biannulateurs a droite, a gauche
et latéralement, respectivement, guand :
(17) xhh =0, lx=10, kxk=0.

Une sous-algébre ternaire est un sous-ensemble d’une algebre ternaire,

: R ey
qui est clos relativement aux trois opérations de l'algebre.

On peut définir six genres d'idéaux, & savoir: .

17 les idéaux I'¢! qui sont des sous-algébres ternaires de ¢l, qui, en

plus, satisfont & la condition : si x, v & [}*' et quel que soit z & ¢, nous avons
(18) xyz & Id,

2° les idéaux I\, les sous-algébres qui satisfont & la condition: si
x = Ijdl et quels que sofent y, z & ¢, on a:

xyz € I,
3 les idéaux I}*': quels que soient x & ¢l et y, 2 & 10 on a:
Xyy &= IE‘ Y
4" les idéaux I quels que solent x,y ¢ et z & 71§ on a:

xyzs e 1,(;),
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5 les idéaux I17': quels que soient yvecer v, e& I on a:

xyz e [,

-

V" les idéaux f: quels que soient v, = = ol et ye L on a:

rvre i,
On observe que les idéaux 14 sont aussi des idéaux [ de méme
les [§) sont aussi des /().

On peut obtenir d’une algébre ternaire, des algébres binaires. Une
famille de ces algébres est donnée si, par exemple, I'un des facteurs dans
toutes les ternes (dans la méme position) est rendu constant, & savoir :

(19) (% V)0 = axy ou {x, y),, = xya ou (xy), , = ray.

Si Pon prend Palgébre ternaire totalement associative et ayant un
élément e biunité, dans tous les $€ns, on trouve par exemple:

(20) (x¥)... —exy avec (ey),, —eey = v, et (xe),, = exe — .
De méme, nous avons:

(21) ((X)sc-2)s.e = cexyz — eexyz — xyz;

puis :

(22) (x¥)s. = xve avec (ev)ae=eve=yuy et (xe);,— xee —x
et

(23) ({xV)ie - Z)pe = X yoze — xveze SHAUS

L’élément e joueici encore le role d’élément unité pour les algébres binaires
qui dérivent de Palgébre ternaire.

Nous considérons, de nouveau, I’espace vectoriel £ de dimension finic
n; ’algébre A sur Pespace £ est d’ordre #. Dans une base fe:1 1 =i - SOIL:
¥ = Zle, v wle, 2 e le produit ternaire s’exprime alors par:

=]

i Vig=) o “h. ot el ta
(24) Xyosis= i, 22 e AN e, [ e W

ERLRE IR

Les coordonnées ' du produit sont des fonctions de trois suites de variables,
les coordonnées de x, v, z, qui remplissent seulement les conditions :

(25) D=0, 0,505 ' ue® 7,0 =
PUE ey 25 0, 0,.,05 81,0, T
P s 25 e, % 0, 0., 0).

'*._-u
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Les algeébres ternaires qui sont, en méme temps, totalement distributi-
ves et totalement homogeénes, s'appellent algébres ternaires linéaires; da{ls ce
cas, les fonctions ' sont linéaires en chacune des variables et homogénes,
c’est-a-~dire

(26) phaminl” Sttt 1=12,.., 1),
(27) xys = xi It

¢l puis:

(28) eee 9‘.;“ (o4

0 7 3] A h 1 H ’ .
On constate que Palgebre ¢l est partiellement commurative a gauche, si 'ona:

(29) 7 #  (pour tous les indices),

i

a drote pour:

(3V) AR ol
et latéralement si:
31) '.r:lr,r ?'I.-_-r'

Quand 7' reste invariable dans le groupe des permutations de sz,
Palgébre < est totalement commurative. . : . )
Pour Passociativité totale dans Palgébre <, il esi nécessaire et suffisant
que les coefficients s~ satisfassent aux relations:
(32) J"::-:-' 7':-..' # :‘.;. y'r-- 7';1:1‘ 7'-:,«: 3
nommeées, corme dans le cas des algebres binaires, les relations de structure
de P’algébre ternaire «i. ' L =
On peut construire des algebres ternaires en partant d’algebres bx’nalrcs.
En voici un exemple: considérons une algebre binaire suryl’espacc
vectoriel €5 notons par: # — 4(x.y) le produit d’'une couple d’¢léments
x, y & ¥, u étant aussi dans £. Supposons que les deux conditions: A((), y)
A (x,0) = 0 sont remplies.
On définit les produits ternaires:

(33) Dyfxvz) = A{x + vy 3 — A (e, 3 — A, 2),
et
(34 Difxysz) = Alx, v 4 z) — Az, v) — Aix, 2]

dans I'espace ¥, qui, par ces opérations, devient soit laflge}arev ternaire <,
donnée par (28}, soit I'algebre ternaire <., dor,mee_ par 29 Nous_ dcs1_f-%n0n?
ces algebres; ley algébres de distributivité de Palgehre o, respectivement, 4
droite ¢1 a gauche.
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Quand Dalgebre & est elle-méme distributive, alors tous les produits
ternaires sont zéro: D {xyz) = D,(xyz) —= 0 et on dit gue les algébres ter-
naires correspondantes sont zéro. o ' ’

Dans le cas d’algebres binaires du troisicme degré, données par:

(33) Ao y) = [ 2ot b o 2 bl Paryle,
ot - L,2,..,m; pg,r L 2,0 et x, j', > %o CL;,W, les produits
ternaires considérés, sont

(36) Dy = 29, @' e,

et

(37) D, =240 &' e,

Les algébres de distributivité sont linéaires (c’est-a-dire totalement distributives
et homogénes). ) ) ‘ ! )
Pour lassociativité totale il faut et il suffit que soient remplies les

relations :
i 4P = gt 4P
qﬁg,r J'.rl.l ser T ihg?
(38) - .
1 P — ! !
U’pq,r o"sr,r g’sr,} j'iq.r

pour A, et:

1 P — i U.P
y ar q'_r.r! U's,pr 14y ?
39) ST orl i o
“Pagr st sidf lgr
pour A,.

Un autre exemple résulte de Passociativité des facteurs d’une algéhre
binaire. En notant toujours par A(x,v) le produit de deux éléments x, y
d’une algébre binaire, nous obtenons les composées ternaires:

{40} xyz = A(A(x, y), 2) et xyz = A(x, A{y, 5)).

L’espace vectoriel doté de I'un ou de Pautre des produits (35) est trans-
formé en deux algébres ternaires 4; et A,. Ces deux algébres sont les
mémes (4, = A,) quand Palgébre binaire A est associative.

Pour les algébres binaires A4 d’ordre » distributives, les algébres A,
et A, sont:
- (A) xyz= af ob Tniile,
24 (Ae) xyz =of of Zrpilie

BOAYE = He s i’

L’associativité de 4 est assurée si les relations de structure sont satisfattes:

ol of == ool gf
Pag rys (ST
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L ’associativité dans A4, (36) est donnée par:

T oyl oy b oyl P omF R — gt P v b
( 43) U'p.q Jir,:' ih,f a;,k J'p,q /'j.rath.s J'-",f J‘:.”.r J'I.fc j'h.q J'-'.:
et, dans A4, par:
{14) of el ot el =gl gt oan b g e e

gk s R Tk vy T N

Evidemment, si P'algébre binaire 4 est associative, Dulgcbre ternaire
A, = A, est elle aussi associative. Reste & démontrer s’il existe ou non des
solutions pour les systémes (38) ou (39), qui ne vérifient pas le systeme (37).

Quand les algebres binaires sont de degrés supéricurs a deux, la
recherche des algebres ternaires, qui proviennent de Passociativité, est
assez laborieuse.
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ASUPRA ALGEBRELOR TERNARE

Rezumat

In Nota de fagi se considerd algebre ternare care se construiesc peste
un spatiu liniar; se cerceteazi proprietiti de distributivitate, de comutativi-
tate si asociativitate. Se dau unele exemple de algebre ternare, construire
plecind de la algebre binare.



