CONNEXION DANS DES ESPACES TOPOGENES
AR

C. AMIHAESE]

On va atiliser, dans cet article, la terminologic et les notations de
{2]. Rappelons quelques-unes des notations dont on va se servir. Appelons
ordre semi-topogéne sur L, une relstion < sur I'ensemble des sous-ensembles
de E, satisfaisant aux axiomes suivants:

) ¢ < g, E<L

(0.) de A < B il résuliec 4 B,

(Oy) de AC A" <B' B il sensuit A< B.

L'ordre semi-topogéne < sur E s'appelle ordre fopogéne sur I sl
satisfait 4 ’axiome

(Q) les formules 4 < B et A4’ B impliquent que on a AU A"
< BUB et ANA <BNHB. . ‘

L'ordre semi-topogéne < sur [/ s’appelle symétrigue s'il satisfait a
la condition

(S) st 4. B alors E— B I — 4.

L’ordre semi-topogéne - sur E s’appelle parfair «il satisfait a la
condition suivante:

(P) A, B, (i 1) impliquent {J} 4, < U B;.
is) igl
La famille % — } <} ayant comme élément J'ordre topogéne < sur [ est

par définmion une structure topogéne sur I si elle sstisfait & l'axiome

(S) si /4 — B alors il v aun ensemble CCE de sorte que 4 <C- B
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La couple [#, %] formée d’un ensemble arbitraire £ et d’une structure
topogéne & = | <} sur [ est appelée espace topogéne.

La structure topogéne & -~ | sur I est appelée structure topo-
géne parfaite (topologie) sur E si 'ordre topogéne < est parfait.
La structure topogéne & = | < ) sur [ s'appelie structure topogéne

symérrique, si Vordre topogéne <7 est symétrique.

Si la siructure topogeéne 7 sur Y est parfaite (symétrigque), Pespace
topogéne [E, &) s’appelle espace topologique (espace topogéne symétrique).

Si & est une topologie sur [, alors P’ensemble des sous-ensembles
A C E, quisatisfont a la condition A <~ A constitue la famille d’ensembles
ouverts d’une topologie habituelle - sur [£'). La topologie = s’appelle la
topolozie classique associée a4 &. Soit un ense ble non-vide E; on dit qu'un
sous-ensemble 4 /[{ est un sous-ensemble propre de E, s’il est non-vide
et différent de L.

Dans le présent article, nous nous occupons des questions suivantes.

Tout d’abord nous définissons la notion de noyau d’un ordre semi-
topogéne et présentons quelques exemples d’ordres semi-topogénes a noyau
vide. Ensuite on introduit la notion d’espace topogéne connexe et on donne
un exemple d’espace topogéne connexe qui n’est ni parfait, ni symétrique.
Apreés cela, on présente, dans le langage des structures topogénes, quelques
résultats connus tirés de la théorie des espaces tofologiques classiques et
connexes. En guise de conclusion, on va démontrer un théoréme de carac-
térisation des espaces topogénes symétriques connexes a P’aide des espaces
4 proximité.

Les ordres qu’on utilise dans cezt article seront différents de Vordre
semi-topogene =, défini sur E par

A ="y B si et seulement si ou A= @, ou B=E,

§1. Le noyau d’un ordre semi-topogéne, Soit << un ordr: semi-
topogéne sur un ensemble X

Définition 1.1. On appelle noyau d'un ordre semi-topogéne < la famille
N. formée des sous-ensembles propres A de Pensemble I avant la propriété
A = A.

Si & = [ <! est une structure topogéne sur £, Pensemble N~ sera
appelé le noyau de la structure topogéne i,

Rewmarques 1.1. Tout ordre semi-topozéne < sur E, engendré par
un systeme Y, de générateurs ayant plus de deux éléments a le noyau
non-vide.

1.2. Le noyau d’une structure topogéne parfaite & sur K coincide
avec le systéme de générateurs de Pordre topogéne <, dont on extrait I'en-
semble vide er DPensemble E. Il en résulte que toute structure topogéne a
noyau vide n’est pas parfaite, On présente maintenant quelques exemples
d’ordres topogénes 4 noyau vide.

1) Les notations et les résultats de topologie classique utilisés ici, zont celles de [I].
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1. Soit I Pensemble des nombres réels. Pour tour <> 0, on définit
un ordre topozime -, sur I par

(1) A =. B si et seulement si sup A +z <inf (E— B).

L’ordre topogene -, a le noyau vide (voir (2], page 22).

11. Suit I Pensemble des nombres réels et pour tout nombre positif
z, Pordre topogene <, ‘defml par (1}. On considére Pordre topogcne
< = | J < = sur £ défini par

U
A< B si et seulement s’il y a >0 de sorte que 4 <. B.

{2)
L’ordre topozine << sur 7 se caractérise par
{3) A= B si et sculement si sup 4 < inf (& — B).

La famille &={<! est une structure topogéne :ur l'énsemble i des
nombres réels (voir [2], page T,

Proposition 1.1. L’ordie topogéne = défini par (2} sur Pensemble E
des nombres réels a le noyau vide et wWest ai parfair, ni symétrigue.

En effer si N.=t ¢, alors i} y a un sous-ensemble propre A de
Pensemble des nombres réels 7, qui satisfait 4 la relation A4 < A. Il ré-
sulte de (3) sup 4 <7 inf (& — A). Cette inégalité érant impossible, il résulte
que No= ¢. 81 A< 8 implique & - B<<E—4, alors on a les inégalités
sup A < inf (I — B) < sup (E — B) < inf A, qui conduisent & sup A< inf A.
La dernidre inégalité étant impossible quel que soit ensemble des nombres
réels, on déduit que Pordre < n'est pas syaétrique. La famille &= <;
étant une siructure topogine sur lensemble i des nombres réels, 3 noyau
vide, il résulte de la remarque 1.2 que Pordre t>pogéne <= n’est|as parfait.
Cela dit, la prooosition est démontrée.

III. On donne maintenant un exemple d’ordre topogene symétrique a
noyau vide. Soit [/, ¢] un espace métrique connexe. On déslgne’par 3 la
structure de proximiié cngendrée par la méirique 3z, et par = I'ordre to-
rozéne symétrioue associé a la structure de proximité d. La structure de

™

proximizé 3 et Pordre ropogine < se definissent par
&) A3 B si et seulement si o(A4,B) - 0,
) A < B s et seulement st AS(E — B).

$i Pon tient compte de (4), Pordre topogéne < se caractérise par
(G) A = B si et seulement si o(A4, i — B) > (.

Dans ces conditions on démontre la proposition suivante.

Proposition 1.2, L’ordre topogéine < assocté a la 1'e{azion a'e' ;"Jroxi:
mité N déduite de la méwrigue o sur L, est un ordre topogene symérrique d
noyau vide.
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Supposons par absurde que N. =~ ¢, Il suit qu’il y a un sous-
ensemble propre 4 de £ de sorte que 4 -~ 4. D’une part, il résulte de
(6) que ¢(A, I{ — A) = 0. D’autre part, on déduit du fait que £ est connexe,
que Fr (A)=:0 ou A E— A= ¢, ce qui implique gld, £ 4) — 0.
Les relations sld, lf —A) > (et o(d,lf — A} =0 érant contradictoires, on
déduit que N. = ¢.

$2. Espaces topogénes connexes. 1. Soit £ un ensemble guelconque
et & - { <) une structure topogéne sur £,

Définition 2.1, On dit que la structwe topoygene & sur 1D ¢st connexe
st clle satisfait & Uaxiome suivani:

(C) Pour tour sous-ensemble propre A de Ii, il v a wun point x& I, de
sorte que les formudes x - Aet x < .1 somt fausses. L'espace ropogéne [E, ]
est commexe st la structiure topogéue F syr I est connexe.

On présemc un exemple d’espace topozene connexce qui a le noyau
vids et qui n’est ni parfair, ni wmetnqu(_ CO]‘ISIL‘[EI‘D']S sur ensemble [
des nombres réels, la structure toporéne -1, oi < est Pordre tope-
géne défini par (2), §1.

Proposition 2.1. L’espace tojogine [, =] est connexe, a le noyan vide
er west ni pcnfcu[, s ynidrigee.

La proposition 1.1 du §1 montre que {{,7] a le noyau vide, n’est
ni parfait, ni symérrique. Il reste 4 montrer que [[, ] satisfait a Paxiome
(C"). Supposons par absurde que [/, 7] ne satisfait pas & Paxiome (C). 1
résulte qu’il v a un sous-ensemble propre « de [ de sorte que, quel que
soit x 2/, au moins 'une des formules suivantes soit vraie: x < A,
x < I — A, Pour tout nombre réel x££/, la formule x - £ — A étant en
défaut, il suit que x < A. 81 l'on tient compte de la définition de Pordre
topogéne <, on déduit qu'on a sup A < nf (£ — A4). D’une fagon analogue
on déduit sup (&£ — A) - inf 4. Ces deux inégalités nous conduisent sgux
égalités inf 4 = sup 4 = inf (£ — 4) = sup (I{ — A). Ces ¢galités érant
contradictoires, il suir que Pespace topogéne [[:, 7} estconnexe. Avec cela,
la propositton est démontréc.

2. On présente, dans le langage des structures topogénes, quelques
notions et résultats de la théorie dus espaces topologiques classiques connexes.
Soit £ un ensemble arbitraire, & ! <} une topologic sur X et < la to-
pologie classigue associée a la topologie & Nous rappelons gu’un sous-en-
semble V' C I/ s’appelt> voisinage d’un point v2/, s1 x == V.

Définition 2.2, Un pone x &I Sappelle porir interienr de Pensemble
A, st A est un voisinage de x. L'ensemble | des porars tnrévienrs de A s'ap-
pelle Vintérieur de A,

Si Pon dent compte du fair que A << A ¢quivaut a x- o pour tout
v 24 dans le cas ol Pordre - est parfair, il résulte qu’un ensemble AL
est ouvert si et sculement §’il coincide avec son intérizur. Par conzéquent,
Vintéricur dans PPespace /-, ] coincide avee Pintéricur dans Pespace [F, 1],
ol = est la topologie classique associée a
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Définition 2.3. Un point x 215 Sappelle peine adhévent a I'ensemble
ACE si la formule x < I — A est fausse. L'ensemble A des points adhérents
a Densemble A Sappelle fermerure de A.

Remarques 2.1, Un ensemble 44 cst fermé si et seulement si du
fait que x < & — A n’est pas vraie, il résulte x2 A.

2.2. Un point x££ est un point frontiére pour Pensemble A C I si
et seulement siles formules x = F — A et x << 4 sont fausses. En urilisant
les ordres topogénes, on démontre la propesition suivante.

Proposition 2.2, Un sous-cusemble A de I est simultanément ouvert et
fermé si er seulement si la fnmriére de A est vide.

Si on suppose que Fr( - ¢, alors quel que soit le point x € £, on
asoit x I A, soit x< .I. Si vz A, alors x = £ — A n’est pas vraie,
done x = 4. L’ordre topogéne - étant parfair, on déduit que 4 < 4. De
facon similaire, on trouve que K —A < I — 4 et par conséquent A est
simultanément ouvert ct fermé. Réciproquement, on suppose que A4 est a
la fois ouvert et fermé donc il satisfait aux formules 4 < A, - A<E—A4.
Pour tout x4 et tout v2F - A, on aura x--A4 et y —E— A et, par
conséquent, il ne peut vy avoir nul’ point xé& /s, de sorte que les formules

x- A et x - I - A soient fausses. Donc Fr (4| — 7. Cela dit, la propo-
sition est complétement démontrée.
On déduit, de la remarqus 2.2 et de la proposition 2.2 la proposi-

tion suivante.

Proposition 2.3. Un espace topulogique [E,¥) est connexe si et seule-
ment si pour rout sous-ensemble propre A de I, on a Fr{A)= @ (voir [3],
page 79).

Dans le langage dss structures associées, la proposmon ci-dessus montre
qu’un espacs topologlquc classique [, <] este connexe si et seulemenr si la
frontiérz de toute partie propre de ff est non-vide.

Si Pon tient compte de la définition des ordres topogénes symétri-
qu-s, on a la proposition suivante,

Proposition 2.4, Tour espace ropologique symétrique west pas connexe.

Définition 2.4, Une partie I, de Pespace topologique [E, 5] est comiexe
si le sous-espace [E,,7/E,)] est conuexe.

Si F =1 < alors Pordre topogéne <, = <[E, est défini par

(7} A <, B si et senlemenr si A < B\J (L~ E).

De (7) et de la formule (£, ~ A)\J(E—E)=E—A4 si ACE,, on
obtient la proposition suivante.

Proposition 2.5. Un sous-ensemble L, de Pespace ropologique [I£, 3] est
connexe si et seulement si, quel que soit A — un sous-ensenible provre de I,
il vaunpoint x €L, desorte que les formules x < AV (E—Ey) er x <E— A
soit fausses,
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Corollaire 1. Si E, est un ensemble connexe dans Pespa.e topologique
[E, ), alors quel que soit un sous-ensemble propre A de E, it y a un poimi

x € I, de sorte que les formules x < A et x << & — A sont fausses.

Corollaire 2. 57 E, est un ensemble connexe dans Pespace topalogique
[E,8], alors, quel que soit le sous-ensemble propre A de E,, il y a un pount
x & E, de sorte que les formules x << A et x << E — A ne sont pas vraies.

Le corollair: 2 résulte du corollaire 1 si 'on tient compte du fait
que E,—ACE— A.

Proposition 2.6. Dans des espaces topologiques symétriques, il n’y a
pas d’ensembles comnexes.

La démonstration résulte tout de suite de la proposition 25 et de
Iégalité (= |E,)* = =°/E,, qui est vraie quel que soit Fordr: sezmi-topogtne
= sur E et qu:l que soit 'ensemble E,C E.

3. On s’occupe maintenant de quelques propriétés des espaces toro-
génes symétriques connexes. Soit & — { <! une structure topogéne symé-
trique définie sur un ensemble arbitraire E. St N. = @, alors l'axiome
(C%) n= peut plus &re vérifié er, par conséquent, [F,:] est dans ce cas
un espace topogéne non-connexe. On a donc la proposition suivante.

Prposition 2.7, Tout espace topogéne symétrigue (I, 5] a noyau non-
vide est non-connexe.

On va présenter ci-dessous un exemple d’espace topogéne symétrique
non-connexe. Soit X une algébre de sous-ensembles de L. X est un systéme
de générateurs pour un ordr: semi-topogéne <= défini sur I'ensemble E,
par ce que @, E ¢ X. 1l résulte, des propriéeés de Palgébre, que << est un
ordre topogéne symétrique. Si ¥ a plus de deux éléments, alors N. = ¢
et, par conséquent, 'espace topogéne symétrique [£, {< }] est non-connexe.

On considére de nouvegu une structure topogéne symétrique & = [}
définie sur un ensemble E. Soit § = {<*} la topologie déduite de la struc-
ture topogéne symétrique & = { <}, Etant donné que les formules x < A4
et x << A sont équivalentes, on déduit qu’un espace topogéne symeéirique
[E, ) est connexe si et seulement si Pespace topologique [£, $7] est connexe.
On a, part conséquent, la proposition suivante.

Proposition 28. Un espace tcpogéne symérrique [E, 5] est comiexe si
et seulement si Pespace topologique [E, 57) est connexe.

On remarque qu'en général la topologie ¥, déduite de la structure
topogene symétrique &, n’est pas symétrique,

Soit & la structure de proximité associée a la structure topogéne sy-
métrique § — { <<}, La relation de proximité & est définie par

8 A3B si et seulement si la formule A < I — B est fausse,

Si Pon tient compte de {8), on déduira la proposition suivante de
caractérisation des espaces topogénes symétriques, 4 I'aide des structures
de proximités associées.
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« Proposition 2.9, L’espace ropogéne syméirique (I, ¥] est connexe si et
seulement si, quelle que sott la partie propre A de E, 1l y a un point x ¢ E
de sorte que les relarions x8A et x3E-— A4 soient vrates.

Définition 2.5, L’espace de proximié [E, 8] est connexe si Pespace
topogéne symstrigue associé [, F] est comnexe.

Un point x £k, érant pont adhérent a Fensemble A dans I’espace
de proximité [£, 5], s11 satisfait & la formule x84 [4], on déduit la pro-
position suivante,

Proposition 2.10. Un espace de proximité [E, 3] est connexe si et seu-
lenent si Pespace topologique classiquz [E, 8] associé a Uespace de proximité
[, 8] est connexe.

L’espace topologique classique [, 7] associé & un espace de proximité
[E, 8] érant complétement régulier, il suit que si Pon part d’une algébre
Y 4 plus de deux éléments, on obtient une topologie complétement régu-
li¢re non-connexe.
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CONEXIUNE IN SPATII TOPOGENE
Rezumat

In acest articol sint tratate urmiroarele probleme:

Mai intii, se defineste notiunea de nucleu al unei ordini semi-topo-
gene si se dau citeva exemple de ordini semi-topogene cu nucleul vid.
Apoi se introduce notiunea de spafiu topogen conex gi se di un exemplu
de spatin topogen conex care nu este nici perfect, nici simetric. Dupd
aceea, sint prezentate, in limbajul structurilor topogene, citeva rezultate
cunoscute din teoria spatiilor topologice clasice si conexe. In final, se de-
monstreazd o teoramd de caracterizare 2 spatiilor topogene simetrice §i
conexe cu ajutorul spatgiilor de proximitate.



