FONCTIONS ASYMPTOTIQUEMENT PRESQUE-PERIODIQUES
SUR LES GROUPES LOCALEMENT COMPACTS

PAR

ANCA PRECUPANU

Le but de ce travail est de généraliser la notion classique de fonction
asymprotiquement presque-périodique voir [3], p. 270—276) pour le cas
d’un groupe localement compact er, en méme temps, de donner certaines
propriétés remarquables concernant cette espéce de fonctions.

Parmi ces propriétés, on distingue deux résultats synthétisés dans les
théorémes 3.3 et 3.4, qui caractérisent la notion en question pour un
groupe s-compact.

Pour pouvoir introduire la notion de fonction asymptotiquement
presque-périodique (abrégé a. p. p.) sur un groupe localement compact,
on utilise une compactification par deux points pour le groupe.

Dans {6], Magill a donné certaines conditions pour qu’un espace
tocalement compact admette une compactification par un nombre fini de
points. En appliquant le résultat du théoréme 2.1 de [6) et en utilisant
encore les cas particuliers indiqués dans la section 3 du méme travail, on
voit qu’il existe des groupes localement compacts qui admettent des com-
pacrifications par deux points.

§ 1. Soit G un groupe commutatif localement compact, qui admet
une compactification par deux points ¢ el ..

En vertu du théordme 2.1 de [6], G admet une 2-étoile, c’est-a-dire
il existe une partition pour G, formée par deux ensembles ouverts D, et
D, et un ensemble compact K, telle que:

1) G — DUD.UK,.

Du méme théoréme cité il résulte aussi que les voisinages de «, (respecti-
vement ,) sont tels que



266 ANCA PRECUPANLU

(2) Vi, = (G NK)( Dy(resp. (G~ K)(\D,),

ou K est un nensemble compact de (& tel que KD K, et donc D (resp.
D,) est lvi-méme un voisinage de ¢, (resp. w,}; en outre, les enlsembles
DIUK‘,Uiu_),} et D,UK,J{w, sont compacts dans la compactification de
C%Viglr;‘demgne encore par &, = D\UK, et par S,=D,\JK, et ators (1)

(3 G=8§,US:.

I(’;our que la decomposit,ion {1} soit compatible avec la structure du groupe
, nous demanderons I’accomplissement de la condition suivante:

(C) Pour chaque couple de suites généralisées {x_; yel'} et {y ; vel')
cAie G{ou X, > X ety - o i=1,2),0naxy e ol =1, 2x peut
étre éventuellement w,).

Comme toutes les propriétés données pour «, restent aussi vraies
pour w,, dans ce qui suit nous les formulerons seulement pour o,;.

De la condition (C) de compatibilité il résulte:

- Lemme 1.1. a) La famille (18;1e€G} est un  fondamenial de
voisinages  four g3 en outre, four chaque suile généralisée {1 ; vel']
convergente a oy, la famille (1,85 v € '} forme un systéme fondamental de
vOISinages pour ,:

b) Pour chaque ensembl ] exi

e compact K C G, il existe un élém
tel gue IK C §,. ’ il

c) ’Il existe un élément 1t de G tel que 1S, soit un demi-groupe.

Démonstration. a) Démontrons d’abord que ¢S, est un voisinage d
, pour chaque r € G, ¢’est-a-di A i inage
VI ; ;] € G, c’est-a-dire pour chaque r ¢ G il existe un voisinage

o t;: w, tel que V,, < 1S,. En cas contraire, pour chaque V,, il existerait
un elemqnt x,¢ Vo, tel que x. etS,.

. Mal_s.l {x,; Ve YN est une suite généralisée convergente vers o, et
OP(I: x!7!' =, ; comme Pensemble S; est un voisinage de o, il résulte
qu’s }:é:ste x, tel que x.r 'e S, Cest-a-dire x, €18, ce qui est impossible.

g Montrons maintenant que si {r,; y€Il'} est une suite généralisée
arDitraire convergente vers o, alors pour chaque voisinage V, de o, il
existe « tel que .85, C V... 1

3 » - - b -r *

Sl n existait pasy avec cette propricté alors pour chaque ¥ on pourrait
indiquer un élément s, tel que: 5

(4) 5. € Sl et L, 5., € V"’ ’

Mais {s1,;y €'} est une suite généralisée d’éléments appartenant a S, et
comme &, | ) {®,} est un ensemble compact, on peut extraire de s Iunv:
sous-suite gén’érfalisée convergente {s-; v ¢ It (éventuellement al‘\r(ec la
};m:ga[itg;l),(;){.ou, en utilitant (CJ, il résulte 7. 5. — «; ce qu contredit
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b) Nous démontrerons aussi par contradiction Paffirmation b). En
effet supposons qu’il existe un ensemble compact KC G tel que pour
chaque r ¢ G on peut indiquer un élément k. ¢ K pour lequel 1k, ¢ S;.

Maintenant si £ =17, olt {z.; y€I'} est une suite généralisée qui
tend vers ,, k. contient une sous-suile généralisée convergente k. et
donc ., &, — w,, contrairement & I'hypothése faite. '

¢) Tout d’abord on remarque qu'il existe Z€ G tel que 15,5, C S,.

Maintenant supposons que lIaffirmation c) ne serait pas vraie, donc
pour chaque ¢ il existeraient 5, et s, tels que 15,5 € S,.

Si, de nouveau, ¢ =1, ol {t,; v€l'} est une suite généralisée con-

vergente vers o, alors s correspondante contient une sous-suite généra-
lisée convergente (éventuellement vers o}, et Siy LS, conlient 4 son tour une
sous-suite s, convergente {éventuellement vers w,). Evidermment, il résulte

que 7. s'w__ 5‘1‘-{" = contredisant le choix de ¢ tel que t_rs',rsl',{ ¢S, pour
chaque v. Comme §,.5,C S, on voit que 18, est demi-groupe parce que
[S] .fSl _ IS..

§ 2. Dans cette secition nous allons introduire la notion de fonction
asymptotique ment presque-périodique sur un groupe localement compact
qui admet une compactification par deux points et nous allons montrer
aussi que les fonctions a.p.p. sont bornées et uniformément continues.

Soit G un groupe localement compact, abélien qui admet une com-
pactification par deux points, c’est-a-dire pour lequel la condition donnée
par (1) ou (3) est remplie.

On désigne par:

€ (8)) la famille de fonctions continues sur S, avec les valeurs dans
C, lensemble des nombres complexes et par

€, (S,) Pensemble de fonctions f(x) continues sur S, avec les valeurs
dans C qui tendent vers 0 pour x tendant vers w;.

Définition 2.1. On dit qu'une foncrion feS(S,} est une fonction
asymprotiquement presque-périodigue (a. p. p.) si pour chaque = > 0 il existe
wn ensemble compact K et un woisinage V., de w, tels que pour chaque
s€G, sK contient un élément < pour lequel

(3) fl=x) ~ f(x)| < = lorsque x ¢ V., et 1x¢ Ve,

Compte tenu du lemme 1.1 (a), on peut donner immédiatement une défi-

nition équivalente:

Définition 2.2, On dit qi'une fonction f € €(S,) est une f onction asymp-
totiqguement presque-périodigue (a.p.p.) si pour chaque <> 0 il existe un
ensemble compact K er un élément 1 € G tels que pour chaque seG, sK con-
tient un élément < pour lequel :

(5% | f(zx) — f(x) < = lorsque =x€1S; et x€1S,.
On désigne par AP(S,) Pespace des fonctions a. p.p. définies sur S).
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Remarques. 1. En vertu du lemme 1.1 (b) on peut supposer, sans
diminuer la généralité, que Pensemble compact K qui entre dans la défi-
nition 2.1 est contenu en V. En effet si Pensemble K n’était pas inclus
dans V,,, il existerait une translatée de lui avec cette propriété.

2. On voit, de méme, de la définition 2.1, que la restriction a S,
de chaque fonction presque-périodique au sens de von Neumann, définie
sur G, est une fonction a.p.p.?Y).

3. En appliquant la définition 2.1, on remarque que la famille des
fonctions définies et continues sur S, de fagon que f - p+g ol p est
la restriction 4 8, d’une fonction presque-périodique au sens de von
Neumann définic sur G, et g€ ,(S,), nous donne un autre exemple trés
utile de fonction a.p. p.

4. On voit sans peine que dans la définition de la notion de fonction
a. p.p. sur un groupe localement compact le fait que f est définie sur
S, n’est pas essentiel; f pourrait étre définie sur chaque translatée 1S, de
S; avec r¢ G. Si on désigne par AP (1S,) Plespace des fonctions a. p. p.
définies sur ¢S, pour chaque ¢ G, alors, grice a I'isomorphisme F,: APS)
— AP(tS,) défini par F(f} = g ou g(x) =/f(t 1x) pour x ¢S, nous pou-
vons opérer seulement avec des fonctions de AP(S)) en gardant toute la
généralité des résultats.

Plus précisément, si on introduit sur Pensemble 4P (G) = | AP 8))

B

35
la relation d’¢quivalence : définie par fpg si et seulement si g est une
translatée de £, alors Pespace-quotient 4P*(G) p est isomorphe avec chaque
espace AP(S,).
En utilisant la définition 2.1 et les remarques faites, montrons deux
propriéiés importantes des fonctions a.p.p. données par les théorémes
23 er 2.4,

Théoréme 2.3. Chague fonction a. p. p. est bornée sur e

Démonstration. Scient feAP(S)) et = un nombre positif arbitraire.
Alors, en vertu de la définition 2.1, il existe K er |, tels que pour
chaque s ¢ G, sK contient au moins un élément pour lequel on a la
relation (5.

Soient xe V., arbitraire et K, = Kx~'. De la définition 2.1 on
déduit qu’il existe un élément ¢ K| tel que:

[ fl=x) — f(x) | <C¢ parce que -xe ¥/,
(=€ K, entraine =x ¢ K et grice a la remarque 2, il résulte ~x¢ V.), d’ot

en désignant par M, = sup f(x)] on obtient :
*ER
(6) | f(x) = (X)) — f=x)

Sy <<=+ M,

') Pour tout ce qui conterne la théorte générale des foncrions presque-périodigue
sur les groupes localement compaces voir [1] er (4],
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Mais comme un voisinaze de o, est donné par V| (GNK)OD), ot K
est un ensemble compact de G, il résulte que &) !",_l =[5 N K]UI{., est
aussi un ensemble compact, ce qui entraine le fait gue f est bornde sur
*S‘i le-- .

Désignant  par M,

(7) Ay =M

Théoréme 2.4. Une fonction a.p.p. est uniformément continue sur S,.
Démonstrarion. Soit f€ AP(S)). Nous allons montrer que pour chaque
¢ U, il existe un voisinage de ¢ (I'unité du groupej, U(e), tel que:

8) S =Sy

sup f(x}] ct en uilisant (4), on obtient ¢nfin

\E-Vuﬂ'(.,l

max: M, + =z, M, pour chaque x¢35,.

: pour chague couple d’éléments x,ve S, tels que
x~tve Ule).

11 est clair que [ est uniformément continue sur I’ensemble compact
SV, - Il reste 3 prouver lapropriéré de Pénoncé pour f, sur P’ensem-
e V(Sdo‘ient x, ve V. tels que x7'yelie), ou F(e) est un voisinage det
PPunité de (. Soient aussi = arbitraire positif et K ]’enscmbfe,compacs
correspondant d’aprés la définition 2.1. Pour chagque couple d’ensemble
K et Ve soit K, =06 *KV(e) ol & et un élément de G counvenablement
choisi tel que K, V, (il existe au moins un élément be G avec cette
propriété grice au lemme [.1({b}). _ o )

Comme [ est une fonction continue sur S, il en est d.c’mc:{nc sur
K, et donc pour chaque z - 0 il existe un voisinage de 'unité, U,(e) tel
que U(e) = Vie) et

9y 1 flx) = flv) = pour chaque couple d’éléments x,3 €K, tels
. B 3
que x 'yelfe.
Soient, muintenant, x, y arbitraires de V,, tels que x 'ye Ule), f

¢tant une fonction a. p. p. définie sur 8, ensemble & ! Kx ' conuent au
moins un point - pour lequel on a:

(10) fie) = [ <

parce que wxe V,, et xe

(<x€ V., parce que =<¢b 'Ky ' centraine <xeb 'K C 67 KV(e) -
=K, V. D
D’autre part, y € xV(e) et done wve wxU () C6'KU, C K TV, et

alors on a aussi:

(1t Sy =S i -
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Mais comme <x et 7y se trouvent dans K et (rx)-l'fy = x ' ye Ule),
en vertu de la continuité uniforme de f sur K, on obtient:

=

(12) | fley) — f(=3) =i
Enfin, en combinant les relations (10), {11) et (12) on trouve:
(13 [ fiy) —flxy == si x,yel, e x 'ye U le),

ce qui termine la démonstration. B ’ o o
En utilisant maintenant la propriété donnée par le théoréme prece-
dent sur ¢S, C S,, il résulte aussitdt une autre définition équivalente pour

les fonctions a.p p. . _ o _ .
Définition 2.5. On dit qu'une foncrion fe <(S)) est a.p.p. si pour

chagque = = 0 il existe s, € G, en nombre Sini, et 1€ rels que, quel que soit

s€ G, on ait pour au moins une valeur de 1:

{14) flsx} — fls,x)| =< < lorsque sx €15, et sxets).

En effet, supposons d’abord que fe€<(S)) est une fonction a. p.p. au
sens de la définition 2.2; alors pour chaque ¢ > 0 il existe un ensemble
compact K et un élément ¢ tels que, pour chaque s¢ G, sK contient
un ¢lément - pour lequel:

| fi=yt — f(¥) ’; lorsque <ye S, et ye€rS,
d’ott compte tenu de = = sk{oit ke K) et en désignant x = ky il résulie :

(15) flsxy — flk 'x) <; lorsque sx €S, et kb 'x€rS,.

D’autre part, pour chaque 4 '€ K~! on peut faire correspondre, en vertu
du théorsma= 2.4, un voisinage V- < °¥(k7'} pour lequel on ait

(16) | fitk 'x) — f(k x) lorsque 2" ¢ Vi 1, k- 'xetS, et k'x€S,.

Mais comme Vi 1 D K!, il existe s,€ K ', en nombre fini, tels que
kSR ) ) )
EJVS S KL Tl en résulte que pour tout £ '¢ K ' il existe au moms un

1=1

5 rel que k ‘e V,, et donc:

(17) [ k1 x) — f(s;%) ;<; si klxerS, et sixerS,.

Enfin, en combinant (17) avec (15}, il résulte (14), donc la définition
entraine la définition 2.5.

T e
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Il est clair que la définition 2.5 entraine la définition 2.2 en remar-
quant que les ensembies finis sont compacts.

Remarques. 1. Dans les définitions 2.1, 2.2 et 2.5, ¢ n’est pas essen~
tiel, donc nous pouvons prendre toujours r=¢ en gardant toute la géné-
ralité; ceci est possible parce qu’une foncii:n est a.p.p. si et seculement
§'il existe une translatée de cette fonction avec cette propriéeé.

2. On voit aussi que dans la définition .5 on peur considérer se S,
parce que cette condition entraine la propriété pour chaque s¢ G,

En effet, si f satisfait aux conditions de la définiton 2.5 avec
s€§; alors 5, et s7! forment un c-réseau pour S, {J S, 1. Mais G (S, U S, )
est contenu dans un ensemble compact K, d’ou grice a Puniforme con-
tinuité de f il existe un z-réseau {x,; j=1,2,..m pour lensemble
GN\(5,U 8;') ; donc Pensemble for vé par s (i=1,2,.., 1), s ' etu;j—1,2,...m)
donne un z-réseau fini sur G.

De plus, on peut considérer s € #S, pour # arbitrairement fixé dans G,

§ 3. Dans ce qui suit, nous allons donner deux propriétés caractéristi-
ques pour les fonctions a. p. p. définies sur un groupe s-compact.

Pour les considérations de ce paragraphe, nous avons besoin d’un
résultat auxiliaire que voici:

Lemme 3.1. Soit G un groupe lccalement compact qui admer une
compactification par deux points pour laquelle la condition (C) de comparibi-
lité est remplie, Alors les affirmations suivantes sonr équivalentes :

a) G est un groupe oc-compact.

b) Les points w; (i = 1, 2} possédent des systémes fondamentaux dénom-
brables de woisinages.

c) Il existe deux suites |x,; ne N et {y,; neN, telles gue x, - w
et v, — w,.

Démonstration. Grice au lemme 1.1 (a) les conditions b) et ¢) de ce
lemme sont évidemment équivalentes.

Il reste & prouver I’équivalence entre les affirmatons a) et b).

Compte tenu de la forme (2) des voisinazes pour les deux points
w; (1 =1, 2}, on voit aisément que a) entraine b).

Inversement, b) entraine a) parce qu’en vertu de la méme relation (2),
il résulte que pour chaque ensemble compact K il existe un voisinage V,
de o, tel que:

(18) V. C (GNK)N D,

D’autre part comme V, sont des ensembles d’un systeme fondamental, il
existe un ensemble compact K, pour lequel on a:

(lg) (G\K”)ﬂ DI g Vr:'
D’aprés les relations (18) et (19) on obtient :
(20) (GNK)ND, C (GNK)ND,.
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Par analogic on peut construire les ensembles compacts K tels que
21) (G~ K )ND, = (G K} ND..

Maintenant, pour prouver que (7 cst un groupe s5-compact il suffi: de
démontrer que G est une réunion d’ensembles compacts de type K,
(voir (20)), de type K (voir (21)) et K, (voir (1)}, ce qui revient a mon-
trer que pour chague ensemble compact K © G il y a les ensembles K,
et K tels que:

(22) KT KUK UK,

De lu relation (20} on obtient K} (G DY K, G- Dy et comne
(KN DYN(G— Dy =, 1l résulte que K N I, © K,. Par analogie avec ce
cas, on obtient KD, T K et en tenant compte que:

(23) K—KNG - (KOAD)UIKND)UIKNK),

il résulte (22).

En vertu de la derni¢re affirmation du lemme précédent on peut
introduire la notion de fonction asympiotiquement normale sur G.

Définition 3.2. On dit gu'une fonction [ € £(S8y) est asymprotiquement
normale si de toute su'te 1s,; n€ N d’'éléments de G conwergente wvers g, ol
pent extraire une sous-suite (s, . n€ Ny telle que la suite correspondante
S, [ ¢ N des translatées de [ soit wniformément convergente Sur 1S,
pour chague 1€ G.

A Paide de la définition 3.2 nous allons démontrer que les notions
de fonction a. p. p. ct de fonction asymptotiquement normale soni équiva-
lentes pour le cas d’un groupe n-compict. On a donc:

Théoréme 3.3. Si G est un grouje c-compact, la condition nécessaire
er suffisante pour qu'une fonction € 3(8)) soit ap.p. est que f soit asympto-
tiguement normale.

Démonstration. Montrons d’abord la nécessité. Soit f ¢ 2(5,) une
fonction a.p. p. au sens de la définition 2.5. Alors pour chaque = > 0 il
existe s, en nombre fini, et 1€G, tels que, quel que soit s€ G, on ait
pour au meins une valeur de { la relation (14).

Soit « un élément fixé de G et & un autre élément tel que s—as’".
En utilisant la dernicre relation, (14) devient:

24) |flus"x) — fis;a~'ax)| < = pour as'x €18, et sxerd,).
En désignant par v =ax et s, = $d ! gn obtient encore:
(25) fls'y fis; =51 sy €erS, et s verS,

ce qui mentre que la dcfinition 25 reste vraie pour chaque translation
appliquée 3 un z-réscau is; 0 L2, o, .

! s hleatinz 073

Avec celte remiarque on peul SUppOser toujours que le réseau se
trouve dans une translatée de &, convenablement choisie.

Soient maintenant une suite arbitraire /, tendant vers et i, un
clément fixe de G,

Alors pour = — /2 il existe 7€ et un 1/2-réseau qui est formé
par les points {5,; { = 1, 2,.,m; tels que 5,8, C «~'18,. Donc il existe au

moins un élément s, et une sous-suite {4 3 # €N) de /i telle que:
"

it . . 1

(26) A UATRY A T

pour chague x € 15, (¥ €15 entraine 7, & € IS, C6S) et s, x €5, 105 L 15))
et donc pour m = n on a:

(27) Hax) — fllax)| <1

pour chague x€ad,.
Nous allons trouver par récurrence une suite de suites Hh 5 me N
ot /i,; est une sous-suite de /r,;_, pour chaque j=1,2,..¢et de plus on a

1

LTI

(28) SUnjx) = fllmx) | <

pour chaque x€wud) et j— 1, 2,.,m >n
_ On remarque que la suite | flh,,x); ne N, correspondante a la suite
diagonale /,, est uniformément convergente sur 1S, parce gqu’on a:

20) | Alnas) — Fllam )] <
pour m = # et chaque x €uS).

En outre nous allons prouver gu’on peut extraire une sous-suite de h,
telle que {f(h, x)} correspondante soit uniformément convergente sur S, pour
chaque u ¢ G.

On voit quil suffit de démontrer cette propricte pous chague .5,
olt {u,; me N} est une suite convergente vers . En effer si u est un
élément arbitraire de G il existe u,,, tel que 1.8y T 1, Sy, grice au lemme 1.1 {a)

Soit la suite i, — ., qui peut étre choisie telle que i S T 3.

On désigne par k, == h,,. Soit k,, la sous-suite de k, telle que flk, x)
converge uniformément sur 1,8, et k, la sous-suite de k,, telle que
f(%,,x) soit uniformément convergente sur i, 8.

Par réccurence on peul construire les sous-suites &, telles que ks
soitune squs-suite de %, €t (£, x) soit uniformément convergente sur FTI

Désignant [, ka,, on remarque que  f(l,x) est uniformément
convergenle sur chaque w»,S,, parce que pour 7 asscz grand on al.x ¢S,
pOUr ¢S, et [, est une sous-suite de k., pour laguelle on o, grice
aus considérarions déjd faites, la convergence uniforme sur 16,5, Ceci
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montre que f(/,x} est uniformément convergente sur xS, pour chaque
nels et donc f est une fonction asymprotiquement normale.

Réciproquement, si f¢ &8} est une fonction asymptotiquement
1;10r111:ale nous allons prouver que f est a.p.p. Nous allons raisonner par
‘ - e . '
labsurde.. _Sl Jf métait pas a. p.p. il y aurait un nombre =, >0 pour lequel
le’s conditions de la définition 2.5 ne seraient pas remplies, c’est-a-dire il
nexisterait pas de e,-réseaux finis, Soit 7, une suite convergente vers .
Alors grice a la remarque 2 qui suit la définition 2.5 il résuite qu’on
peut Prendre s€ty Sy (au liew de seG) et donc pour s,€ 8 on trouve
s. 0.8 tel que:

sup | f(s; x) — fs:3) | = 5.
NN Z sy
s Ers

B, 4 N 1 I
. Par reccurence, On peut construire une suite |s,; 2 e N} avec s, € 1,5,
pour Iaguelle on aiz:

sup Fis, 2 — M % fuy, POUE M on

SpX T
¢

3

fat m

el dunL: la suite fls,x) ne peut pas contenir des sous-suites fondamentales
sur 7,.5,.
,l a I3 r 5 4

Ddutrt.. part, on voit que la suite obtenue s, est convergente vers
wy et par suite le résultat précédent contredit le fait que f est asympto-
tiquement normale.

Cela rermine la démonstration.

Une autre propriété caractéristique pour les fonctions a. D.p.osur
un groupe s-compact est donné par le

_ Théoréme 3.4.’ St G St un groupe c-compact, la condition nécessare

el suffisante pour gi'une fonction f ¢ S8} soit a.p.p. est que cette fonction
peur étre représentée d'wne maniére unique sous la forme ‘
(30) J{x) = p(x} 4 g(x) pour chaque x ¢§,,
o poost e fonction presque -périodique sur G et q est une fonction appartenant
a Sy08).
X (‘I)E?H(')?ISIJ'HIH}H. La‘ condition est neécessaire gar‘si {!;r,,}“::‘\. est une suite
¢ & convergente vers o), alors grice au théoréme précédent il existe
une sous-suite 4, de /, telle que te, flazx soit uniformément convergente
sur chaque #8,.

On note que = UrS, ce qui entraine que la foncrion limite p(x) de

z0r

la suite fik,x} est détinie sur l¢ groupe cmtier ¢ et donc on a
(31) plx) = lim f(k,x) pour chaque x € G.
Ho O

Montrons nuintenant que la fonction ply) donnie par (31) est une fonction
presguc-poeiodigue soe L Bne effer, de o détanitdon 205 pouar o Tonctions

e
]
It
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a. p. p. il résulic que pour tout = > il existe s, €, en nombre fini,
tels que, quel que soit s € G, on ait pour au moins une valeur de 7 la
relation (14).

Soient 5,y € G fixés et &; Pélément correspondant a s par la défi-
nition 2.5.

Si PPon prend comme x dans la relaton (14) les produits 7,y pour
i > n_, alors on obtent:

(32) S,y — flsihuy) | <=

puisque sh ye S, et s,y €S,
Dans la relation (32} on fait # — o cr ulors, en uvhsant (31), on a

(33) |plsy) — plsiy) | <= pour yeG,

ce qui montre que p est une fonction presque-périodique sur (7.

En second lieu, montrons qu’il existe une fonction p presque-perio-
dique sur G telle que f(x) — p(x) —» 0 pour x — c». En cffet, soit iz, 25
une suite de nombres positifs convergente vers 0; ensuite, en appliquant
la définition 2.t pour f avec ces z, on voit qu’il existe une suite d’ensem-
bles compacts K, (sans diminuer la généralité nous la pouvons supposer
ascendante) et une suite V, de voisinages de o, tels que pour chaque
se G, sK, contienne un élément - pour lequel on ait (5. Choisissons
convenablement les points s€ G tels qu: les éléments =, correspondants &
sK, forment une suite convergente a <.

Donc pour de tels =, on a

(31 | flzax) = flx) <5, simpxglV, eboxel .

Alors, il exisie une sous-suite :—.:' 1 ode th =2 gelle Bque = Asgsoit unifor-

mément convergente vers une fonction presque-périodique p, détinie sur .
En vertu de (34) et de l'uniforme continuité sur chaque I/, de la

suite | f{=] x)}, ¢ v on obtient

S0 = o) | T S) =M= 0 A LS =P 2 2 d s

pour xe I/, .

Désignons par g{x) = fix) — p(x) pour chaque x € §,. 1l est évident que
g € 2,(8,) et donc la relation (30) a lieu dans les hypothéses du théorcme.
Pour finir la démonstration de la nécessité, il reste a4 prouver que la
décomposition (30} est unique.

Supposons qu’il existerait deux décompositions du type {30) pour
f{(x); alors on aurait

Hx) = plx) + qlx) = pox) + g.{x),

ol p, p, sont des fonctions presque-périodiques sur G et ¢, ¢, ¢ <,(S)}.
11 en résulte que plx) — p,(x) = q,(x) — ¢{x. et donc la foncuion presquce-
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périodique p(x) — py(x) tend vers 0 pour x— e, ce qui entraine p{x)
Pi(x) 0.

Le fait que la condition est nécessaire résulte en utilisant la remarque
| faite apres la définition 2.2

Remarques. 1. Les résultats conienus dans les théorémes 3.3 er 3.4
peuvent étre généralisés dans certaines conditions pour le cas d’un groupe
localement compact qui n’est pas c-compact, en prenant, au lieu des suites,
des suites généralisées, en admettant en méme temps ’axiome de Zermelo.

Les démonstrations données plus haut pour les deux théorémes sont
indépendantes de cer axiome.

2. Si G est un groupe arbitraire localement compact (en général,
non-g-compact) qui admet une compactification par deux points et en
méme temps une 2-éroile particuliére de fagon que:

(32) G =D,UD. e,

ou Dy est un demi-groupe ct D, — {s; s€(, s 'eD,i, alors on peut intro-
duire sur (7 une relation d’ordre totale en convenant de dire que y- x
si et seulement si xy 'eD,.

On peur traiter ce cas en suivant sans gucune modification la démon-
stration donnée dans [3].

3. Tous les résuitats de cette Note peuvent étre généralisés, en
opérant des modificarions convenables, en prenant au lieu de C comme
Pensemble des valenrs pour les fonctions a. p. p. un espace de Banach ou
justement un espace focalement convexe.

On voit aussi que le théoreme de décomposition 3.4 est étroitement
lié 4 un résultat de K. de Leeuw et F. Glicksberg 4], th, 53.7); en
effer, si S, est un demi-zroupe, alors une fonciion fe 3(S,) est a. p.p.
si et seulement si f est une fonction presque-périodique sur S, au sens de
la définnion de [3] en vertu de la remarque 2 aprés la définition 2.5.
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FUNCTIT ASIMPTOTIC APROAPI. PERIODICE PE GRUPURI
LOCAL COMPACTE

Rezumat

Scopul acestei Note este de a extinde notiunea de functie asimprotic
aproape periodicd (prescurtat a, p. p.} la un grup local compact, care admite
un compactificat prin doud puncte §i de a prezenta in acelasi timp anumite
proprietdfi remarcabile ale acestor functii. Dupi o scurtd introducere,
Nota congine 3 paragrafe.

In § 1, dupd ce se impune conditia (C) de compatibilitate a com-
pactificdrii prin doua puncte a unui grup local compact cu structura de
grup, se demonstreaza lema 1.1 necesard introducerii nogiunii de funcgie
asimptotic aproape periodicd pe un grup G,

In § 2 se introduce notiunea de functie a. p.p. pe un grup G si se
aratd cd o asemenea functie este mdrginitd gi uniform continud (teoremele
2.3 si 2.4). Datorita uniformes continuitdyi a functiilor a. p.p. se di o a
doua definitie echivalenta (definigia 2.5) pentru notiunea introdusi.

Ultimul paragraf cuprinde doud teoreme de caracterizare a functiilor
a. p. p. pentru cazul in care grupul G este s-compact,



