FUNCTII 9 - ASIMPTOTIC APROAPE PERIODICE
DE
ANCA PRECUPANU

In teza sa de doctorat, [1], J. P. Bertrandias se ocupi de diferit
notiuni de aproape periodicitate a funcyiilor mirginite in medie asimp-
toticd de ordin p -1, scopul sau fiind obtinerea unor importante pro-
prietdti pentru functiile pseudoaleatoare. Modul de definire a functiei
Y7 - aproape periodice ne-a sugerat introducerea notiunii de functie 9?7
asimptotic aproape periodici.

In Nota de fatd ne propunem sd ne ocupim de aceastd clasi a func-
tillor NP - asimptotic aproape periodice,

Dupa precizarea in §1 a unor nogiuni cu caracter general, Nota
cuprinde doud sectiuni.

In §2 se introduce notiunea de functie 9)*-asimptotic aproape
periodicd, care se caracterizeazd apor cu ajurtorul normalitdgii IR - asimp-
totice ca si prin intermediul unei proprietiti de descompunere, rezultatele
fiind sintetizate in tecrema 2.6,

In baza acestei importante teoreme se trece in §3 la studiul unor
proprietiti topologice ale spatiului functitlor 907 -asimptotic aproape
periodice. Pentru anumite notiuni si proprietati cu caracter general, legate
de functiile aproape periodice a se vedea [2] si [5].

§1. Fie R multimea numerelor reale; R —semidreapta x - o«; C

mulfimea numerelor complexe; L7 «,T)unde p =1, — spatiul vectorial
normat al funcgiilor cu valori complexe, p-integrabile pe intervalul
{+, T].
Vom nota prin " spatiul vectorial al functiilor f € L? ({2, T']) peniru
orice T ¢ R asa incit
1 i Lp
1) /, lim sup ] £ jbdr]<—’;— .
o -y T—a
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Dusd p — o atunci prin 94* vom ingelege spatiul funcuilor pentru
care
2 |l =limsu < A
{2} A, =limsep £, = e s .

e w

Vom conveni si indentificim doua functii din m? care diferd prin-
tr-o functic fe M pentru care [ 5, = 0. [n modul acesta spatiul vectorial
M4 devine un spatiu normat in raport cu norma (1). Datoritd relagiei (2)

o L . . s . . o

spagiul MM se identificd cu spapiut /.*( » [-oo))al tuturor functiilor esential
mirginite pe semidreapta R..
] Vom nota prin f. (x] — f{x |-1) o rransformatd prin translagie a
tunctier f € M’ care aparyine lui 9Re

Din modul in care s-au definit normele (1} si (2) rezultd imediat
urmdtoarele

Proprietiiti:

{(1.1) Norma definitd prin (1) este jnvariantd la translapii in sensul
ca f: f’”“__.l fo .

(1.2) Daca «,, «, sint doud numere reale astfel incit z o, lar
F e, atunci are loc:

(3) f =S lpm

pentru orice p —- 1, facind in acelagi timp conventia ¢a dacd / € M? atunci
prin feMf cu B =« vom ingelege ¢d cste vorba de restricia lui f la
semidreapta Rj.

§2. In aceasti sectiume vom introduce notiunile de functie IW*-
asimptotic aproape periodica (prescurtat 91" -a.a.p.) si de functie ¥ - asim-
ptotic normali ca generahiziri naturale ale notiunilor clasice de functie
asimptotic normald.

Dupid ce vom exprima proprietaten de 907 -aproape periodicirate
asimptoticd a unei functii cu ajutorul z-retelelor (teorema 2.4) vom
caracteriza aceastd notiune pe de o parte cu ajutorul WM’ - normalitagii
asimptotice 1ar pe de altd parte cu ajutorul unei proprietiti de descompu-
nere analogi celei din [4], rezultatele dm urmd fiind «intetizate in
teorema 2.0.

Definitia 2.1. Spunem cd o funciie fe M este o funcrie continud in
medic asimptoricd de ordin p dacd are loc relajiq :

4) fo—fpa—0 cind = =0 pentru fiecare ' > 7.

Vom nota prin 9" subspatiul lui 982 al tuturor functiilor continue
in medie asimptoticd de ordin p.
Din definitia 2.1 rezultd 1mediat urmitoarea
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Lema 2.2. Fie feqR? . Dacd [+¢,8] este wn interval compact oare-
care arunci pentru orice <=0 § orice [ maxie — 7, % existd un numdr
finit de elemente s, € [, 8] astfel incir pentru orice a € [, N sd corespundid
mdear un 5, peniri cave sd avem

) | fa — fs;llp, e <<
Demonstragze. Dacid fe WP atunci in baza relagiei (4) si a proprietdnlor
(1.1} si {1.2), rezultd ca pentru orice >0 si B~ max{ % — 7, o) existd

f

A
> 0 asa incit
(6)

| fo— far ps € pentru |a —a'| <1,

Dar pentru {y,3] existd s, ¢[v, 8] in numir finit asa incit dacd a € [y, 3]
existd un s; pentru care si avem a—§; <7 Ceea Ce antreneazid conform
cu (6) relatia (5). _ )

Definitin 2.3. Se spune cd o funcfie [¢€ M, este M? - asimprotic
aproape periodica dacd pentru orice € =0 existd wun numar L >0 s wn
numdr [ =« asa incit orice interval de lungime [ al semudrepret Ro.p sd
conjind mdcar wn punct = peniri care sa avem .

{7) Iferm Np iz

Tiniod seama de proprietatea de continuitate in medie asimptoticd de
ordin p, se constatd cu usurinid cd in definitia datd R, _ 5 poate fi inlocuitd
cu o semidreaptd fixd K., luind bineingeles § 2> o — . In acest fel satisfacerea
definitiei cu un anumit § atrage satisfacerea ei cu atit mai mult pentru
fiecare B’ = B. In virtutea proprietitii de invariangs (1.1) numirul 3 poate
fi tinur fix. Din wate aceste observatii rezulti urmdtoarea definitie echi-
alentd a 9WF -aproape periodicitifii asimptotice:

Definitia 2.3. O funcpie fe ! | este WP - asimplotic aproape periodicd
dacd pentru orice c > 0 exisid numerele L= 0, B> a s v = o— [ asa incit
orice tnterval de hmgime L al semidrepter R.. sd conting mdcar wn punct <
pentru care sd avem relatia (7).

Utilizind fema 2.2 putem da o caracterizare simpld a functiilor 20
-asimptotic aproape periodice cu ajutorul e -retelelor.

Teorema 2.4, Condijia necesard i suficientd pentru ca o funcyie f ¢ M.,
sd fie NP - asimptotic aproape periodicd este ca pemtru o semidreaptd arbi-
trard R., oricare ar fiz =0 sd existe un numdr = = st o neupld de numere
reale 5,31 = 1,2,..n astfel incit oricare ar fi ae R, s existe mdcar nm
s e R s incir:

(8) | f f FAy

. Demonstrapie. S& ardtim mai intit ci aceastd conditic este ne:esard.
In adevir, dacd fe 9"  este o functie 9RF-a.2.p. aluncl pentru orice
e 0 existd L0 s 34— v astfel incit onice interval al semidreptel R,
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de lungime L si contini micar un punct < pentru care si avem (7) cu
inlocuit prin /2.

Fie a un punct arbitrar al semidreptei R.. Fard u restringe gencralitatea,
putem presupune {inind seama de lema 2.2 cd [a — L,a]CRx—p. Atunci
datoritd faptului ca f este Y*-aa.p. rezultd cd existd micar un element
v¢[a— L,a] pentru care si avem (7). Fie a,=a— =, adicid a€ [0, ). De
aici rezultad:

(9) i fao ‘—fu g3 = €/2

Pe de altd parte cum fe¢ P , conform lemei 2.2 rezultd cd existd
numere reale {s;;1 — 1,2, ..n} apartinind intervaluhui [0, L] asa incit pentru
ap€[0,L] sd avem:

(10} infl| /s — fi;ll, 0 <ef2
lgign *

pentru £ ales ca mai sus. In sfirsit combinind (10} cu (9} rezuitd relatia (8).

Reciproc, si presupunem ci f€9R?P are proprietatea cd pentru orice
>0 existd {5;;7 — 1,2,..n) §§ un numidr 2>z asa incit pentru orice
a€ R, sa existe mdcer un s, pentru care si avem (8}, Iie L =2max|s; . 84

1gign

aritim acum cd orice interval al Jui R, de lungime L contine macar un
element < pentru care si avem (7). 82 notdim prin ¥ un interval arbitrar
al lui R, de lungime I i prin a mijlocul siu. Atunci conform conditiei
din enunt rezultd ca existd un j, astfel incitsd avem (8). Luind ~ = a — 5,
se observd cid <€ iar din proprietatea (1.1} a norme: rezultd

f: _f::ra,ﬁ 51 T fu fsjo”ﬁ','i L E,

ceea ce antreneazi YR* - aproape periodicitatea asimptotici a lui f conform
cu definipta 2.3, unde |3 este substituit prin max{f —s;.

Observagie. Unlizind invariacta normei se constatd cu usurin{d ci
numerzle s; ale z-retelei pot fi luate pe orice semidreaptd dorim.

Si introducem acum notiunea de functie YN'-asimptotic normald.

Definitia 2.5. Spunem ca o funcpie fe MP | este o Sfunctie NP - asim-
protic normald dacd din orice sir (| convergent fa - o se poare extrage un
subgir Vb astfel incit sird corespunzdtor al transtarelor Tuf f, | ﬁ'w sd  fie
convergent in norma (1) pe orice semidreaptd R..

S4 notdm prin P” mulpimea tuturor funcuilor M- a.ap. definire
pe o aceeasi semidreaptd K, (1 p 7). Spatiul B va fi atunci spatiul
tuturor functillor care coincid aproape peste tot cu funetii numerice
asimptolic aproape periedice in sens Fréchert.

Acum vom demonstra urmatoarea teoremd principald care contine
doud proprictifi caracteristice pentru funetiile MU -aa.p.
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Teorema 2.6. Fie fe " . Urmdtoarele rrei condipin sint echivalente :
': \fl 5 _ - Y
I. (_ (1 p-.<'_{ ;.1
[T, / este WP - asimproric normald,
11N, f poate fi reprezentatd in mod unic sub forma:

{11} fx) =W {(x)+ oz,

egalitatea avind loc aproape peste tot pe R, unde W este o funcpie M-
aproape periodicd tn sensul definifiei 1 din 1], cap. VIL, p. 69 jar o €M |
are proprietatea cd lim|j o |p s =0.

B>

Demonstrapie. Si ardtdm mai intii ¢d 1. antreneaza II.

Dacd fe P¢ atunci din teorema 2.4 rezultd cd pentru orice + =0
existi un numir > si o n-upld de numere reale [s,;7 = 1,2,..n}; astfel
incit daci a € R, si existe micar un s, pentru care si aibd loc relatia (8).
Dar pe de alti parte se observi imediat cd aceastd proprietate se conserva
Ja transtatii si deci numerele s, pot fi lvate pe o semidreapta fixd K.. Fie
acum {/,) un yir arbitrar care tinde la Atunci pentru +==1/2 i j
fixat conform teoremei 2.4 existd o 1/2 retea finitd cu puncte din Ry si
deci vom gisi atunci un subsir {4,,} al lui {#,} comparabil cu uwn acelasi
element s5; al 1/2 retelei, pentru care si avem:

' —f o 12
f;'ul " i ’
de unde rezulti
’ == 1.
(11’ Foe — Tron Ip, e
Dacid acum vom aplica rationamentul de mai sus siruful i/, cu s — 12
vom gasi un subsir {4, al Jui {&,} asa ineit
(12) P Fun llp < UL2-
Prin recurentd se gaseste un yir de sirury |4, in care g boeste un
subsir al lui {4, ,} pentru care avem:
| o A 2=
(19) A ]

pentru j = 1,2, yi m = n
Se observi deci ¢d sirul [ f, | corcspunzitor sirului dingonal i/, este

convergent in 9" intrucit are loc:

{14) 7, f T

nn fmami 4
pentru m = n §i orice $ fixat. _
Si ardtdm acum cd din sirul /., se poate extrage un subsir astfel ca
sirul corespunzitor al translatelor Iut / s3 [ie convergent In I pentru

arice .
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Se observa imediat ci e suficient de demonstrat aceasti proprictate
pentru orice semidreaptd R, unds vy este un numdr intreg negativ. Sd notim
prin A = h,,. Fie {h",} subsirul lut {#} peniru care {f, | sd conveargdin

nl

e, i) subsicul lui {# ) pentru care {f } s conveurgd in YR" .. Prin

w2 [
n2
recurentd se giiseste subsirul {# } al lui (& _ 7 pentru care {f. } sa fie

umm
convergent in MN? . S3 notim acum prin /, =% . Se observd ca {f,} este
convergent in orice 97 = datoritd consideratiilor de mai sus, fapt care
antreneazd convergenta in orice 7.

Demonstratia faptelui ci II. antreneazd 1. o vom face prin reducere ia
absurd. Dacd f € M? _indeplineste 11. fird a indeplini 1. rezultd atunci ¢ existd
un ¢ = 0 asa incit pentru orice L > 0 si orice numir f = «, fiecare in-
terval de lungime I al semidreptei Ry sd nu contind puncte T cu proprietatea
(7). Fie I, — 1, intervalul corespunzitor lui £L =1 i f=e - 1 i 2, un
punct oarecare din [1" Fie /i, astfel ales incit/, - i €1,. Apoi consideram
un alt interval [, asa incit lungimea sa v,> 2(k /). In acest interval
luim un punct #, asa ca hy, — /My, #ty — hy € I,. Prin recurentd se obtine un
sir de intervale / si un §ir de numere {h,t pozitive asa incit fi,oq — /My

byt Mooy bpio — hye I'osi lungimea o, > max 2 (; — &) pentru 7,7 = 1,2
..... i + |. Dar atunci avem:
(15) ”.f”,‘ _ﬁ‘J]!f’.:E:llfhl_hJ _.fHP-Pa>E

datoritd faptului ci diferentele 7; — /4; au fost alese astfel incit sd nu
poatd coincide cu un numir de tip -. Relatia (15) ne spune insi cd f nu
este IR - asimptotic normald, fapt ce contrazice Il. Deci f este 90#-asim-
ptotic aproape periodica.

Si ardtim acum ci [. antreneazd IIL Inadevir dacd fe I este m?
-a.4.p. atunci s este I - asimptotic normald deci dacd [/} este un sir
tinzind la = atunci existd un subsir al sdu |/} asa incit yirul corespunzi-
tor al translatelor :fr;,} si conveargd in .. TFie'l" functia limitd (in
sensul convergentei in norma (1) a sirubur |/, ; evident oceastd functic

H
este definiti pe R g1 in plus avem:

Ilf-_l f_' LI -3 HeT

i
pentru orice % ¢ K. S aratam cd ' cste o functie Wi’ - aproape periodicd in
sensul definitiet 1 din [1] {Cap. VII, Teor. 1). Conform definijiei 2.3,
pentru orice z > 0 exista L > 0 si i > = asa incit orice interval al semi-
dreptei K, - s3 congina macar un - pentru care siaven (/). Dar cum {/ |

b
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este un yir convergent la o rezultd din (7) in baza proprietdp (1.1 de
invariania ci pe semidreapta R, gy are loc relagia:
H

(17) f’,: —fz'rl tzlpp<E

Datoritd convergentel la o~ a sirului {/'} se observi cd 2 poate fi ales
arbitrar si atunci trecind la limitd in {17) si folosind in acelagi ump (16)
ob{inem:

(18) Nl O (P

ceen ce asigurd N7 - aproape periodicitatea lui ' _
Fie 'z ! un sir de numere pozitive convergent la 0. Conform defi-
L4 . » - s
nifiei 2.3 pentru orice ¢ > existd Lz} >0 §1 & > o asa inclt fierare
interval (u,n - L (2)) sd contind mdcar un , pentru care $d avem:

(19) o, = Hew, <z

3 n
Dar cum sirul iz} este un sir convergent la oo, rezultd cd existd un
subyir {= | astfel ca sirul corespunzitor al tramslatelor Iui f, {f..\ si con”
. "
veargi la o functie 'I' pe orice semidreaptd K.
Fie -+, =|/- |5 unde & este arbitrar §i o =f—"" Evident
n
@ eM? siin plus avem conform cu proprietatea (1.2):
Cs
o X . . . : T o
(20) NP, G S = Wl siet KNS — S lp a0 +itf = s
H L4 N L H
i e R
f"qftn .‘.3,; '|_ j_ 1 [',f‘:<°” i fine

Cum pentru 2 — 5,5, §i 7, tnd la 0 rezultd cd

20 Hm K . PR ::' - 0.
’ -y o "
Deci £ 4" - o, unde ‘I este restrictia la R, a unei funcyii 9N -aproape

periodice iar o€ IR’ cu proprietatea ci norma sa din MS timde la 0
pentru % —» so. Unicitatea descompuneri (11) rezultd imediat din {1], Cap.
VII, Teor. 1L

Tn sfirsit sd aratim ca I11. antrencazd 1. Fie fe‘)]?fi pentru care are
loc descompunerea (11), Cum 'L’ din (I1) este restrictia la Ry a unei functii
MP -aproape perodice, rezultd ¢i pentru orice = > () cxIstd L>0 as
incit sd aibi loc (18). Pe de altd parte, din (20} rezultd ca pentru orice
= =) cxistd un B suficient de mare astfel ca:

22 [P it

>
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Din ultimele doud afirmatii rezulti ci pentru orice s =0 existi 3 - 2
L~ 0 ssa incit orice interval al semidreptel R, . de lungime L si contini
micar un T pentru care si avem!:

fo=flp, e 'V — Vlip s F o e

Crs pos ™~ 3!
ccea ce ne asigura ca [P Cu aceasta teoremd 2.6 este complet demon-
stratd. . )
§3. In accasta sectiune vom pune in evidenid citeva proprietafi 1m-
portante ale spatiului tuturor functiilor W7 - asimptouc aproape periodice.
Tinind seama de Teorema 2.6 IIL. vom putea introduce pe spagiul B
al tuturor funciiilor 9NF-asimprotic aproape periodice definie pc ©
aceeasl semidreapta R, o a doua normd datd de:

(23) £ = 0l 0 o

Urmind demonstragia data de noi in [6] pentru cazul [unctitlor asimptotic
aprozpe periodice in sens Fréchet, avem:

Propozitia 3.1. Normele date de (1) sf (23)y sinr eclivaienie.

84 notim prin 90"  spatiul Bunach al functiilor continue in normu (1)
care tind la (0 pentru =z 0.

Teorema 3.2. P este un spajiu Banach, sumd directd a spajiilor Ba-
nach P i ‘)R:’_:]_ ;

(24) PL= PN

Dewnonstragie, Afirmapia acestei teoreme rezultd imediat din (11) ynind
seama ci norma (1) este echivalentd cu norma (23}, norma sumel directe
a spatiilor Pr si NP . Aceastd proprictate datd de teorema 3.2, ne permite

Cur - . - » - . .
i deducem anumite proprictiti topologice ale spatiului B¢ din proprie-
titile topologice ale spatiilor componente B* si M: . Astfel avem:

Corolarul 3.3. Un sir { .} de funcfiit M -a.a.p. este convergent in
norma (1) dacd st numai dacd girurile componente ', ale pdrqilor -
aproape periodice §i ale pdrpilor | o) care tind la O penrru o — >0 sint
convergente.

Observajie. Dacil se defineste funcgia @ Po— PL prin P, (f) = &
in care g — f. o, atunci rezultd cd intre spatiile P8 4 P2 s-a stabilit un
izomorfism Izometric.

Fie «# = {J Pr. Awunci pe 47 se¢ poate introduce o relatie de echiva-

T R
lentd > delinitd prin / = ¢ daciyinumai dacd g este o transformatd prin translatgie
a lui £, Capt care anteencaza izomorfismul dintre spagiut. 17} sifiecare spatiu B .

BIBRLIOGRAFIE

M 3 Fa .- . -
1. Ber!rﬂndl.zh ij i 1..\[1:1:.«3\\ de functions borndes ot continucs en moyenne asvimplotique
‘ d'evdre p. Bull. Soc, Marth, de France, Suppl., mars 1906, Nr, 3.
28 (?OFdl:IIC:lnu C. — Aimost-periodic functions. John Wiley, New York, 1968,
. Fan Kv— Lcs[lfrmpnun.\' ;J.v_\';fzprung.'femenrprcsquu-pa’riad;qiws d'une wariabile entiére et leur
application a Pétnde de Pitération des transf 1 CORIT 2
. _ { 3 sforimations continwes. Math 5.
LB (19420430, pp. 083711, —

4 }‘I‘llll]'la\' A - IHII'O(IHCE?‘L' int o1 ) rod 1 ;

- @ - coria calitativg a ccnaritfor diferemitale o . Tk
18 BT 05, { /' tiale, Ed. tehnicd,

') .-'[L’HIHEPH [>. .\]. — [louri HL’,{)N(J@H!-C’C#\”E qf)l,'l{.'\'q'f'l. \l"'Ci\Ba. 1961

i. Precupanu A, Fonctions et suires asvmprotiquernent presque-périodiques azee des valeurs
dans un cspace de Banach. An. st Univ. lusi, 1. XV, p. 20—38% .

FONCTIONS it - ASYMPTOTIQUENMENT PRESQUE - I-ERIOI)IQUES
Resume

Le but de certe Note est dintroduire la notion de fonction i -
asymptotiquement presque - périodique. Aprés  quelques considérations a
caractere général, dans le [ 1, on introduit la notion de fonction I~ -
asymptouquement presque-périodique et on la caractérise a Daide de la
nouoz}'dq fonction IN” - asimprotiquement normale et d’autre part a Paide d’une
propriété de décomposition, les résultats étant synthétisés dans le théo-
reme 2.6. Dans le §3, on donne cerraines propriétés topologiques pour
Pespace des foncrions IR - asympiotiquement presque-périodiquues.



